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YEXOCJJOBALIKUM MATEMATUYECKUHN XVPHAJ

Mame. KUt ym Yexoc. ii Axademuu Hayx

T. 16 (91) TIPATA 18. VI. 1966 r., No 2

UBER DIE TRANSFORMATION UND AQUIVALENZ HOMOGENER
LINEARER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN VON HOHERER
ALS DER ZWEITEN ORDNUNG

ZDENEK Husty, Brno

(Eingelangt am 24. Januar 1962, im umgearbeiteter Form am 3. Juli 1964)

(Ende)

TEIL. AQUIVALENZ REGULARER GLEICHUNGEN MIT STETIGER DIMENSION

111.
VORBEMERKUNGEN
Wir stellen fest, daB3
) 0@+ (1) a0 =0, cen,
®) () +,§3( )/5,-('5) () =0, teld,,
@ 96 + 3 (1) i) 5 9) =0, xe,
) 29) + 3 < )b O =0, tel,

reguldre Gleichungen mit stetiger Dimension sind, s. [4], I. Teil, Definition 1,4 — kurz
[4-1; 1,4]. Wenn wir in der Gleichung (a) die Transformation y(x) = u(x) Z(x),
t = T(x), wobei {T(x), u(x)} € m(I,), I, = I, s. [4-I; 3,2.7], verwenden, erhalten
wir eine Gleichung von der Form

@

W'y [zf“(r) IAGESIIo) 'y () 4 c)] 0, el
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die wir als Bild der Koordinaten {T(x), u(x)} von (a) im Intervall I,, bezeichnen,
wobei wir x = T_,(1), z(1) = Z[T_(7)],

(0.1) T =T(I),
T

(0'2) n= T'(x) s Iy,

(0.3) (=" e,

u(x)

setzen, s. [4-I; 3,1.10]. Das Bild (a) ist in J,, eine reguldre Gleichung mit stetiger
Dimension, s. [4-1; 3,1.11 Folg.].
Das halbkanonische Bild (A) {T(x)} € p,(I,,) ist von der Gestalt

@ vy [+ 3 (1) e ) ) AT =0 <<
mit

(0.4) U(x) = ¢|T"(x)|* 7772 . exp{—J a; ds} » O%cekE,,

X0

wo x = T_4(t), 4y = 1, A; = 0, (0.1), (0.2) gilt und 4,, k = 2,3, ..., n die Haupt-
koeffizienten von (a) sind, s. [4-1; 3,2.15].

Das kanonische Bild (a) {T(x)} € k,(I,,) ist von der Gestalt

@ vy o+ £ ()= s [0 1)

LA F"v"’"‘"(AZ)} =0, 1teJd,,

i—pt p—v

mit x = T_,(t), wo T(x) eine Losung der Gleichung

(0.5) (Tx} = 4, xely,
n

ist und (0.1), (0.2), (0.4), gilt, s. [4-1; 3,3.5]. Die Gleichung (0.5) kénnen wir mit
Hilfe von (0.2) umformen und finden

6

(0.6) n' =+ Ay, xely,.
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Das kanonische Bild () {T(¢)} € k(J1¢), J;: < J; ist von der Form

() U (T) I:z[”](‘c) +§3 (:’) ) (T')~f;zz<_ ;)(:)(‘ - ') " oz,-_‘.q":l o0,

teJ,,

mit & = T_,(7), U1(x) = cl’["(g)l(‘—")/z, OFceE;, 0 =10, =02, =0, wo T(f)
eine Losung der Gleichung

(0.7) (T.&) =0, &y,
ist und (0.2),
(0.8) Jsre = T(Jlé)

gilt, s. [4-1; 3,3.6].

1. HILFSSATZE

Hilfssatz 1.1. Die Bezieh‘ung
(L.1) (a) I1x ~ (B) J2:{T(x)}

gilt dann und nur dann, wenn

) prren e =Sz [((" 71 .

u

i=3,4,...,n, xel,,

mit (0.2) in Kraft ist, wobei T(x) der Gleichung (0.5) geniigt.

Folgt aus [4-1I; 2.17]. Es ist zu bemerken, daB3 in (1.1) I, < Iy, J,, = J,, (0.1)
vorausgesetzt wird, s. [4-1I; 2.16a)].

Hilfssatz 1.2. Die Beziehung

(1.3) (@) J1e ~ (B) T AT}

gilt dann und nur dann, wenn

a9 srrenrrer=x (-3 () ). e,

=0 2

i=3,4,...,n,

mit n = T"(&)|T'(£) in Kraft ist, wobei T(&) der Gleichung (0.7) ge‘m‘lgz‘
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Folgt aus [4-II; 2.18].

Hilfssatz 1.3. Es gelte (1.1). Dann ist

i+j . v
(15 BTN [TI = 3 W8 (o A )05 e,
v=0
i——2gyv,j=max{0,v—-j}, i=34,..,n; j=0,1,..,n—1i,

wo !l’:-’;f;-j_vfiir gegebene n, i das j-te Polynom der Elemente A,, A;, ..., Ai_y, , mit
Dimension i + j — v ist, das der Differenzengleichung

(1.6)

At )-v it Vi i Aa s Ay, ) +

W?f}jfll—v(Az’ e Ai—uv,,-+1) - 2
1 ;s . n,i,j ’
* §Elv-:—1—) 42 T?i}l‘l-V(AZ’ s Ai_llv+l,j) + [Wi;jl-V(Al’ ce Af—ﬂv,j)] ’

xelyo, i=34,..,n, j=0,1,...,n—i—1, v=0,1,..,i+j+1
geniigt und
(17) Wi =, = w20, r=1,2,..,

(1.8) Hos = Hyjeer 5=0, 41, 42, ...

(19 ¥4y .4, ) =Y [(’)/(" *; * ”)] Ai Fprii=n(4,)
n=v | \HU

i=3,4,..,n, v=0,1,...,i; i—=22p,,0=v
gilt.

Beweis. Setzen wir B = (B,[T(x)])¥! [T'(x)]"*, 0<j<n —i Dann ist
[B{]' - ﬂEj+1](T/)i+j+1 + (i + ]) r[,BEj](T')Hj, so daB

(1.10) B{+1=—(i+j)nB{+[B{f]’, j=01,..,n—-i—-1, xel,,

gilt. Wir stellen fest, daB (1.5) in Kraft ist. Dann ist nach (1.10) mit Riicksicht auf
(0.6) . v
Bitl =

i+j

ity ..
= =+ DT ¥R Ay on A, i+ ) % ViAo o Aiy, Y ¥
v=0 v=

6AZ gl n,i,j v—1 ' n,i,Jj A A ’ v
+ Z vY’i;}Lv(Az, vy Ai-uv j) n + Z PPHj—v( 25 000 i—u.,,,)] n.
n+ 1y=o ’ v=0
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Wenn wir in den beiden ersten Summen v — 1 statt v, in der dritten Summe v statt
v — 1 setzen, so konnen wir die letzte Gleichung im Hinblick auf (1.7) in der Form

: i1 20 +)—=v+1_.:;
(1.11)  Bi*t = go {— %_“ Wi (A e Ay, ) F

6(v + 1)

an+llj o 1(A2, e Al hos 1 J) + ['P':_;;J v(AZ’ vies Ai—llv,j)]’} n
n+1

schreiben, d.h.
. itj+1
(1.12) BIft = % WML (A Ay, )N
i—22p, ;4 =max{0,v—j—1}, xel,,
denn gemiB (1.8) ist g, ;41 = g,y ;. Laut (1.2), (1.9), (1.5), (1.11), (1.12) schlieBen
wir, daB3 der Hilfssatz 1.3 mittels Induktion in bezug auf j bewiesen ist.

Bemerkung 1.4. Aus (1.6) folgt

6

(1.13) P Ay . A) = S AW (A oy Ay, ) +
+ [¥5/ (4, .., A)] xely,.
Laut [4-1; 2,3.6], (1.9), (1.13) ist
(1.14) ¥ (A4z .., A4) = AY -3 z - 1 AGHITD 4+ YAy, L Aiy),

wobei ¥/ das Polynom der Elemente A, A3, ..., A;_; mit Dimension i + j ist,
dessen jedes Glied mindestens den Grad 3 hat und Y7 J’(O, As, ...,A,-_l) =0,
i=3,4,..,n;j=0,1,...,n — igilt.

Hilfssatz 1.5. Es gelten die Beziehungen

1.15 @i (0, As, ..., A;- c' itsy gG-9)
i) = L

itj—v its—v?>
v=0,1,..,i+j—3, xel,,,
(116) YP:'J,‘J’V(O,A3,...,Ai_um)=0, v=i+j-2, i+j—1, i+]j,
i=34,..,n, j=0,1,...,n—1i, c**VeE , xel,

J5S

(1.17) ¢ =max{0,3 +v—i}, & <& =min{yj},
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(1.]8) L;;‘—lks _ C{:i—k _ 2(i + _j) —s—k+1 .

(1.20) i =chith =0, i=34,..,n; k=0,1,...,i;
j=0.1,...,n—i; u=1,2,...

Beweis. Ist j = 0, so ist nach (1.17) &y = &, = 5 = 0, so daB
(1.21) P00, Ay, Ags - Aimy) = cGlg YAy, i =340,

v=20,1,...,i—3
gilt. Aus (1.9) folgt

P00, Ay, Agy oo Aimy) = [(’)/(" -t V)] Apy FIH(0) .
v v

Laut [4-T; (2,3.14)] ist

. : N\ /i /i —1
(1.22) w00, A, Ags - Ai-y) =<— 5) <v>< ) )le,-_v,

i=34,...,n, v=0,1,..,i—3,

laut [4-1; (2,3.15)] gilt
(1.23) Peho0) =0, i=3,4,...n.

Da ¥1-0(0) = wy-0(0) = 0 ist, gilt (1.15), (1.16), (1.17) fiir j = 0. Gema8 (1.21),
(1.22) gelten die Formeln (1.19). Nehmen wir an, daB (1.15)—(1.17) fiir j = 0 in
Kraft ist. Nach (1.15), (1.17) gilt (1.20). Aus (1.6) unter Beachtung von (1.15) folgt

— 2(i +/) -V +_1 FZZ chits=v+1

(J—5)
Jus AL e +
2 s=ay’

y/?f}j++ll—v(0, A}v A45 ot Ai“"V,j”) =
&2 Py .
+ Z c;::+s_vA(i{f'_Ss—‘V1) 2
s=g1
. ) A e o .
wobei (1.17), &; = maX 0,2 +v i}, &y < ¢, = min {v — 1, j} gilt. Wenn wir in

der ersten Summe s — 1 statt s setzen, erhalten wir

20+ ) — v+ 1 & ey gimstD)
W?f}jjll—v(o, Ay, Ap 7 Ai“”"'!'“) =7 —7—- Z Cism1  AisDy .+

s=g1"”

&2
i,i+s—v 4(j—s+1)
+ Y b TVAL

its—v
s=g

166



mit
(1.24) ey =max {1,3 +v—i}, & ¢ =minfv,j+1}.

Laut (1.20) konnen wir in der ersten [zweiten| Summe s = 0 [s = j + 1] zulassen,
so daf

(1.25) W0, Ay Aay ooy Aig ) = 3 AU
mit
(1.26) g =max {0,3 +v—i}, & <& =min{y,j+ 1}

ist und (1.18) mit k = v — s gilt. Ferner folgt aus (1.6) bei Beachtung von (1.23)
(1.27) priiti(0) = — %1 Prii0) =0, j=0,1,...

Da ¥1H7*10) = w5+ (0) = 0, folgt mit Riicksicht auf (1.27)

(1.28) b0, Ay, Ay, o A =0,

i"‘llv,jﬂ)

ve=i+j—1,i4j, i+j+1.

Wenn wir die Formeln (1.15)—(1.17), (1.25), (1.26), (1.28) vergleichen, schlieBen wir
leicht bei Beachtung von (1.22), (1.23), daB der Hilfssatz 1.5 mittels Induktion in
bezug auf j bewiesen ist.

Bemerkung 1.6. Aus (1.18), (1.19) folgt
(1.29) i =
=1, i=34,..,n; j=01,...,n—i.

2. KANONISCHE GLEICHUNGEN

Satz 2.1. Die Beziehung (1.3) gilt dann und nur dann, wenn
(21 BAATEOIT O] — a3(8) =0, &e i,
(22) BLTEI[T(E)] — 2l) +

# 30 I ) e - #2403 = 0,

j=iev (i =i +j—1
teldi, i=4,5..,n,
wo T(&) eine Liosung von (0.7) ist.
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Beweis. I. Es gelte (1.3), so daB (0.8) in Kraft ist. GemaB des Hilfssatzes 1.2 gilt
(1.4) mit n = T"(&)[T'(&), wo T(£) eine Losung von (0.7) ist. Wenn 7 = 0in J,,, d.h.
T(&) = ¢4& + ¢, ¢;€Ey, i =1,2, so ist nach (1.4) B(cié + ¢;) ¢} = o,(¢) und
gelten die Formeln (2.1), (2.2). Also stellen wir fest, daB # # 0 in J,,. Ist o, = 0
in Jy, fiir alle k = 3,4, ..., n, so ist nach [4-II; 2.18 Folg. 1] 8, = 0, k = 3,4,...,n
und wieder gelten die Formeln (2.1), (2.2). Nach diesen Vorbereitungen und allen
Folgerungen des Satzes 2.18, der in [4-II] hergeleitet wird, konnen wir annehmen,
daB a3 % 0in J,, ist. Laut (1.4) gelten in J,, die Beziehungen

o R (YO e
v=0 2 v v

r=3,4,...,i, 4

IIA

i

IIA

n,

so daB (2.1) in Kraft ist. Wenn wir in (2.3) die erste Gleichung (i — 3)-mal, die zweite
(i — 4)-mal, allgemein die s-te (i — s — 2)-mal differenzieren, erhalten wir gemiB
(1.5) und des Hilfssatzes 1.5 ein System der (i — 2) Gleichungen mit (i — 3) Unbe-
kannten 7, #2, ..., n' 3 von der Gestalt

(2'4) ﬁ.[-i—r]T” = Z n" Z ¢ r:: K '(-l+sr Y, Ee Jig
mit
(2.5) g, =max {03+ v—r}, & <& =min{y,i—r}

r=34,...,i, 4<i<n,

das mindestens eine nichttriviale Losung hat. Daraus folgt, daB die Matrix, die aus
der Koeffizientenmatrix von (2.4) hervorgeht, wenn man als (i — 2)-te Spalte
(BT — ofi77), r = 3,4,..., i hinzufiigt, singuldr ist. Ihre Zeilen sind linear
abhingig, so daB in J,, die Identitdten

(26) Z C [T — o 7] =0,

(2'7) Zczcrr+s Va(LrS)__.O yv=1,2,..,i—3; 4<i<n

i—r,s r+s—v
r=3 s=¢g

gelten, wo mindestens eine der Zahlen C,, r = 3,4, ..., i von Null verschieden ist.
Setzen wir in (2.7) v = 1 ein. Laut (2.5) ist &y = &; =1 fiir r =3, 6, =0, ¢, =1
fird<r=<i—1,¢ =¢=0firr=1 Da a, = 0 [cb}, = 0] ist, konnen wir
in (2.7) s = 0[s = 1] fiir r = 3 [r = i] zulassen und die Gleichungen (2.7) lassen
sich also im Falle v = 1 in der Gestalt

1 1
(29) Y C ¥y et el =

r=3 s=0
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scheiben. Setzt man v = i — s — r + 1 in (2.8) ein, so folgt
(2.9) zw YACio e T+ Cisyin Y00 ) = 0.

Wenn die Gleichung (2.9) in J fiir beliebige Funktionen o € C,_4(J,), k = 3,4, ..., n
gelten soll, so mufB3

210) Ciyel 7V + Ciypri T =0, v=1,2,..,i-3; 4<i<n
i—-v 1

sein. Die Gleichungen (2.10) bilden das System (i — 3) homogener Gleichungen
mit (i — 2) Unbekannten Cs, C,, ..., C;. Wenn wir C; = 1 wihlen, so erhalten wir
mittels der Cramerschen Formeln

1,j
H4oiZl0 0y =1,2,..,i—3; 45i<n

e1)  Co=(-1r 1] ¢

J
-V (,l IR
Wenn wir C; = 1 und (2.11) in (2.6) einsetzen, erhalten wir bei Benutzung der
Bemerkung 1.6 die Gleichungen (2.2).

II. Es gelten umgekehrt die Formeln (2.1), (2.2), wo T(¢) eine Losung von (0.7) ist.
Es sei ferner (B) {T(&)} € ky(J1¢) und es gelte (0.8). Dann ist (o) J1; ~ (B) Jo.{T(¢)}
und laut I. gelten die Gleichungen

BT oo — o) — 0. ¢«
1) P ITEP s =0, ceie,

BLT(9)] . i + 1)
(2.13) TE] [T - (é)+2( 1),Hv(,_j)(i+j—1)‘

'{(%%)MW@T al? (c)} =0, ey, i=4,5..,n

wobei B;, j =0,3,4,....,n die Koeffizienten von (B) sind. Bei Beachtung von
2.1), (22), (2.12), (2.13) gilt

_BTO] n Eed.
(2.14) BIT(E)] pinE] T b fe
Wenn wir in (2.14) & = T_,(r) setzen, erhalten wir

= (T) i = n; te
(2.15) () B T heens Ted

Nach (2.15) schlieBen wir, daB die Gleichung (B) in J,, mit dem Bild (B) {T(¢)} e
€ k,(J ) quasiidentisch ist, so daB gemaB [4-II; 1.5], [4-1I; 2.5a] die Beziehung (1.3)
in Kraft ist. Der Satz 2.1 ist damit bewiesen.
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Bezeichnen wir

If

i-3 i-1 .
(2.16) 9y() = a5+ Siotsseoma) = 2 + 3 (= 1) o, [] — U+ D)
v=1

i (i =)+ - 1)
i=4,5...n.
Dann kénnen wir statt (2.1), (2.2) die Gleichungen
(2.17) 4B[TO)], - BLTEOD [T'(O] = 9oty --r 1) 5
i=3,4,..,n, el
schreiben. Die Funktion 9o, ..., a;) ist gemaB (2.16) ein Polynom der Elemente

%3, Oy, ..., o; Mmit Dimension i, der Ordnung i — 3 und vom ersten Grad.

Bemerkungen 2.2. a) Laut (2.17) und [4-1I; 0.3] schlieBen wir, daB die Funktion
Ias, .. o), i = 3,4, ..., n die kanonische Invariante von (o) der Dimension und
des Gewichtes i ist. Da die Funktion 9,(a, ..., o;) vom ersten Grad ist, wird sie auch
die lineare Invariante genannt.

b) 905, ..,0) =0,j=3,4,...,iwa;=0,j=3,4,..,i, e, i=3,4,..,n

c) Hazs .y ;) =0, j= 3,'4, v i =1, Yoz, .., 0)F O 0a; =0, j=
=3,4,..,i—1,0,%0, (eJ,, i =3,4,...,n.

d)yo; =0, j=3,4,...i—1, 0, £ 0=0; = Ifaz, ..., o).

Die in den Bemerkungen b)—d) angefiihrten Behauptungen ergeben sich aus den
Formeln (2.16).

e) GemiB der Bemerkung b) schlieBen wir, daB alle linearen Invarianten von (o)
genau dann verschwinden, wenn die Gleichung (cx) von der Gestalt

(2.18) 20(E) =0
ist.

f) Die Gleichung (o) ist von der Gestalt (2.18) dann und nur dann, wenn die
Funktionen

(2.19) gt i=12,..,n

ein Hauptsystem (von Losungen) der Gleichung (o) bilden.

g) Gemil der Bemerkungen e), f) schlieBen wir, daB alle linearen Invarianten
von (&) genau dann verschwinden, wenn die Funktionen (2.19) ein Hauptsystem
von (o) bilden.
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Setzen wir der Einfachheit halber
i—1

ﬁ _ Hl iG+1) ’

, =1.
j=i-v j=i—v(t—j)(i+j— 1) j=i
Laut (2.16) kénnen wir
[(i-3)/2] i1 i-1
(2.20) 9oz, .ty = Y, I a2, — T 2552, i=3,4,..,n
v=0 j=i—2v J=i—2v—1
mit o, = 0 schreiben.
Da
N (e ) | A e
j=i-2v—1 2(2v + 1) (i -V — 1) j=i-—2v,
o (= 2v=2)(i = 2v — 1) (i — 2v) ity

(2.21) I [1

jmiti-2 A+ 1) (2 + 1) (i — v — 1) (2 —2v — 3) j=iz2

ist, konnen wir statt (2.20) die Gleichung

[(i=3)/2]1 (i _ 2\1) (i — 2y — l)
2.22) Yoz, ...y o) = Ay | a2, — .
02) s om) = 3 A [t - GO iy |

i—1
mit A;, = [] , A, = 1, schreiben so daB laut (2.21)
Jj=i—=2v
(i —2v=2)(i = 2v — 1)2(1' — 2v)
v+ 1) 2v+ 1) —v—=1)2i —2v-3)

(2.23) Ajyer =

i,v

ist. Die Formeln (2.22), (2.23) sind ohne Beweis in [5: S. 197] (hier ist ein Zeichen-
fehler) und in [2; S. 235] angefiihrt.

3. ALLGEMEINE GLEICHUNGEN

Hilfssatz 3.1. Es seien die Funktionen & = X(x), © = T(x) Elemente der Menge
#(I1y)s s. [4-1; 3,2.7]. Die Beziehung

(3.1) o (@) e~ (B) A TIX (O]}
gilt dann und nur dann, wenn
(32) 88T . BTN [T =
= 9{aa[X(x)], .- [ X} [X' ()], i=3.4,...,n, xel,,,
(3.3) {T.x} = {X,x}, xel,,,
(3.4) T(I) = Joe = oy X(Iy,) = Jye < Uy
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Beweis. Es gelte (3.2)—(3.4). Wenn wir in (3.2) x = X _,(¢) einsetzen, erhalten
wir

(3-5) $:{Bs(TIX - 1(O)]), - BAT[X 1 (D} {T'[X-1(O)]} =
= 9[as(&), ..., 2(8)], i=3,4,...n, Eely

mit {T; ¢} = 0. GemidB des Satzes 2.1 bei Beachtung von (2.17) gilt (3.1). Den
Beweis der hinreichenden Bedingung kann man dem Leser iiberlassen.

Folgerung. Es sei

(3.6) (@) Iz ~ (B) J2{T(x)} -
Die Beziehung A
(3.7) (@) I ~ () J1{X(x)}

gilt dann und nur dann, wenn (3.2) in Kraft ist und die Funktion X(x) die Gleichung
(0.5) befriedigt.

Satz 3.2. Die Beziehung (3.6) gilt dann und nur dann, wenn
(3.8) B[T(x)] [T'(x)]® = A5 — 345, xel,,,
(3.9) S4B [T(X)], -, BT} [T' (X)) = ©(A4,, ..., 4),

i=4,5...,n, xel,
mit

(3.10) 04y, ..., A4) =Y CYI" (4, ..., 4),
r=3

i=4,5...,n, xel,
in Kraft ist, wobei T(x) der Gleichung (0.5) geniigt und (2.11), (1.6) gilt.

Beweis. I. Es gelte (3.6), so daB (0.1) in Kraft ist. GemaB des Hilfssatzes 1.1 gilt
(1.2) mit (0.2), wobei T(x) der Gleichung (0.5) geniigt. Wenn wir i = 3 in (1.2)
einsetzen, erhalten wir laut [4-I; 2,3.4] die Gleichung (3.8). Verwenden wir die im
Hilfssatz 1.3 eingefiihrte Bezeichnung, so ist laut (1.2), (1.9)

(3.11) BIT] [T = 3 W0 o Ay, ) s

v=0

r=3,4,..,i; 4<isn, xel;,
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mit ny = T”(x)/ T'(x). Aus (3.11) folgt bei Beachtung von (1.5)

(3.12) AU T(x)] [T'(x)]) = ;)‘I",-"_’;i"(AZ, o Ay ) M

r=34,..,i; 4

IIA

i<n, xel,.

Es seien C,, r = 3,4, ..., i — 1 die durch die Formeln (2.11) eingefiihrten Konstan-
ten, C; = 1. Multiplizieren wir in (3.12) die erste Gleichung mit C,, die zweite mit C,,
allgemein die (r — 2)-te mit C,, ¥ = 3,4,...,i und dann addieren wir dieselben.
Laut (2.16) erhalten wir

(3.13) 9i{ﬂ3[T(x)]’ e ﬁi[T(x)]} [T’(x)]i =V=Zi09i,i—v(A2, oo A2 ) My
i=4,5..,n, xel,
mit

(3.14) @,.,i_v(AZ,...,A,-_v)=Zsc,‘l";'_';i“’(Az,...,A,_,‘v,‘_r), i=4,5..,n.

Es sei ¢ eine beliebige Zahl und es sei X (x) eine Losung von (0.5), die in einem belie-
bigen Punkt x, € I, die Anfangswerte

(3.15) X(x0) =&o€Jre, X'(x0) =1, X"(xo) =0

erfilllt und die in I,,, < I,, definjert ist.

Setzen wir X(I,,,) = Jys, und es sei ferner die Gleichung (a) in J,,, die Normal-
form des kanonischen Bildes (o) {X(x)} € k,(I,), so daB (a) I;,, ~ (o) Jz{X(x)}.
GemiB des Hilfssatzes 3.1 gelten im Intervall I, die Gleichungen (3.2) und laut
(3.13) st

(16) O nlXWT o d X X = 3 0 A 1

i=4,5..,n, xel,,
mit
X"(x)
3.17 = .
( ) Nx X'(x)

Wenn wir (3.16) und (3.2) vergleichen, erhalten wir
(318) 91{‘83[T(x)]’ ey ﬂl[T(x)]} [T/(x)]i = Zoé)i,i—v(A27 coey Ai—v) ’7vx )
i=4,5..,n; xel,, .
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Wenn wir in (3.18) x = x, einsetzen, erhalten wir unter Beriicksichtigung von (3.17),
(3.15)

(3.19) . 9,.{/33[T(x0)], e B[ T(x0)]} [T'(xo)]" =

=3 0, [Ax(x0)s .. Aim(x0)] 0", i=4,5..,n.

Da ¢ eine beliebige Zahl ist, mufl im Punkte x, €I,
(3.20) O,i-(A2, ... A;_)) =0, v=1,2,..,i; i=45..,n

und (3.9) gelten, wobei wir kurz @, statt @, ; schreiben. Da x, ein beliebiger Punkt
des Intervalles I, ist, gelten die Gleichungen (3.20) und (3.9) fiir alle x € I,,.

II. Es gelte umgekehrt (3.8)—(3.10), wobei T(x) eine Losung von (0.5) ist. Wahlen
wir eine beliebige Losung X(x) von (0.5), so daB (3.3) in Kraft ist und es sei die Glei-
chung (o) im Intervall X(I,,) = J,. die Normalform des kanonischen Bildes
(o) {X(x)} € ky(I4,), so daB (3.7) in Kraft ist. Laut 1. gelten die Beziehungen

(320 aw[XE][XG)] = 45 = 345, {aa[X(X)], - [ X()T} [X ()] =

= 0(4,, ..., 4), xel;,, i=45..,n.

Wenn wir T(I,,) = J,, setzen, so gilt (3.4) und laut (3.21), (3.8), (3.9) gilt (3.2).
GemiB des Hilfssatzes 3.1 gilt (3.1), so daB laut (3.1), (3.7) die Beziehung (3.6) in
Kraft ist. Der Satz 3.2 ist somit bewiesen.

Il

Es seien B, i =2,3,...,n die Hauptkoeffizienten von (b). Setzen wir ferner
@3(A2, A3) = A, — 34;.

Satz 3.3. Die Beziehung

(3.22) (@) L1 ~ (0) Lo {T(x)}

gilt dann und nur dann, wenn

(3.23) OB [T)]. ... BITX)]} [T'(X)] = OfAsr ..o A},

i=3,4,..,n, xel;,,

wobei T(x) eine Losung der Gleichung

(3.24) {T, x} +

3 'x)]? = —— x €
" le[T(x)] [T'()]* = 1 A, Iix

ist.
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Beweis. I. Es gelte (3.22), so daB T(I,,) = I, < I, ist und laut [4-II; (2.14)] mit
i = 2 die Funktion T(x) in I,, der Gleichung (3.24) entspricht. Es sei ferner die
Funktion t = X(t) eine Losung der Gleichung

3
3.25 X, t} = ——B,, tel,,,
629 (Xt = By, rel,

so daB die Funktion X[T(x)] der Gleichung (0.5) geniigt. Es sei (o) resp. (B) die
Normalform des kanonischen Bildes () {X[T(x)]} € k(I,) resp. (B) {X(1)} €
€ ky(I5,)- Setzen wir X(I,,) = J,,. Laut [4-II; 2.20] ist (o) J,, ~ (B) J,. {7}, so daB
gemiB des Satzes 2.1 und der Formel (2.17)

(3.26) Si[oc3('c), R ai(t)] = 9{/&(1), i /)’l(‘c)] , i=3,4,..,n, 1€J,,

in Kraft ist. Da (a) I,, ~ (o) J,{X[T(x)]}, (b) I, ~ (B) Jo.{X(1)} ist, gelten gemiR
des Satzes 3.2 die Gleichungen

(327)  S{us(X[T()]), - el X [T} (X[TE)]) = O Ax()s - AlX)]

xely,, i=3,4,...,n,

(3.28) SB[ X(D]. - BIXOBXO] = O.[B(1), ... B],

tel,,, i=3,4,...,n.

Die Gleichungen (3.28) kénnen wir in der Form

(3.29) S Bs(X[T()]), - BT} X [T} =
= O{B,[T(x)], ... B[TX)]} [T'(x)]", xely,, i=3,4,...n

schreiben. Laut (3.29), (3.26), (3.27) schlieBen wir, daB (3.23) in Kraft ist. 1. Es
gelte umgekehrt (3.23), wobei T/(x) eine Losung von (3.24) ist. Setzen wir T(I,,) = I,
so daB I,, = I, ist. Wihlen wir eine beliebige Losung X(f) von (3.25), so daB die
Funktion X[T(x)] eine Losung von (0.5) ist. Es sei (o) resp. (B) die Normalform des
kanonischen Bildes (@) {X[T(x)]} € k,(I1,) tesp. (B) {X()} € k,(I,,). Setzen wir
X(I,,) = J,,. Nach dem Satz 3.2 gilt (3.27), (3.29), so daB mit Riicksicht auf (3.23)
die Beziehungen (3.26) in Kraft sind. GemdB des Satzes 2.1 gilt (o) J,, ~ (B) Jo {7}
also auch () J,, ~ (B) J,.{t}, so daB laut [4-1I; 2.20] die Beziehung (3.22) in Kraft ist.

Bemerkungen 3.4. a) Laut (3.23) und [4-II; 0.2] schlieBen wir, daB die Funktion
04y, A, ..., A;), i = 3,4,...,n die Hauptinvariante von (a) der Dimension und
des Gewichtes i ist.
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b) Aus (3.10), (1.14) folgt

(3.30) OAy, ..., A) = Y, C,AI™" =342y ¢, "= Ly
r=3 =3 r+1

+ erl?’r’i_r(Az, A3, ey Ar—l) = Ai(AZ’ A3a L] Al) + D,'(AZa L] Ai—l) E
=3

r

mit

(3.31) A{Ay, Asy .., A) = Y CATTY = 3457V Y C, r-1 ,
r=3 r=3 r+1

(3.32) D(A,, As, ..., Aj—y) = _zsc,W',.'""‘"(Az, Ay A,_y).

c) Laut (2.11), (2.16) ist

(333)  AfAy Asy .. A) = Ay, Ayy .y A) — 3A;"'2)_23c, : ; 1 .

d) GemilB der Bemerkung 1.4 ist D,»((), Ay ..oy Aj—() = 0, gemidB der Bemerkun-
gen 3.4b), c) ist ©,0, 43, ..., A;) = 9(4s, Ay, ..., AY).

e) Die Funktion 4,(D;) bezeichnen wir als den linearen (den nichtlinearen) Teil
der Invariante ©;.

f) Laut (3.30) ist
(3.34) OfAzs .. A) = A; + H{Ay, Ay .. A1) s

wobei H{(A,, A3, ..., A;—) das Polynom mit Dimension i der Elemente 4,, 43, ...,
v Aj_q st

h) Nach (3.34), [4-I; (3,2.8)] schlieBen wir, daB
(3.35) @i(AZ’ “aey A‘) = a; + h,-(al, Aoy vney ai—l)

gilt, wobei hjay, a,, ..., a;—;) das Polynom mit Dimension i der Elemente
Ay, gy eoey Ay ISt

Hilfssatz 3.5. Es seien p, q natiirliche Zahlen mit p > q Z 1. Es sei ferner r eine
ganze nichtnegative Zahl. Ist

(3.36) r<p-g4q,
so ist

Eer0T) =)
227) ' r>p-gq,
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S0 ist

(3.38) s:io(—l)s (j) (i’j: Z) ~0.

Der Hilfssatz 3.5 wird mittels Induktion in bezug auf p bewiesen.

Hilfssatz 3.6. Es gelte

i L qi-1 o

(3.39) 3 (—1y =t U+ o, =34
r=2 r+li=r(i=j)@+j—1)

mit

i-1 L
jj+1
m-—us
J=z(l—j)(l +] - 1)

Beweis. Bezeichnen wir

B

r 7‘+1;=r(l_.1)(l+j—1)

Dann ist

i Cm D+ =) (P =2\ i+ —2
(a0) Sl = (=[] == pE <r_2><r+1 >
. 'Wenn wir

s=r—2, g=i—-2, p=q+2, r=3
setzen, so gelten nach (3.37), (3.38), (3.40) die Formeln (3.39).

Satz 3.7. Es gelte

fﬁ‘ jG+1)

pmiv (= )i +j = 1)
Beweis. Mit Riicksicht auf die Formeln (2.11), (2.16), (3.33) geniigt es zu zeigen,

daB

i—-2
(3.41)  AfAy, A5, .., A) = A, + Y (—1) 42,
v=1

(3.42) -3 _i (—1)i—r "= ! 'ﬁ jG+1

rrlim (i —pi+i—-1)

i1 i + 1)
j=2 (i —j)(i +j - 1)
in Kraft ist. Wenn wir die Gleichung (3.39) mit —3(—1)""?" multiplizieren, erhalten

wir nach Umformung (3.42).
Die Giiltigkeit der Formel (3.42) wurde ohne Beweis in [5; S. 197] und in [2;8.35]

vorausgesetzt.

= (— l)i—l
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4. EINIGE EIGENSCHAFTEN REGULARER GLEICHUNGEN
MIT STETIGER DIMENSION

Es sei
(a) y(”)(x) +i§1 <'Z> ai(x) y(n—i)(x) =0, xel,

eine reguldre Gleichung mit stetiger Dimension im Intervall I, und es seien A
i =2,3,..., n die Hauptkoeffizienten von (a). Die Gleichung

3
4.1 t,xy = —A,, xel
@) (b9 =4y, xel,

bezeichnen wir als die die Gleichung () begleitende Gleichung dritter Ordnung

und ihre Losungen sind erste Koordinaten der kanonischen Bilder von (a). Durch
die Transformation

1
4.2) t=j —ds, xoel;
x0 Y
geht (4.1) in eine Gleichung von der Gestalt

3
4.3 "+ —— A,y=0, xel
( ) y n 1 2y 1

iiber, die wir als die die Gleichung (a) begleitende Gleichung zweiter Ordnung
bezeichnen. Wenn wir eine Losung v(x) + 0in I,, = I, von (a) wihlen und

%) = 1)
@4) e =1

setzen, wobei u(x), v(x) unabhidngige Losungen von (4.3) sind, so ist die Funktion
(4.4)in I, eine Losung von (4.1) und das Bild () € 0,(1;,) mit den Koordinaten

(4.5) ‘{;((_i)},c[u(x)]”_lexp(—jxalds>}, 0% ceE,, xgel,

X0

ist kanonisch.

Hilfssatz 4.1. Die Funktionen
(4.6) exp{—J alds} wkEt ) k=1,2,..,n, x,€k
xo0

bilden genau dann ein Hauptsystem von (a), wobei u, v unabhdngige Losungen
von (4.3) sind, wenn alle Hauptinvarianten von (a) in I, identisch verschwinden.
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Beweis. Es sei I; = {a, b). Dabei darf b = oo sein. I. Es verschwinden in I, alle
Hauptinvarianten von (a). Wihlen wir ein beliebiges Integral v(x) von (4.3) und es
sei {x,}, v=1,2,...,s die Folge der Nullstellen von v(x) in I;, wobei x, = a,
Xs4q1 = b ist (bei b = oo kann auch s = oo sein; dann setzen wir nur x, = a).
Bezeichnen wir j, = (x,, X,4+4), v=0,1,...,s und es seien u(x), v(x) unabhingige
Lésungen von (4.3). Die Funktion T(x) = u(x)[v(x) € ps,(j1)> s [4-1; 3.3.2], v =
=0,1,...,s und es sei T(j,) = i,. Es sei ferner () € k,(j,) mit den Koordinaten
(4.5), wobei x, = a. Da (a) j, ~ (o) i,{u(x)[v(x)}, verschwinden gemiB der Voraus-
setzung und des Satzes 3.2 in i, alle Hauptinvarianten von (o). Nach der Bemerkung
2.2g) schlieBen wir, dal3 die Funktionen

(4.7) =+, k=1,2,..,n

Ny

k

ein Hauptsystem von (o) im Intervall i, bilden. Laut (4.5) und [4-I; 3,1.15a), g)] sind
die Funktionen (4.6) unabhéngige Integrale von (a) in jedem Intervall j, und daher

auch in U j,. Da die Funktionen (4.6) von der Klasse C,(I,) sind, bilden sie ein
v=0

Hauptsystem von (a) im ganzen Intervall I,. I Es bilden in I; die Funktionen (4.6)
ein Hauptsystem von (a), wobei u, v unabhéngige Losungen von (4.3) sind. Betrachten
wir die Gleichung

(4‘8) y© + (:) ayy® ™t + (n) ay® ™ + Z <n> Ei(al, az) yr D =0,
i=3 .

2 i
mit
ES(al’ az) = -hs(ab az) s Ei(al’ az) = _hi[‘ln a, /_13(01, az), cees Ei—l(alv az),

i=4,5...,n,

wobei die Funktionen h; durch die Formeln (3.35) bestimmt sind. Laut (3.35) ver-
schwinden alle Hauptinvarianten von (4.8), so daB nach I. die Funktionen (4.6) ein
Hauptsystem von (4.8) bilden. Die Gleichungen (a), (4.8) sind I, quasiidentisch und
daher dquivalent. GemdB des Satzes 3.3 verschwinden in I, alle Hauptinvarianten
von (a).

Bemerkung 4.2. Aus dem Hilfssatz 4.1 ergibt sich die folgende Behauptung: Wenn:
die samtlichen Hauptinvarianten einer halbkanonischen Gleichung (A) y™ +
+ Z(’:) A;y"™P = 0 verschwinden, so ist das allgemeine Integral von (A) eine

i=2
bindre Form des (n — 1)-ten Grades mit konstanten Koeffizienten aus den Elemen-
ten u, v eines Hauptsystems der Gleichung zweiter Ordnung y” + [3(n + 1)/A,]y = 0.

Dieser Satz wird ohne Beweis in [5; S. 204 —205] und in [2; S. 237] angefiihrt.

Hilfssatz 4.3. Die Gleichung (a) ist genau dann in I, iteriert, wenn die Funktionen
(4.6) in I, ein Hauptsystem von (a) bilden.
Der Beweis wird in [3; 8,1] angefiihrt.
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Satz 4.4. Die Gleichung (a) ist genau dann in I, iteriert, wenn in I, alle Haupt-
invarianten von (&) verschwinden.
Folgt aus den Hilfssdtzen 4.1 und 4.3.

Folgerung. Es gelte (3.22). Die Gleichung (b) ist im Intervall I,, iteriert dann und
nur dann, wenn die Gleichung (a) im Intervall I, iteriert ist.

" Bemerkungen 4.5. a) Die Gleichung (a) ist im Intervall I, iteriert dann und nur dann
wenn sie in I, mit einer reguldrer Gleichung mit stetiger Dimension quasiidentisch
ist, die wir in I, durch (n — 1)-fache Iteration der Gleichung

(u) u?y’ + [au®> —(n — Nuu']y =0

erhalten, wobei u eine beliebige Losung von (4 3) ist. Siehe [3; 7,1].
b) Es gelte (3.22) und es sei

. 3
(4.9) £(1) + p— By(t)z(t) =0, tel,

die die Gleichung (b) begleitende Gleichung zweiter Ordnung. Wenn die Gleichung (a)
in I, mit einer reguldren Gleichung mit stetiger Dimension quasiidentisch ist, die wir
durch die (n — 1)-fache Iteration der Gleichung (u) erhalten, so ist die Gleichung (b)
in I,, quasiidentisch mit einer reguldiren Gleichung mit stetiger Dimension, die wir
durch die (n — 1)-fache Iteration der Gleichung

(w) w2z + [byw? —(n — 1) wiw]z =0
erhalten, wobei w(t) eine beliebige Losung von (4.9) ist, und es gilt

(43) I, ~ (49) L {T(x), ¢,|T'(x)| ¥}, O % c,€E,,

@1~ )15 {16 (D) e[ [ (L7010 — a(9) a1

0%c,€eE,.
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Pesrome

IPEOBPA3OBAHUE N 5KBUBAJIEHTHOCTH OJHOPOIAHBIX
JIMHEWHbBIX JTUO®PEPEHIIMAJBHBIX YPABHEHUN MOPSAOKA
BBIIIE BTOPOI'O

3AEHEK I'VCTBI (Zdenék Husty), BpHo

1-As1 YACTh. ITPEOBPA3OBAHUE

CHauasia BbIBEJCHBI CBOWCTBA TMOJMHOMOB C PAa3MEPHOCTBIO @, ¥, @, cM. ab63. 2,
NP NOMOLUM KOTOPBIX onucana (popmysia, KoTopas BHIPAXKAET OTHOLUEHUE MeXIY
npousBoaubiMu GyHkuui u(x) Z(x) u z(t) = Z[T_,(t)], roe x = T- (1) sBasercs
obGpatHoit pyHkiueit x yHkuuu t = T(x), cm. 2,3.1. opmyna (2,3.1) umeeT cyiue-
CTBEHHOE 3HAaYCHHE NPU NpPeoOpa3oBaHUK OHOPOAHBIX JIMHEHHBIX quddepenHumaisb-
HBIX YPaBHEHUlli — Kopode ypaBHeHuit. Ilyctb I, + () sBISETCS MHTEPBAJIOM.
CumsosioM M(I,) 0603HauaeM MHOXECTBO, ONpPEAEIEHHOE CIIEAYIOLIMM 00pa3zom:
T(x), u(x) € C,(I1,), T'(x). u(x) & 0= {T(x), u(x)} € M(I,,). Ilycrs nano ypasue-
Hue :

(2) é:o (Z) a(x) y"B(x) = 0, afageCo(I), k=1,2,...,n

w nycts I, < I,. Bosbmem oamement {T(x), u(x)} € M(I,,). Ecau npumenume
Kk ypashenuro (a) npeobpaszosanue y(x) = u(x) Z(x), t = T(x), noayuum ypagHenue

@ (a0 w0 =0, ren e 0.,

rae X = T_y(1), a(t) = u(T'y 'Yy (;{) @i, 0), i=0,1,..,n, x=T_(1)
k=
n=TT,C=ulu.
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VpaBHeHue (2) Ha3BIBACTCS 00pasom ypaBHeHus (a) B untepsajel , ¢ KOOpAMHATA~
mu T(x), u(x), u BBoauM obosuadenue (a) {T(x), u(x)}. Cumsonom O,(I,,) oGo3na-
YyaeM MHOXKECTBO BceX 00pa3oB ypasHenus (a) B unTepBaste Iy, KOODAMHATHL KOTO-
PBIX ABJIAIOTCA dMeMenTamu MHoxectsa M(I,). Ecnv a,/a, € C,-1(I,), To monyka-
HOHMYecKue 00pa3sbl ypasHeHus (a) B uHTepBasie I, NOJDKHBI MMETH MEPBYIO KO-
opnunaty T(x) co cBoiictBoM T(x) € C, 4 1(I1,). CrimBonom 0,(11,) [Pa(T1:)] {ka(I1x)}
0603HaYaEM MHOXECTBO BCeX 06pa3oB [moiykaHoHMueckux 06pasoB] {kaHoHMYec-
KHX o6pa3oa}, KoTopble mpuHamIexat K O,(I,) ¥ nepBble KOOPIMHATHL KOTOPHIX
sisystotest dynkumsami kiacca C, 4 4(I4,). O6pas (a) {T(x), U(x)} € 0,(I,,) sBasiercs
MOJTyKaHOHWYECKMM TOTJa M TOJbKO TOT/a, ECIIN

(1) U(x) = ¢|T'|* =" exp {— f (al/ao)ds} , 0% ceE;, xeT,,.

M3 (1) crmeayer, 4TO MOJyKAHOHHYECKMH 00pa3 ompenesieH IepBOH KOOPIAMHATOM
u nosromy BeoauM Bmecto (&) {T(x), U(x)} € p,(I1,) Gonee kopoTkoe 0603HAUCHHUE
(a) {T(x)} € p,(I,,), xoTopoe mpenmonaraer, 4ro cnpasemmBo (1). TloaykaHOHH-
seckuii 06pas (A) {x} € p,(I,) Ha3bIBaCTCS fyHOAMEHMARLHbIM, K MOXKHO €r0 3aIu-
CaTh B BUIE

(A) cexp ( - J ;(a Jao) ds) [Ao(x) Z0(x) + éz (’:) Afx) z<"-">(x)] _0, xel,,

Tae

@) Ax) =Y (;) a(®) zin(—arag), i=0,1,...n, xel,.

Pynkmu W; = A;/A,, | = 2,3,..., n Ha3BLIBAKOTCI HYHOAMEHMAAHBIMU KOI P~
Pyuenmamu ypaBHeHus (a).

Hoaykanonuueckuii o6pas (A) {T(x)} € p(Iy,) umeem 6uo’

(A U [A‘o(t) 27(y) +,-‘i <’:) A1) ;rn—il(t)] _0, tely = T(I,),

20e z(t) = Z[T_ (1)), 4(t) = (T’)”‘ii (;{) AP (), i=2,3,...,n,x = T_ 1),

n = T"|T" u cnpasedauso (1), (2). Jlerko nposeputb, 4ro (A) sBisiercs dyHzma-
MEHTaJIbHBIM KaHOHHYECKMM 00pa3oM ypaBHenus (). Ecau a;fag € C,-(I,),i = 1,2,
mo noayxanonuueckuii 06pas (a){T(x)} € p(I1,) neasemes ranonuueckum mozda
u moabko mozoa, ecau nepeas koopourama T(x) yoosiemeopsaem ypasnenuro (Bbipa-
xenue {T, x} = ¥(T"/T') — XT’/T’)* HassiBaercs nmpomssoamoii Msapua)

() {Tx} =DBln+ DA, xely,,
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U MOKCHO €20 3anucams 6 gude
() Y [&o(l) 2() + ) <n> a(1) Z["_i](t):l =0, tely,
i=3\i

20e z(1) = Z[T_,(1)], &o(t) = (T")" ao(x),

@) &) = (T')~ 20112 [(;) / (" - ; + “)] Ay FrRioHQL)

i=3,4...,n,

x = T_(t), n = T"|T' u cnpasedauso (1), (2). Ecnu ypaBHeHue (a) KAHOHMYECKOE,
nMeeM a; = a, = 0= A, = 0 1 moToM BMeCTO (4) HOIy4uM HOpPMYIBE

(5) aft) = (T')"-f:g) nV(- %)(:) (i "V 1>v! a,_,, i=3,4,..n.

II-AS1 YACTb.
DKBUBAJIEHTHOCTh PETYJIIPHBIX VPABHEHUM C PASMEPHOCTLIO

IIycTs kpome (a) JaHO ypaBHEHHE

(b) y <”> b() 2" (t) = 0, bifboeCo(ly), i=1,2..,n
i=0\1

u nyctb Boipaxenus Oy(1,,), 0,(15,), po(I2s), ky(I2e)s By B; UMEIOT TO XKe camoe 3HA-
dCHUE, KAK aHAJIOTHYECKHE BBIPAXEHUs, ONpeeNeHHbIe Juist ypaBHenus (). YpasHe-
Hust (a), (b) SBISIIOTCS KeazuudeHMuueckumy, eCIIA UMEIOT Ty e caMyro (QyHIaMeH-
TaJIbHYIO cUCTeMy pelueHuii, oGosHauenne (a) = (b). Muoxectsa O,(I,,), O(I,,)
ABNSIOTCA K6azuudenmuueckumy, o6osnavenne O0,(1,,) = O0,(I,,), ecnu cymiecTByIOT
ameMentsl (&) € O,(Iy,), (b)€ Oy(I,,) Takue, uto (a) = (b). Vpasuenus (a), (b)
okeusasenmub B wnTepBasax Iy, I,, ecmu OuIy,) = Oy(I,). Eciu O, I,,) =
0,(I,,), To pIs 9KBUBAEHTHOCTH ypaBHeHuii (a), (b) co csoticTBamu a;/ay € C,_ (1),
bi/bye C,_(I,), i = 1,2 BBOIMM 0GO3HAYCHHE

() (@) L1, ~ (b) I {T(x)}
KOTOpO€ TpeArojaraer, 4To CHpaBeiMBbl Cleoyiomuume OTHomenus: [, < I,,
I, < I, T(1 ) = Iy, (b) = (3) {T(x), u(x)},

() = |07 exp { J "L TN T(s) — ar(s)ao(s)] ds} ,

0+cekE,;.

OG6 sxBMBaNEHTHOCTH ypaBHeHuit (a), (b) crpaBeduBrl creAYIONIME TEOPEMBL:
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Teopema 1. Omnuowenue (6) cnpasedauso mozda u moavko mo2od, ecau

[T(x)] = [T'()]° z()grkoc)@" ATCOT, i =34 xel,,,

20e gynkyua t = T(x) ecmo pewenue ypasHenus

% (x) + —— By 12 = ——Uy(x), xel,.
n+1 n+1

Teopema 2. ITycmo ypasnenue (b) xanonuueckoe (310 3Hauumt b; =0, i = 1,2).
Ommnowenue (6) cnpasedauso moz20a u moavbko mozod, ecu

B[76)] = [T L 2 [( )/( S ”)] A, FrHL)

u

i=3,4,...,n, xel;,,
20e gynxyua t = T(x) — pewenue ypasnenusn (3).

Teopema 3. /Tycmb ypasnenus (a), (b) xanonuveckue. Omuoutenue (6) cnpaeedauso

moeda u moavKo mozda, ecau

B[T(x)] = [T’(x)]_ivié:: <— %)VC)) (i : 1) VA, i=34,...n, xel,,,

20e gynxyus t = T(x) ecmo pewenue ypasuenus {T, x} = 0.

1II-bS. YACTb. DKBUBAJIEHTHOCTb PEI'YJISIPHBIX YPABHEHUIN
C HENPEPBIBHOM PA3MEPHOCTBIO

IlycTb HaHbl ypaBHEHUS

n

|
w
>

s
N

I
ol
»
S
v

® () = i BD) & He) = 0, BieCoi(d), i=

w

-

||[\4=

@ y() +

b() 2" t) =0, b;eC,_(I,), i=34...,n

nM,

(b) =) +

<)
(\ X) YO (x), aeCoy(ly), k=34,...n
( >
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Teopema 4. () J ;¢ ~ (B) Jo{T(E)} =

() BLTOILT' (P — a3(6) =0, &€y,
, T & ](] + 1) -
®  ATEIITED -~ w© + S T
BTN [T - 82,0} = 0, 1= 4.5.cn, £y,

rae T(¢) — peuenue ypasrenust {T, ¢} = 0. Ecin Mbl mostokum 95(o3) = o5,

i—1 o s
803y s ) = +Z( Yo, ] i+ 1)

- —— - , i=4,5...n,
i (P = ) (i 4+ = 1)

T0 BMecTO (7), (8) BO3BMOXHO Hanmcath

SABLT(E)], .. BLTEOD [T(O)) = Siotzs ooy, i=3,4,..,n, Eely.
®yukust (a3, ..., o)) HA3BIBAETCA KAHOHUYECKUM UHEApUaHmoMm ypaBHeHus (o)

Pa3sMEpHOCTH U Beca i.

Teopema 5. Omnowenue (6) cnpasedaugo moz0a u moabko moz2oa, ecau
OB, [T(X)], ..., B{T(x)} [T'(x)]' = ©(A4,....., 4,), i=3,4,...n, xel,,,

20e ABl,i = 2,3, ..., n agasomea gynoamenmaibHolmu Kod3Pduyuenmanu ypasre-
nus (), [(b)] u pynrxyusn t = T(x) — pewenuem ypasnenus (7), 20e noaoxnceno B, = B,,
A, = A,. Oyakuus O(A4,, ..., A;) Ha3BIBACTCA HYHOAMEHMAALHOIM UHBAPUAHMOM
ypaBHeHuUs (a) pa3MEpHOCTH M Beca i.

Teopema 6. Ypasuenue (a) umeem 6ce yHoameHmaibHvie UH6APUAHIMbI PACHBIMU
HYAI0 M020a U MOAbKO mo20a, &cau GYHKyuu

exp{—f a, ds} u" kel k=1,2,.
X0

obpasyiom gynoamenmaibHyo cucmemy ypasuenuii (), 20e u, v AGAAIOMCA He3ABUCU~
MUIMU PeUieHUAMY YDAGHEHUA

" 3
©) y' + ——A4,y=0.
n+1 _

B aToM cityuae ypaBHeHue (a) ABISETCS KBA3HMAEHTHIECKMM C yDABHEHHEM, KOTOPOE
BO3RMKIO (n — 1)-kpaTkoif urepauueit ypaBuenust u®y’ + [a,u® — (n — DYuu']l y =
= 0, rae u — Jrroboe pemenue ypaBHeHHs (9).
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