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Чехословацкий математический журнал, т. 16 (91) 1966, Прага 

О РЕШЕНИИ ПЕРВОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ 
ДЛЯ НЕКОТОРОГО ОБОБЩЕНИЯ УРАВНЕНИЯ 
ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ В КЛАССАХ ФУНКЦИЙ 

С ДРОБНОЙ ПРОИЗВОДНОЙ ПО ВРЕМЕНИ 

ЯН КАДЛЕЦ (Jan Kadlec), Прага 

(Поступило в редакцию 2/П 1965г.) 

1. ВВЕДЕНИЕ 

Важную роль при изучении эллиптических дифференциальных уравнений 
играют методы фунционального анализа. В настоящей работе мы используем 
эти методы для уравнений, которые очень близки эллиптическим (см. § 2). 
Класическим примером такого уравнения является уравнение теплопровод
ности. Показывается, что с уравнения|МИ, которые мм будем рассмотривать, 
возможно работать как с эллиптическими, так как билинейная форма, порож
денная уравнением,,,эллиптична'' над некоторыми пространствами, если только 
„эллиптичность" понимается в достаточно широком смысле. 

В работе [7] изучалось для гладких коэффициентов уравнения и гладкой облас
ти параболическое уравнение над пространствами функций, которые обладают 
дробными производными по переменной t. В работах [2], [3], [8], [9] изу
чаются уравнения, поведение которых близко поведению уравнения теплопро
водности. Возникает вопрос, можно-ли решить такие уравнения при более 
слабых предположениях на область и коэффициенты и регулярность правой 
части уравнения. Для этого изучаются в § 3 подробно свойства специальных 
пространств функций, в которых мы будем искать решение уравнения. В § 4 
доказывается, что рассматриваемые дифференциальные операторы однозначно 
отображают пространства решений на пространства правых частей. 

В § 5 для таких уравнений решается первая краевая задача. 

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И ОБОЗНАЧЕНИЯ 

2.1 Обозначения. Пусть £„ — вещественное и-мерное Евклидово простран
ство, Q — ограниченная область в £„. Точки пространства Е„ обозначим х = 
= (xj, ...,х„). Пусть, далее. Е„+^ = Е„ х Е^ — (п + 1)-мерное пространство 
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точек (х, t), где х е £„. Переменная t — время. Пусть J е £i является открытым 
интервалом/ = {а, Ь), — со ^ а < b -^ +оо. Обозначим Q = Q х 1. Границу Q 
и Q обозначим Q' я Q\ 

Пусть i = (г*!,..., i„), где i^ неотрицательные целые числа и |ij = î  + ... + i„, 

D* = 
dx\' ...дx^„'^ 

Пусть /с ^ 0, / ^ 0 целые числа и пусть а*-̂ (х, f), Ь'̂ "°'̂ (х, t) — ограниченные 
измеримые функции на Q. При этом функции а'-^ определены для Щ ^ /с, 
Ij| ^ /си функции Ы^""^ для 

о<. + „<2,н-1, os<.s(/ + ^)(i-W), os / î s ( /+^){ i - l | ) , 

где а, j5 целые числа (множество таких чисел а, ß обозначим коротко симво
лом Q{UJ,1)). 

Обозначим 

A{u,v) = jî fe a'W'uD^vdQ 
ijl^fejQ 

И ̂ (ô) — множество бесконечно дифференцируемых функций на ß с компакт
ным носителем в Q. 

Пусть существует постоянная v > О такая, что для всех ср е ^(ß) имеет 
место 

RtÄ{cp,cp)^v Y \Щ1т)^ 
\i\uk 

где Re обозначает действительную часть комплексного числа. Далее обозначим 

К^^ )̂ - Z i f b'^'^f^D' — D^ ^ dß , 
\i\â1c Q{iJ,l)jQ ^t" dt^ 
\J\uk 

D{u,v) = Ä{u,v) + B{u,v) + f ~^~,àQ . 

Пусть для всех cp e ^ (ß) имеет место Re В{(р, ср) ^ 0. 

Пусть / — обобщенная функция на ß. Скажем, что Du = /, если для всех 
(р е ^(ß) имеет место D(w, ср) = Дф). 
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Символом D обозначаем дифференциальный оператор 

dt" ^ ' dt Ml s t \i\Éka(i,J,l) 
\J\uk \J\Sk 

21+1 

где Au = Yu J)\— l)'* '̂ a'W^u является эллиптической частью оператора D. 
\i\,\J\âk 

Первая краевая задача для оператора D заключается в нахождении функции и, 
для которой Du = / и в некотором смысле (см. § 4) имеют место условия 

/ X Su . . S^~^U . . ^ 
w(̂ ^ ч = — ( ^ ' О = ••• = ^ ^ ( '̂ 0 = 0 

для всех л: е ß' , tel, где v — вектор внешней нормали к ß*, и 

и(х, а) = — (х, а) == ... = — (х, а) = О, 
dt dt^ 

и(х, b) = — (х, b) = ... = (х, b) = О 
dt dt^~^ 

д л я X Е Q. 

Точно говоря, функция и находится в пространстве ^Щ^'^'\^ х )̂» которое 
мы ниже определим. 

2.2 Определение. Пусть ос — целое число. Обозначим а' = а + ^. Обозначим, 
далее, для Q == Q х (—со, аэ) 

H = ^ ( f W ^ ^ j r ф, t) е'"'dt\'dx dtjj, 

M = ( I- I^V|l.(a) + кГ)*> 

1 f̂  . 
5 ф, rj) =—\ ф, t) e'"'' dt. 

2л; j _ ^ 

Символом ^Р 2̂̂ '̂ '̂ 'Ч^ "̂  ( ~ ^ ' ^ ) ) (кратце ^W^^'^'^) обозначим замыкание 
^(Q) в норме [| J|. 

Очевидно, что °pf̂ '̂̂ '> _ полное пространство Гильберта. Функция и е 
^оцг(к,г) обладает всеми обобщенными по х порядка к, интегрируемыми 
с квадратом, и /-тыми производными по t, тоже интегрируемыми с квадратом. 
Итак функция и имеет на всех гиперплоскостях t = const следы всех производ-
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ных по t до порядка / - 1. Следы находятся в пространстве L2(ß). Через M 
обозначим замыкание всех ср е Qj{Q х ( - оо, со)), для которых d'^cp/ôf (х, а) = 
= av/^f (х, Ь) = О для а = О, 1,..-. ^ - 1 в норме ||. ||. 

^W^^'^'\Q X (а, Ь)) - пространство всех ueL2{Q х (а, Ь)), для которых су
ществует продолжение Pue М. Ъ этом пространстве введем норму 

[|u|ir> = inf|iP«|U 
где нижняя грань берется по всем продолжениям функции и. 

Пусть и е ̂ PFf'^'\ (р е 9{Q), Q == Q х (а, Ь). Обозначим 

и 
|ы|1?'̂ ) = sup \(щ срУ1\ . 

||<р1|А<«'^^1,Фе^(о) 

Далее обозначим pPff'^'>(ß х (а, Ь)) пространство всех w G «fff-'''(ß X (a, Ь)) 
для которых |м|^"'*' < + 0 0 . 

в пространство JWJ''-''\Q х (а, b)) введем норму juK-''^ = ( Y, |^'"|ь2(е) + 

В § 3 покажем, что pW^^'^'\Q х (а, Ь)) полное пространство. 
^SW^^'^'XQ X (а, Ь)) обозначим подпространство pFfj^'^'^ß X (а, Ь)) тех 1/,для 

которых существует продолжение Pue^W^^'^'^ такое, что Ри{х, t) = О для 
f < а. 

2.3 Замечание. ^Ж2̂ '̂ ''̂  ~ замыкание ЩП х (-оо, оо)) в норме 

â  \L(Q) 

2.4 Теорема. Д>;стб P -- отображает линейно и непрерывно Wz^K^i) ^ Щ^К^г) 
и W^^'^^XE^) в W^^^^\E^), Пусть отображение Тудовлетворяет для почти всех 
X е Q условию 

Ти(х, t) = Ри(х, t) , 

где Ри(х, t) понимается в смысле х = const. Пусть, далее, Т отображает 
непрерывно и линейно ^ЦгО^^^^'^) ^ 0рЫл,/+1) ^ o^ik,i) ^ ^цг^,1)^ Тогда отображ:е' 
ние Тотображает линейно и непрерывно l̂̂ f'̂ '̂  в ̂ W^'^'\ 
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Доказательство. Из теории интерполяций (см. [6]) вытекает, что Р отбра-
жает W2^'\EI) в W2^'\EJ) непрерывно. Итак 

\Ти\' й С{\и\^ + \u\l^Q,), 
где Q = ß X (—00, оо). 

С другой стороны для |г| ^ ^ 

\D'Tu\l^^Q^ ^ \Ти\^^,.,г, g С\и\^^,и,г, й C\\uf , 
и 

\и\'й \\и\\\ \u\l^Q^U \\и\\К 
Из этого уже вытекает, что 

\Tuf й С\\и\\ . 

2.5 Теорема. Пусть и е ^W^^'^'\Q Х (О, оо)). Определим функцию Ки соотно
шениями 

Ки{х, t) = и{х, t) для ^ > О, 
г 

Ки{х, t) = YJ ^ßU{x, — ßt) для t < О , 

где г > lu числа Aß удовлетворяют условиям 

для а = О, 1, ..., /. Тогда Ки е р̂у̂ '̂"'̂ '̂  и существует постоянная С > О так, что 

ЦиЦ^^'-'^ й \\Ки\\ ^ C | | t / | | l f ' « ^ > . 

Доказательство. Отображение К для фиксированного х обозначим R 
Отображение и -^ w/(0, оо) -> Ru, которое функции и eL2(—оо, оо) ставит 
в соответствие функцию Ru е L2(—оо, оо), обозначим Р и Г определим соотно
шением Ти{х, t) = Ри(х, t). Отображения Р и Тудовлетворяют условиям теоре
мы 2.4, итак II Ti/II ^ СЦ̂ Ц- Но Tu одинаково для всех функций, которые на 
Q X (о, оо) совпадают и Tu = К(и1(0, оо)); итак 

||î w|| й СЦи^^'^'К 

Очевидно, что ||w||̂ '̂°°̂  S \\Ки\\, так как Ки — продолжение функции и. 

2.6 Определение. Отображение К из теоремы 2.5 будем называть каноничес
ким продолжением функции и. Каноническим продолжением функции и е 
G ^W^^'^'\Q X (— 00, 0)) будем называть функцию Ки, для которой 

(Ки) (х, - О = К{и{х, -1)) . 

2.7 Замечание. Если будет ясно, какие а и Ь, то иногда будем писать место 
IIиЦ "̂*'̂ п̂росто ||w||p и под. 
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3. СВОЙСТВА ОСНОВНЫХ КЛАССОВ ФУНКЦИЙ 

3.1 Теорема. Пусть и е lW^'^'^(Q х ( - oo, 0)). Пусть Pu - продолжение функ
ции и. Pue ^W^'^'^, Тогда Pue pW^^'^'\Q x (О, oo)) и существует положительная 
постоянная С > О такая, что 

Доказательство. Пусть (р е S>(ü х (О, ос)). Тогда K(pe2i(fi х (—оо, оо)) 
и Хф/(_„_о,е®(0 X (-00,0)). Но 

Теперь 
|<Рм, Kcpy^^l й С\\Ри\\ \\Кср\\ , 

|<«,Х<р>°_|^С1|ы1|<.--°>1МГ-°^ 
||i^<p||l,--«>^l|K<p|l^clHl<°-> 

Итак 
\<Ри,<рУ^\ й С{\\Ри\\ + l|«l|^-"'°>)|l<p||îf'-> 

И теорема доказана. 

3.2 Лемма. Пусть ср е 9(Q х ( - оо, оо)) w ô''(pldf(x, 0) = О для О й ос й I - ^^ 
Тогда функция ф, определенная соотношением il/(x, t) = l\ ср(х, t)lt^ для t =t= О 
обладает непрерывным продолж:ением на Q х (—оо, oo)w xj/ е Qj(ß x (— оо, оо)). 

Доказательство. Лемму хватит доказывать только для / = 1. В этом 
случае очевидно, что i/̂ (x. О) = dcpjdt (х, 0). Обозначим 

/Гх, t) = —^(х, 0^'"'"^ для т = 0, 1,2,... 

Тогда имеют место соотношения: 

1) /Дх, t) -> О для t -> О равномерно по х, 

2) (didt)fjx, t) = r(a-^ V/ar+^) (x, t), 
которые легко доказать по индукции. 

Теперь равномерно по х 

lim ^ (х, t) = lim ^^^^^ = lim Г^(т + 1)"^ ^ (х, t) = 

= ( ^ + l ) - l f (;с,0). 
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Итак существует д"'\1/1дГ{х, 0). ТаК ^^к DV удовлетворяет предположениям 
теоремы и 0'ф{х, t) = (В'ф, ф дл>1 ^ Ф О, то существует тоже (^'7^0 ^ V(^, 0) 
и лемма доказана. 

3.3 Лемма. Обозначим для h > О 

Л(0 = 1 - min {h max {О, 1 + h In |ф) . 

l i m \ftt\ Ж2(У2) = Ö , 
Тогда 

|/k.(« = (|/|L(b.) + j JH |5/Wi' d, 
гд^ 

Доказательство. Обозначим /^(^i. ^2) = ЛСл/-^! + ^z)- Легко показать, 
что F;,->0 в пространстве W^^\E2}- ПО теореме вложения (см. [1], [10]) 
F ,̂(xl, 0) -> О в пространстве W^^\E^)- Но F^(xi, 0) = /^{х^) и лемма доказана. 

3.4 Теорема. ^{Q х (О, оо)) плотно в пространстве lW^^'^'\Q х (О, оо)). 

Доказательство. Определим 

'̂« r̂î '̂<'*"' 
где функция /;, из леммы 3.3. Пусть g е ^(— оо, оо) и 0̂ (0 = 1 Для — 1 ^ f ^ 1. 
Обозначим G (̂f) = G (t) Ff,{t).Для функции Gf, имеет в окрестности нуля место 
равенство Gf^{t) = t^lll и легко доказать, что Gi^^ -^ О в пространстве W2^\Ei). 

Пусть теперь и e^W^^'^'\Q х (О, оо)). Существует приближение ср, (р е 
е 0)(р, X (—00, 00)) такое, что d'^ip\df{x, 0) = О для О ^ а ^ / — 1. Обозначим 
\\f(x, i) = l\ ф(х, i)lt\ Тогда xj/ е 9{Q х (-оо, оо)). Обозначим ç)̂ (x, t) = 
= {t^lll — Gh{t)) ф{х, t). Функция cpfj равна нулю в окрестности плоскости t = О 
и W^h ~ 1̂1 "̂  Ö для h -^ 0. 

Итак ||<Р/1 — ф||я '̂°°̂  -> О для /г -^ 0. Если приближить (ph усреднением по t, 
получим приближение функции и функцией, которая находится в простран
стве ^{Q X (О, оо)). 

Из теоремы 3.4 вытекает непосредственно 

3.5 Теорема. ^{Q х (а, Ь)) плотно в пространстве ^W2''^'K^ х (а, Ь)). 

З.бЗамечание. Пусть функциям G pPF2̂ '̂̂ '̂ (ß х (а, Ь))ифункция|; G ^FP2̂ '''̂ '̂ (ß х 
X (а, Ь)). Пусть ф„ G ^(Ü X (а, b)) и ф„ стремится к функции v в пространстве 
^Ж^'^'^(^ X (а, Ь)). Тогда существует предель lim <w, (р„>а который обозначим 
<W,Î ;>« . 
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3.7 Теорема и е pW2^'^ \и х (О, оо)). Тогда существует полоэрсителъная посто
янная С такая, что 

Доказательство. Пусть Ки ~ каноническое продолжение функции и. 
Имеют место следующие неравенства: 

||ы||^,^ \\Ки\\ йС\\и\\^. 

Определим функцию Su следующим соотношением 

Su{x, t) = - g~M-— i sgn ri^Ku{x, f])\ . 

Для всех t < 0 определим u(x, t) = 0. Итак 

mu{x, rj) = si<x, )̂ + Y ^ ^u (x, - 1 ) . 
ß=:l ß \ ßj 

и 
d^Su i 

g (x, ц) = ( - i # sgn f]^Ku{x, rj) 
df 2% 

для a = 0, 1, ..., /. 
Из свойств чисел Xß вытекает, что 

Г dt 

для а = О, 1, ..., /. 
Определим функцию Tu так, чтобы 

Tw(x, t) = Su{x, t) для t > О 
и 

Tw(x, t) = О для Г < О . 

Отображение м -> м/ß х (О, оо) -> Xw--̂  Tw непрерывно и линейно отобра
жает пространство ^W^^'^^^\Q Х Е^) В пространство ^PFJ '̂̂ ^^X^ ^ ^i)- Не
прерывно отображает тоже пространство ^W^^'^\ü х Е^) в пространство 
op ĵfe,0^^ X £i), так как следы всех производных по t до порядка / нулевые. 
Итак отображение, которое функции и ставит в соответствие функцию Tu, 
отображает линейно и непрерывно пространство F̂FJ'̂ '̂ ^ в пространство ̂ W2^'^'\ 
Из этого вытекает, что ||TW|| ^ СЦыЦ̂ .̂ 

Обозначим Wi = Tu, W2 = Su — Tu, Mu = w, где 
z + i / Л 

v{x, t) = Wi(x, 0 " Z ^ßß^^^i P ' - - • 
/î=l \ ßJ 



Очевидно, что 

Теперь 

lMu\\j, й \\Ми\\ й С\\Ки\\ g C||ti||^^. 

<w, Ми}^ = (х, i) — Г С-̂ ' О -

-:?>.«-)'t('-ä d ß d r = <w, Wi>^ -

l>''-'*'^'JIP'''"t{''-^)-<"-
После замены переменных 5 = — /̂jÖ получаем 

+ 

Итак 

= <iCw, 5ii>!!^ = \Ки\^ . 

IXMP ^ |t/|p ||MM|L ^ с|к||р Ik̂ lU 

l^lli ^ ||î wP g c||t/||p ||ii||^ + Z l^'^^ILcßxEo < с w p \u\ 

и теоерема доказана. 

3.8 Лемма. Пусть функции u,ve^^f^'''^(Q х (0,1)), ц) — действительная 
функция, (р Е ̂ ( 0 , I), а ^ I, ß ^ 1. Тогда для любого % > О существует С(х) > О 
такая, что 

< 

При этом постоянная С(х) не зависит от функций и, v. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть а + ^ = 0. Тогда утверждение леммы очевидно. 
Пусть утверждение леммы имеет место для а\ ß' такие, что а' + ß' < а + ß. 
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Пусть (на пример) а Ф 0. Существует действительная функция ф е ^(О, 1) 
такая, что il/{t) = 1 для всех t таких, что (p(t) Ф 0. Тогда 

— (О — axât = \ — тф — dx dt = 
of" 

— ^ —-^ dx dt + Z(u, v) , 
0 df dt" ^ ^' 

где в член Z(w, v) входят интегралы указанного вида, в которых а' и ß' такие, 
что а' + ß' < ос + ß, ж которые по предположению можно оценить. 

Далее 

dx d̂ l ^ С i I . |?/|«+^ \%(рРи\ \^фРу\ dx df] 
00 

|̂ |a + /î ^ х|/7|^'^' + С(х) 

где Pu и РУ продолжения функций и я v. 

Итак 

/ ^ x C f P t i l ЦРг;!! + C{K)\PUI^\PV\^^, 

Теперь возьмем шхжнюю грань правой части по всем продолжениям Pu и Pv 
и получим утверждение теоремы, если только к достаточно малое. 

3.9 Теорема. Пусть функция uepW^^'^'\Q х (а, Ь)). Тогда существует посто
янная С > О такая, что 

||Н|Г^^с||ы|<-ь). • . 

Доказательство. В случае, когда тах(|а| , |Ь|) = оо, сводится доказа
тельство к доказательству теоремы 3,7. Псуть теперь — о о < а < Ь < + о о 
и на пример (а, Ъ) = (0,1). Пусть (pi{i), ^^(г) — бесконечно дифференцируемые 
действительные функции и (p^{t) + (p2{i) = 1 для всех teE^, (p^{t) = О для 
t ^ I, (̂ 2(0 = Ö для t ^ | . Для простоты положим w(x, t) = о для1ф (о, 1). 

Очевидно, что \\и\\^к'^^ й \\u(pifR'^^ + ЦмсргЦк'̂ •̂ - По теореме 3.7 

Далее 

sup 
l ! f | | R < - « ' « i ) ^ i 

{ucpi, г;>1<„ = sup «« , qy^vyi^ + Z{u, v)) , 
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где Z(w, v) состоит из членов вида 

где ОС й h У S h ß ^ I, ОС + ß + У = 21 + 1, 

Итак 
|Z(u, . ) |^(x | |m<f ' i>+C(x)HJ|H|r^ 

И 

| | . | | K C - - . ^ ) ^ I 

Далее 

и 

Итак получаем 
||ii^,l|^--'^> ^ С(х) |1п||<?'̂ > + x\\u\\i^^'^ 

и 

Аналогично получаем 

\\ucp2\\i^''^ й С{х) \\UYP'^'^ + Cx||ii||^^'^>. 

Итак для Сх < I получаем 

Н|Г>^с1|«1|<°'^). 

3.10 Теорема. Пространство pW^^'^'\Q х (а, Ь)) является пространством 
Банаха, 

Доказательство. Пусть [|w„ — ŵ Ĥi?'̂ -̂> О для m-> оо, п-^ со. Итак 
11̂« "~ ^ШЦА'̂ '̂  -> О И существует предел и в пространстве ^W^^'^'\Q Х (а, Ь)). 
Для всех (р е ^(iQ х (а, Ь)) имеет место |<м„, (р>̂ | ^ С||(р||2 ,̂где С = sup |м„|р < оо. 

п 

Итак W е ppfj'̂ '̂  \ ß X (а, Ь)) и очевидно последовательность и„ стремится 
к функции и в пространстве pW^^'^'\Q х (а, Ь)). 

3.11 Лемма. Пусть функция ие ^W^^'^'^ и пусть и(х, t) = О для t < 0. Тогда 
существует последовательность (р„ е 2J{Q Х (О, оо)), (р„(х, )̂ = О для t <0 
такая, что (р„ стремится к функции и в пространстве ^W2^'^'\ 
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Доказательство. Обозначим и^(х, t) = и{х, t — Я). Тогда lim ŵ  = w в про-

странстве ^^2^^ '̂̂ ^ Итак существуетЯ такое,что ||м — и^Ц < Ijln. Пусть ф — бес
конечно дифференцируемая функция такая, что il/{t) = О для t < \Х и ^{î) = 1 
для t > X. Теперь существуют функции х^ е ^{Q х Е^) такие, что Хт -^ ^я Для 
т-> со. Итак фхт "^ 'А я̂ = ^л- Теперь существует то такое, что |w^ - ФХтЛ < 
< Ißn. Обозначим фХто = Я>п' Тогда ||<р„ - w|| < 1/я и теорема доказана. 

3.12 Лемма. Пусть функция и е ^W^'^'^ и пусть и(х, t) = О для t < 0. Пусть 
Ки — каноническое продолж;ение функции и. Обозначим Pu = 2и — Ки на 
Q X (—00, оо). Тогда существуют постоянные С^ > О и С2 > О такие, что 

см й \\Ри\\ й с4и\\. 
Доказательство. Второе неравенство очевидно. Теперь 

\\и\\ = ЦРи + Ки\\ й Ц\Ри\\ + Ц\Ки\\ й ЦРи\\ + С||м||̂ '̂-> й С\\Ри\\ , 

так как Pu — продолжение функции и и лемма доказана. 

3.13 Теорема. ^W^^'^'^ = pW^^'^'\Q х EJ и существует постоянная Q > О 
и С2 > О так, что 

С,\\и\\ й Нр-"-"' й С4и\\ . 

Доказательство: Теорема вытекает из неравенства 

|<t/,(p>-^| ^C||ul| \\(р\\, 

3.14 Лемма. Пусть функция и е ^W^^'^'^ и пусть и{х, Г) = О для t < 0. Тогда 

С\\и\ S ||м||1,̂ '°°̂  ^ С2\\и\\ . 

Доказательство. Второе из неравенств вытекает из определения. Из 
леммы 3.11 вытекает, что первое неравенство достаточно доказать для ие 
е 9{Q X (О, оо)). 

Из теоремы 3.13 и леммы 3.12 следует, что 

sup |<t/,(p>ï^l ^C||Mt/[|, 
Ikll^i 

где 
21+1 

Mu{x, t) = u(x, t) + Y, Ядм(х, -ßt) , 
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где 

1 + Y ^ß{-ßT = О для а = ОД, ..., / , 
ß=i 

21+1 

l-J]^ß{-ßy = ^ ДЛЯ а - / + 1, . . . , 2 / . 

Далее 

J Q J — оо 

гдег;б°Ж^'^'\ M S С\\и\\ и 

|Ммр ^ С rj^^^' sgn ri\^Mu{x, f/)|̂  d?̂  dx = C|<w, ü>5̂ j , 

[ 21+1 Д / ^ \ 

gi/(x, fy) + X! - i 5w X, - -̂  + 
ß=X ß \ ßj 

21+1 21+1 ll+l / \ - | 

y=i y,ß = i ß \ ß/J 

Для a = о, 1, ..., / — 1 имеет место 

df 
(х, 0) = С f|°'(5i;(x, J]) df̂  = О . 

Итак V е ^^f'^'Х^ х (ö. оо)) и 

Из этого уже вытекает, что 

иР < Си 1(0,сю) 

3.15 Лемма. Пусть функция uEpW2''^'\Q х (а, Ь)) w пусть и(х, t) = О для 
а < t < а + г. Определим и(х, i) = О для t ^ а. Тогда и е pW^^'^'\Q х ( - оо, Ь)) 
и существует постоянная С = С(г) > О такая, что 

С(е) |1м||1,-"'^> ^ 11"!|р''^^ 11^11^""''^ 

Доказательство. Второе неравенство очевидно. Обозначим ф{^) действи
тельную бесконечно дифференцируемую функцию такую, что \l/{t) = О для 
t < а + ^8, il/{t) = 1 для t > а + 8. Имеют место соотношения 

1.г-^^> = sup |<w, (pyt^l = sup |<w, il/(pyt^\ 
\\<p\\Ri-^'b)^l 

||H|r^âC(e)||<p|l<,--b^^C(8). 
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Итак 
|ii|<,--'^>^ sup |<ii, ф> |̂ ^ C(e) Iwl̂ '̂ '̂ ). 

lkl|R<"'*')^C(£) 

Из этого уже вытекает утверждение леммы. 

3.16 Определение. Для функции UG^s^i^'^'^i^ ^ (о, Ь)) обозначим Ц̂ Ц̂Г'̂^ = = \нг\ 
3.17. Теорема. Пусть функция ue%W2^'^'\Q ^ (̂ f, Ь)). Обозначим Pu продол-

лсение функции и такое, что Ри{х, t) = ^ для t < а. Тогда функция Pu е 
е ppf̂ '̂̂ ''*(ß X (— 00, Ъ)) и существуют постоянные С^ > О и С2 > О такие, что 

Доказательство непосредственно вытекает из леммы 3.14 и 3.15 при 
помощи разложения единицы. 

3.18 Теорема. Пространство ^^г^'^'К^ х (^^ Ь)) является полным простран
ством Банаха. 

Доказательство. Пусть lim \\и„ — м̂Ц̂х""'̂^ = Ö. Обозначим Р продолже-

ние из теоремы 3.17. Тогда lim \\Ри„ — Pw |̂|p~'̂ '̂ ^ = О и существует предель v. 
ш,и-*оо 

Очевидно, что Î;(X, t) = О для t < а. Итак функция и = Wßx(a,b) ̂  s^i^'^ Х^ ^ 
X (а, Ь)). 

3.19 Замечание. Теорема 3.11 утверждает, что ^(Q х (О, со)) плотно в про
странстве ^FFf'^'^ß X (О, со)). 

3.20 Лемма. Пусть функции u,v е lWi^'^\Q X (а, Ь)). Пусть Xi > О, %2 > О 
и пусть с(х, t) — ограниченная измеримая функция на Q х {а, Ь). Пусть 

\i\ й К \j\ è К 

2/v fey V V\ fe. 
Тогда существуют постоянные C(xi) > О, C(%2) > О такие, что 

h} а df dt' < 

l i l a* lilgfc 
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Доказательство. Очевидно, что 

< С D' df L2(ßx(a,b)) 
D^ 

L2(ßx(a,b)) 

Из условий вытекает, что а -й I я ß ^ l. Если докажем, что для и е ^(Q х 
X (а, Ь)) имеет место неравенство 

df |L2(ßx (а,Ь)) И1=^ 

то в силу плотности будет лемма доказана. 
Пусть (а, Ь) = (о, оо). К другим случаям можно перейти при помощи разложе

ния единицы и сдвига. Пусть Ки — каноническое продолжение функции и. 
Далее положим Ки(х, t) = О для х ф Q. Очевидно, что 

D' 
df 

< С 
L2(ßx(0,oo)) 

D' 
ô^'Ku 

dtP LiiEn+i) 

где Jfu обозначает преобразование Фурье функции Ки по всем п + 1 перемен
ным и (^1,..., (̂„ — переменные сопряженные к х^,..., х„ и переменная rj сопря
женная к t. 

При помопди известного неравенства 

AB S Р~'Л^ + q-^B'^ 

где А > О, Б > О, 1/р + 1 / ^ = 1, можно показать, что для каждого XQ > О 
существует С(хо) > О такая, что 

СЦГ'... \Ц""И''' й С(хо)(1 + \Ц'' + ... + Щ'') + ХоЫ''^' . 
Итак 

DJ — 
df 

< 
L2(ßx(0,oo)) 

й С(хо) I \0Щ^,^Е„.,у + Схо\\Ки\\ й С{хо) Z lß'MU.(ßx(o,oc)) + Cxol|w|<ö-=°' . 
\i\âk \i\^k 

Теперь достаточно положить XQ = х/с и лемма доказана. 

3.21 Замечание. Из леммы 3.20 следует, что при предположениях этой леммы 
имеет место, что D'(d°'uldf) е £2(0 х (а, Ь)), 
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4. РЕШЕНИЕ ПЕРВОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ 
С НУЛЕВЫМИ КРАЕВЫМИ УСЛОВИЯМИ 

4.1 Обозначения. В далнейшем будем предпологать, что область Q такая, что 
для всех функций и е pW^'^'^'^Q х (— оо, 0)) имеет место 

В этом случае будем писать Qe^.^) 

4.2 Теорема. Пусть we ^FFf'^'\ß х (а, Ь)). Пусть Re <w, м>^ ^ 0. Тогда су
ществует полоэрсителъная постоянная ja, которая зависит только от постоян
ной эллиптичности эллиптической части оператора и от постоянной, ограничи
вающей а^^ и Ъ^^^^, так, что 

sup \D{u,v)\'^ii\\uft'^. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Имеет место, что 

Re D(W, и) = Re <м, w>̂  + Re А(и, и) + Re В(и, и) . 

Но Re <м, w>̂  ^ О и Re В{и, и) ^ О, итак 

^ I |i)^'^|i.(r.x(a,b)) ^ Re i)(t/, и) й Щщ и)\ . 
\i\uk 

С другой стороны 

<1/, v}^ = D(U, V) — В(и, v) — A(ii, v) . 
По теореме 3.9 и лемме 3.20 имеет место (к2 = 1) 

|wl?'̂ > ̂  sup |i)(i/,.)| + с,(х) (Е iD^^iij^ + 44R'"'' 
\\v\\Râl \i\^k 

Итак 

lufp'^^ S sup |D(M, Î;)| + Ci.(x) |Z)(w, i/)]* + C2>t;||w||̂ '̂̂ ,̂ 
WvllRâi 

С другой стороны 

\D{u,u)\ S \\uf^ (a,b) Du (a,b) 
R 

й HA'K" + Сз(е) sup \D{u, v)\) 

йМ^-" sup \D{u,v)\u 
l l- 'IlHâl 

)̂ Можно показать, что *P =э 5)l̂ ''̂ ^̂ . (Смотри [4]). 
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Наконец получаем для С2С^(х) s = к 

j|w|̂ «'̂ > й СДх) sup \D(u, v)\ + х{С2 + 1) ЦиК''^. 

Если теперь предположим, что % достаточно малое, получаем утверждение 
теоремы, так как ||w||/?'̂ ^ = ll'̂ ŝ"'̂ -̂

4.3 Теорема. Пусть иеЩ. Пусть D(u, v) = О для фиксированной функции 
V е ^W^^'^'\Q X (О, оо)) и для всех функций и е SW^^'^'\Q Х (О, оо)). Тогда v = О, 

Доказательство. Имеет место соотношение 

<w, vyo = -Ä{U, V) - В{и, v) . 

Для (p G ^[Q X (0, oo)) и Î; e ^^W^^'^'\Q X (O, OO)) имеет место 

<?;, (рУ^ = A{(p, v) + B{(p, v). 

Из этого вытекает, что v е pW^^'^'^ {Q x (0, oo)) и предельным переходом 
(p -> V получаем 

<i;, v}^ = Ä{v, v) + B{v, v). 

Ho Re {v, Î;>^ ^ 0 и Re B{v, v) ^ 0, откуда Re Ä{v, t;) = О и г; = 0. 

4.4 Определение. Сопряженное пространство к пространству ^W2^'^'\Q Х 
X {а, Ь)) обозначим g^W^~^'~^'\Q х (а, Ь)). Скажем, что Du = f, где / е 
e^W^-^'-^'\Q X (а, Ь)) и м е ^Pff'^'\ß x (а, b)), если для всех rG^PFf'^'^ß х 

(а, Ь)) имеет место D(w, t;) = /(t;) = f(v). X 

4.5 Теорема. Отобраэ^сение D взаимно однозначно и непрерывно omoôpajfcaem 
пространство SW^^'^'\Q Х (О, оо)) на пространство RW^~^'~^'\Q Х (О, оо)). 

Доказательство. Пространство ^W^^'^'\Q х (О, оо)) рефлексивно. Далее 
имеет место соотношение 

\Du\= sup \D{u,v)\^ ii\\u\\^s^''^\ 

Итак отображение D является открытым отображением. Итак DQW^^'^'\Q Х 
X (О, оо))) является полным подпространством RW^~^'~^'\Q Х (О, оо)). Пусть 
ve^W^^'^'\Q X (О, оо)) и Du(v) = О для всех w eJPff ' ' ' \0 х (О, оо)). Тогда по 
теореме 4.3 г; = 0. Из этого вытекает, что D{sW^^'^'\Q х (О, оо))) = 
= R^2~^'^^ \0 X (О, 00)) и теорема доказана. 
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4.6 Теорема. Пусть ue^pW^'^'^{Q х (—оо, Ь)). Тогда существует продолэ*се-
ние функции и, которое обозначим Pu, такое, что Pue^W2^'^'^{Q х (—оо, оо)) 
и Pu на Q X (Ь, оо) удовлетворяет уравнению 

DPu = ( -1)* J'Pu + {-iy~ f^ = 0 

где A^t(S')l(8xl). 
a = l 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Mw — продолжение функции и. Тогда Mue 
epW^^'^'\Q X (Ь, оо)). По теореме 4.5 существует функция NuesW^^'^'\Q х 
X (Ь, оо) такая, что DNu = DMu на О х (р. оо). Для t < О продолжим функцию 

Nu нулем и получим, что Nu е ^W^^*^'^ и iVw е pW^^'^'\Q х (Ь, оо)). Если обозна
чим Pu = Ми — Nu то Pu удовлеворяет условиям теоремы. 

4.7 Теорема. Пусть wepPff ' ^ ' \ß х ( - о о , Ь)). Тогда для velW^^'^'\Q х 
X (—00, Ь)) имеет место 

<u,v}'_^ = {Pu,vy'^^ + и Х d'WTuD'v dÜ dt, 
b \i\ = \J\=k 

где Pu — продолэкение функции и из теоремы 4.6 и d^^ — действительные 
коэффициенты оператора (— 1)̂  Л^, d^^ = d^\ 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для всех ср е S){Q х ( —оо, Ь)) имеет место 

= {Ри,М(рУ'^^ + \ \ Y d'^D'HtDmcp d ß df, 

JßJb 
где Мер - продолжение ср. Утверждение теоремы получим предельным пере
ходом Мер -^ V. 4.8 Теорема. Пусть u,ve^pW^^'^'\Q х ( - о о , fo)). Тогда 

/»00 

Y,d'W'PuD{ 
ij b 

<w,ü>i^ Ч- <z;,i//_«, = 2 Re __ Pv dQ dt, 
ß» 

где Pu и Pv — продолжения из теоремы 4.6. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Имеет место, что (^Pu^Pv^^^ = — {Pv, Ри}"^^. Теперь 
из теоремы 4.7 вытекает утверждение теоремы 4.8. 

4.9 Теорема. Пусть v е ^Pf;^ '̂̂ ''̂ (ß х (а, Ь)) w пусть для всех функций и е 
е SW^^'^'\Q X (fl, Ь)) имеет место D(u, v) = 0. Тогда v = 0. 
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Доказательство. Аналогично как в доказательстве теоремы 4.3 

<!;, СУ1 = 1(фГ^ + B{(p,v) 

для всех (р е ^{Q х (а, Ъ)). Из этого вытекает, что v е ^W^'^'^{Q х (ßf, Ь)). 
Предельным переходом ср -^ и получаем 

<ü, w>J = 4 ^ , Î;) + В(и, v) . 

Но с другой стороны из предположений теоремы вытекает, что 

<w, v}l = ~Ä{u, v) - В{и, v) . 

Теперь из теоремы 4.8 вытекает, что 

Ö = Re Г I ^ d^WTuDJPv dQ dt, 
jQjb 

где Pu ж Pv ~ продолжения функций и я v жз теоремы 4.6. Если положим 
w(x, t) = (p{t) v(x, t), где (p — бесконечно дифференцируемая функция такая, 
что (p{t) = О для t < а + е, (p{t) = 1 для t > b - s, (где е < |(Ь - а)), то 
и е "^SW^^'XQ X (а, Ь)) и Pw := Pi;. Итак 

{* С^ ~ 
О = Re У d^'DTvD'Pv dQ dt 

/» /»00 

JßJb 

И Pt; = О на ß X (Ь, оо). 
Если сделаем замену переменных s = ~t, получаем, что функция t;*(x, 5) = 

= v(x, —t) удовлетворяет на ß х (—Ь, — а) сопряженному уравнению с нуле
вой правой частью и У* е lW^^'^'\Q х (—Ь, —а)). По теореме 4.2 получаем, что 
Î;* = О и, следовательно, v = 0. 

4.10 Теорема. Оператор О omoöpaoicaem взаимно однозначно и взаимно не
прерывно пространство ^W^^'^'^iß х (а,ЬУ) на пространство RW^~^'~^ \и х 
X (а, ЬУ). 

Доказательство аналогично доказательству теоремы 4.5. 

4.11 Теорема. Пусть F — непрерывный линейный функционал над простран
ством ^W^^'^'^Q X (а, ЬУ). Тогда существует одна и только одна функция 
V G ^Pff'^'\ß X {а, b)) такая, что F(u) = D(u, v) для всех и е ^Pff'^'\ß х (а, Ь)). 

Доказательство. Обозначим D""̂ * сопряженное отображение к отобра
жению D~\ обратному к отображению D. Тогда F(u) = D~"̂ *(p) (Dw). Про
странство ^W^^'^'^(Q X (а, b)) рефлексивно; поэтому существует отображение К 
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пространства сопряженного к пространству 2̂ FF̂ ~̂ '~̂ '̂ (ß х (а, Ь)) в простран
ство pW^^'^'\Q X (а, Ь)) такое,что для всякого непрерывного линейного функ
ционала G над пространством pW^'~^'~^'\Q х (а, Ь)) имеет место G(/) = f{KG) 
для Bcex/e^H^i"^'~^'X^ х (а, Ь)). Обозначим и = X(D-^*(F)). Тогда 

F(w) = D-I*(F)(DM) = DM(K(D-I*(F))) = Du{v) = D{u, v) 

для всех и E %Wi^'''\Q x (a, b)). 

5. РЕШЕНИЕ ПЕРВОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ 

5.1 Определение. Скажем, что и е W^^'^'\Q х (а, Ь)) если существует продол
жение Pu функции и так, что Pu е l̂̂ 2 '̂''̂ '̂ (E„+i). 

Обозначим 

|w|p = sup |<w, ф>̂ 1 . 
Il<P11 R<«''̂ > ^ 1 »(peS'Cß X {а,Ъ)) 

Скажем, что и G pW^'^"^{Q x (a, Ь)), если 

Ц«!!̂ "'"̂  = [ ( 1 « Г Т + I lö'«|i(«.(«,b))]'< <« 

5.2 Определение. Пусть MQ e pPff'^'>(ß x (a, Ь)) и / e |^Ж^"^'"^'Х^ x (а, Ь)). 
Функция W е рЖ2̂ '̂̂  Х^ ^ (^' ^)) решает задачу Di/ = / н а ß х (а, Ь) с краевыми 
условиями 

с) ~~ и с) ~ и 

и{х, t) = Uo{x, г), ..., ^ - j ^ (x, о - - ^ - ^ (х, о 

для X 6 о', ^ е (а, Ь), где v — вектор внешней нормали к Q\ начальными усло
виями 

w(x, а) = UQ(X, а),...,— (х, а) = — - (х, а) 

и концевыми условиями 

и{х, Ь) = Uo{x, Ь),..., -—-^ (х, Ь) = /̂  (х, Ь) , 
ог /- дг 

если для всех ср е 9{Q х (а, Ь)) имеет место D(w, ф) = f{(p) и и - UQE 
e^PFf'^'>(ßx(a,b)). 
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5.3 Теорема. Для всякого / e ^ P f ] ^' ^'\Q х (а, Ь)) и UQE pW^^''^'\Q х (а, Ь)) 
существует одно и только одно решение и задачи 5.2. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно решить задачу ùu^ = f — DUQ, U^ G 
^s^i^'^'K^ X (a, b)) и положить и = UQ + u^. Однозначность очевидна. 

5.4 Замечание. Существует постоянная С такая, что для репхения и имеет 
место оценка 

ILJ|(«.b) ^ W l ^1 , Il . Ua,b)\ 

5.5 Теорема. Пусть и е pW^^'^'\Q х (-сх),0)) w î zjcmb Pw е Pf2 '̂''̂ 'Xß х 
X (—00, 00)) — любое продолж^ение функции и. Тогда Pue pW2^'^ \и х (О, оо)). 

Д о к а з а т е л ь с т в о аналогично доказательству теоремы 3.1. 

5.6 Теорема. Функция г/е pFFJ^'^'^ß х (—оо,0)) тогда и только тогда, если 
существует продоллсение Pu Е W^̂ '̂  Ч^ х (—оо, со)) для которого на Q х (О, оо) 
имеет место DPu = О, где D — оператар нашего типа. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для (р е 2{Q х (О, оо)) имеет место 

<Pw, ф>^ = -А{Ри, (р) - В{Ри, (р) . 

Итак PuEpW^^'^'\Q X (О, оо)) и и е pW^^'^'\Q х ( -оо ,0) ) . Обратное утвержде
ние очевидно. 

5.7 Теорема. Для м G p^2^'^'4ß х (—оо, 0)) норма ||w||p~°°'̂ ^ эквивалентна 
норме \\Ри\\, где PUE ^Ж]^'^^ — такое продолжение функции и, для которого на 
Q X (О, оо) имеет место DPu = О, где D — фиксированный оператор нашего 
типа. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно доказать, что отображение и -^ Pu непре
рывно. Тогда оно будет взаимно однозначным линейным отображением пол
ного пространства на полное пространство, и, следовательно, обратное ему 
отображение будет непрерывным. 

Пусть Ки — каноническое продолжение функции и. Тогда 

\Ри\ = \Ри - Ки + Ки\ й \Ри - Ки\ + \Ки\ S 

При этом мы пользовались тем, что Pu — Ки = О на ß х (— оо, 0), замечанием 
3.2, 5.4 и теоремами 2.5 и 3.9. 
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5.8 Замечание. В доказательствах теорем отделов 4 и 5 нам продолжение 
функции решением уравнения заменяет условие (дЫ)1{д1^)\^=а = 0. 

5.9 Замечание. При помощи теоремы 4.11 мы можем определить решение 
нашей краевой задачи для более широкого класса правых частей за счет того, 
что значение {ô^u)l{dt^) (х, а) определяется не только функцией UQ, НО И правой 
частью уравнения. 
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Summary 

SOLUTION OF THE FIRST BOUNDARY VALUE PROBLEM 
FOR A GENERALIZATION OF THE HEAT EQUATION IN CLASSES 

OF FUNCTIONS POSSESSING A FRACTIONAL DERIVATIVE 
WITH RESPECT TO THE TIME-VARIABLE 

Jan Kadlec, Praha 

In this paper, we deal with the differential equation of the form 
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where 

\i\AJ\uk 

^ dt^^ ^ df 

(the sum being extended over a, ß satisfying 0 < a + j 5 < 2 / + l , O ^ a ^ 

й 0 + i ) ( l - \Щ. OSßu{l + ^){l- \m) and (v > 0) 

J ß x ( a , b ) Ul^fc 

iBcp .(pdQdt^O 
J ßx(a,b) 

for any infinitely differentiable function cp with compact support in Q x {a, b). 
Here â -̂ , Ь*-̂ ^̂  are bounded measurable functions. The domain Q satisfies the Lipschitz 
condition. 

We seek a solution of this equation satisfying 

on Q' X (a, b) and 

for t = a, X e O, 

for t = b, X G Q. 

du д^-^и ^ 
M = — = . . . = — - — = О 

dv dv ^ 

du д^и 
^~ dt~ '"" dt' ~ 

du д^ ^u 
w = — = . . . = —-— = 0 

dt dt^-^ 

The right-hand side / of the equations is a continuous linear functional on the 
space > f ' ^ + ^ ) ( ß X {a, b)), the solution being in 'S4^^'^^\Q X (a, b)).The spacer 
under consideration are certain spaces of functions having the derivatives of ordes 
/ + i in the direction of t. 
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