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LOSUNGEN DES DIRICHLETSCHEN PROBLEMS
FUR ELLIPTISCHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN
IN RAUMEN MIT BELEGUNGSFUNKTIONEN

ALoO1s KUFNER, Praha

(Eingegangen am 1. Mérz 1965)

Mit Hilfe einiger Eigenschaften der Sobolevschen Raume mit spezieller
Belegungsfunktion wird hier die Existenz und Eindeutigkeit der schwachen
Losung des Dirichletschen Problems in diesen Rdumen bewiesen.

EINLEITUNG

Die Theorie der Sobolevschen Rdume W;,")(Q) hiangt eng mit den Losungen par-
tieller Differentialgleichungen zusammen, und ganz &hnlich kann man dies auch von
den Sobolevschen Riumen mit Belegungsfunktionen W)(Q) sagen. Die Anregung
zum Studium der Rdume mit Gewichtsfunktionen gaben Probleme, die bei der Lo-
sung ausgearteter oder singulérer elliptischer Differentialgleichungen entstanden; die
Gewichtsfunktion ist dabei durch die Ausartung bzw. Singularitdt der Gleichung
bestimmt. In dieser Richtung erschien eine Reihe von Arbeiten — es sei hier z.B.
der Artikel von I. A. KipruANov [1] erwihnt.

Der umgekehrte Zutritt, wann es sich um eine normale — d.h. nichtausgeartete
und nichtsinguldre — elliptische Differentialgleichung handelt und wann man die L&-
sungen in Rdumen mit einer vornherein gewdhlten Belegungsfunktion sucht, ist sel-
tener; man findet ihn bei M. I. ViSik [7], J. NE¢as [5] und H. MoreL [4].

Die Rdume W%"L(Q) erweitern im gewissen Sinn die Menge der Lésungen elliptischer
Differentialgleichungen: im Fall « > 0 kénnen Losungen des Dirichletschen Problems
mit speziellen Randbedingungen existieren, die dem Sobolevschen Raum W{(Q)
nicht angehdren, aber die schon in W,(Q) liegen.

Diese Arbeit kniipft sich an die erwihnte Arbeit von J. Neéas an, in der als Ge-
wichtsfunktion die Potenz der Entfernung von der Grenze des Gebietes Q beniitzt
wird. Hier wollen wir zeigen, dass man die entsprechenden Ergebnisse aus [5] —
d.h. die Aussagen iiber die Existenz und Unizitdt der schwachen Losungen des Di-
richletschen Problems in den Rdumen W¢)(Q) — auch auf den Fall iibertragen kann,
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wenn als Gewichtsfunktion die Potenz der Entfernung von einem festen Punkte auf
der Grenze des Gebietes Q auftritt. Dabei werden wir einige Eigenschaften der Rdume
W () mit dieser Belegungsfunktion beniitzen, die in der Arbeit des Verfassers [3]
abgeleitet wurden. Da die hier angewandten Methoden den Betrachtungen in [5]
sehr dhnlich sind, werden wir die Beweise meistens nur kurz andeuten.

Die Ergebnisse dieser Arbeit sind (ohne Beweise) im zweiten Teil der vorldufigen
Mitteilung [2] zusammengefasst.

1. BEZEICHNUNGEN, DEFINITIONEN UND HILFSSATZE

Es sei X = [xy, X,, ..., xy] ein beliebiger Punkt des N-dimensionalen Euklidschen
Raumes Ey, N = 2. Weiter sei Q ein beschrinktes Gebiet in Ey mit der Grenze S, P
ein fester Punkt auf S und

(1.1) n(X) = |x - P|

die Entfernung des Punktes X von P.

Wir werden sagen, dass ein beschrinktes Gebiet 2 vom Typ £ ist (und schreiben
dann Q € ), wenn man die Grenze S lokal mit Hilfe stetiger Funktionen beschrei-
ben kann und wenn das Gebiet Q im Punkte P € S die Kegeleigenschaft von aussen hat
(eine prazisere Definition siche in [3]).

Es sei i = (iy, iz, ..., iy) ein Vektor mit ganzzahligen nichtnegativen Komponen-
ten. Wir bezeichnen mit [z| die Summe der Komponenten i; und mit D’ die partielle
Ableitung
(1.2) po__

0x1'0x5 ... 0xy
Weiter sei « eine reelle Zahl und k eine ganze nichtnegative Zahl. Dann bezeichnen
wir mit W$,(Q) den Raum aller komplexwertigen, fast iiberall auf Q definierten Funk-
tionen u, deren partielle Ableitungen D'u der Ordnung |l| < k (im Sinne der Distri-
butionen) mit der Gewichtsfunktion *(X) quadratisch integrierbar sind:

J [Du> (X)) dX < o0 (0 < i| £ k).
]

Fiir « = 0 schreiben wir W$(Q), fiir k = 0 schreiben wir L, ,(Q).
Die Riume W$(Q) sind Hilbert-Rdume mit dem Skalarprodukt

(1.3) (u, V)i = ‘2 D'uD% r(X) dX .
|

i|=0 Jo

Mit W$(Q) bezeichnen wir die Abschliessung der Menge () aller in Ey unend-
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lich differenzierbaren Funktionen, die einen kompakten Triager in Q haben, in der
Norm

“"“W: Q) T / (1, Wy -
Wir bezeichnen weiter

. 1/2
(14 e om = | 2, [ [P P ax]
il=k Jo
Es gilt der folgende Satz:

Satz 1.1. Es sei Q € 89, a eine beliebige reelle Zahl, k und s nichtnegative ganze
Zahlen, s £ k. Dann ist

(1.5) w Q) = W‘z"ui’ZS(Q)

und es existiert eine solche positive Zahl c, dass fiir alle Funktionen u € W%"L(Q) die
Ungleichung

(1.6) [t]# -2k = €[ullt i)

gilt. Der Ausdruck (1.4) ist eine Norm in W3 Q), die mit der Norm ||u[ls, oo
dquivalent ist.

Dieser Satz ist ein Spezialfall des Satzes 3.3 in [3] fiir p = 2.

Fundamentale Bedeutung fiir den Beweis der Existenz und Eindeutigkeit schwacher
Losungen elliptischer Differentialgleichungen hat der Satz von Lax und Milgram
(vel. z.B. L. NIRENBERG [6]). Wir wollen hier eine Verallgemeinerung dieses Satzes
anfiihren, die von J. Negas (siehe [5]) bewiesen wurde:

Satz 1.2. Es seien H, und H, zwei Hilbert-Rdume und es sei B(v, u) eine sesqui-
lineare Form, die auf H, x H, definiert ist und folgende Bedingungen erfiillt:

(L.7) |B(v, )| < exllo]m, Julu, :

(1.8) sup }B(v u | 2 ¢, |u|a, ;
IIV”Hl

(1.9) sup |B (v, u)l c:.,"vn,,1
|I“I|Hz<1

(¢4, €2 und c; sind positive Konstanten). Es sei weiter F ein Funktional auf dem
Raume H;.

Dann existiert genau ein Element u € H, und eine solche positive Konstante c,
dass fir alleve H,
B(v, u) = F(v)
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ist und dass die Ungleichung

lulas = €|Fla
gilt.

Die Bedingung (1.7) bedeutet die Stetigkeit der Form B(v, u); die Bedingungen
(1.8) und (1.9) nennen wir die H,- bzw. H,-Elliptizitdt der Form B(v, u).

Wenn wir das Element u € H, fixieren, ist der Ausdruck B(u, u) ein lineares Funk-
tional auf H, und nach dem Satz von Riesz existiert also genau ein Element Z(u) € H,
so, dass B(v, u) = (v, Z(u)), ist (auf der rechten Seite steht das Skalarprodukt in
H,). Damit ist eine Abbildung Z des Raumes H, in H, gegeben. Es gilt nun (siche

[s])

Satz 1.3. Die Behauptungen des Satzes 1.2 gelten auch dann, wenn wir die Be-
dingung (1.9) durch die folgende Bedingung ersetzen: Die Menge Z(H,) ist dicht
in Hy.

Wir werden im weiteren noch folgende einfache Eigenschaft der Belegungsfunktion

r(X) anwenden:

Hilfssatz 1. Es sei ¢ = (qy. 45, ..., qy) ein Vektor mit ganzzahligen nichtnega-
tiven Komponenten, |q| > 1, und B eine reelle Zahl. Dann existiert eine solche posi-
tive Konstante c, 45, dass die Ungleichung

(1.10) qurﬂl < l[}l cq’ﬂrﬂ—lql

gilt. Wenn die Menge der Zahlen i beschréinkt ist, IBI = M, ist auch ¢, 5 <
< c,(eq = ¢i(M)) und es gilt
(1.11) [DUP| < || e 1o

Den Beweis iiberlassen wir dem Leser.

2. EINIGE EIGENSCHAFTEN DES DIFFERENTIALOPERATORS

Es sei Qe &9, k eine natiirliche Zahl, i und j Vektoren mit ganzzahligen nicht-
negativen Komponenten, 0 < |1| <k 0Z I/I < k. Weiter seien a;; beschrinkte
messbare, fast tiberall auf Q definierte Funktionen.

Wir werden den Differentialoperator

(2.1) A = (—1)!"" D¥(a;;DY)

untersuchen; es wird hier und auch im weiteren die iibliche Summationskonvention
beniitzt — in (2.1) wird also iiber alle Vektoren i, j summiert, fiir die 0 < lll <k
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und 0 < |J| < k ist. A ist also ein Differentialoperator der Ordnung 2k. Dem Opera-
tor A ist die sesquilineare Form

(2.2) B(v, u) = J a;{X) D'vDu dX

zugeordnet.

Wir werden voraussetzen, dass der Operator A elliptisch ist, d.h. dass fiir alle
Funktionen ¢ € 9(Q) die Ungleichung

(2.3) [8(e, 9)] = el ir.m)

gilt; ¢ ist die Konstante der Elliptizitdt des Operatoren A.

Es sei « eine reelle Zahl, ¢(X) eine Funktion aus 2{) und r(X) die Funktion aus
(1.1). Wir setzen ¥ = ¢r%; dann ist

(2.4) B(y, ¢) = B(or®, ) = B(or*/?, or'?) + I(«)
mit
(25) I(o) = f a,(X) [D(¢r*) D'g — Di(@r*?) D(@r'?)] dX ;
o]
in (2.5) ist sinnvoll |i| + |j| = 1 vorauszusetzen, denn fiir |i| = |j| = 0 verschwindet

die Funktion im Integral identisch. Da nun
(2.6) D(¢r’) = Do) . r* + c,,D"(¢) D"(r")

ist (es wird uiber alle Vektoren m, n summiert, fiir die m + n = i und ln] > 1 ist;
Cmn sind gewisse bekannte Konstanten), ist das Integral (o) eine Summe von Aus-
driicken des Typus

(27) Jy = bim f a,(X) D"(9) D(r*) D) dX

mitm + n =i, |n| = 1, und des Typus
(28) I = o j a(X) D"(g) D'(?) D'(p) D) dX
Q

mit m+n=i s+1t=j n| + lt| =1 (m,n,s, ti,j sind hier feste Vektoren,
bijmn und d,,,, bekannte Konstanten).

Es sei nun M eine beliebige (geniigend grosse) positive Zahl; wir setzen voraus,
dass Ial < M ist, und wollen jetzt die Ausdriicke J, und J, abschétzen. Da diese
Ausdriicke Ableitungen der Funktion 7* oder r*/2 enthalten und [oc| < M ist, werden

stmn
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wir die Ungleichung (1.11) anwenden und haben dann mit M;; = sup ess |a;(X)|
XeQ
N L L O
Q
= Bijmnlalj‘ |Dm(p| rﬂ/l“lnl IDJ(pl ra/Z dx .
Q

Mit Hilfe der Holderschen Ungleichung bekommen wir sogleich

(29 1] = [#] Bijma D" |l1, 3101 - [ D70 1., -
Da |j| < kist, gilt ||quo”L2 < [[(p“W2 - Aus der Ungleichung (1.6) des Satzes 1.1
folgt fiir |g] < k [D*™"¢|y, , .., 01“9"“% A = €1 @fw, 00 Da m+n =i
und lll <k, |n| = 1 ist, gilt also

1D 0||L, 0 21i = l[Di—n¢|IL2,q_2in| < e ollw, o0
und aus (2.9) folgt
(2.10) 171] = [o] Bljmal 0[152 o0 -

Ganz édhnlich schitzen wir auch den Ausdruck J, im Fall |n| + |t| = 1 ab und be-
kommen dann

(211) IJZI = |(X| stmnll(p”Wz FOM

im Fall Inl =1, Itl 2= 1 enthilt der Ausdruck J, zweimal die Ableitung der Funk-

tion r*2, wir miissen also auch zweimal die Ungleichung ( 1.11) anwenden und haben
endlich
(2-12) l-Izl <ol stmn”(puwz L)

Da I(a) eine Summe der Ausdriicke J; und J, ist, folgt aus (2.10), (2.11) und (2.12)
die Abschitzung

(213) @) = (ezfe] + es2?) ol um -
Der Operator A ist elliptisch und (2.3) ergibt also

k
(2.19) [B(@r2, or*?)| = c|@r/?|f,m = ¢ Y, f |Di(@r ) dX .
lii=o J o
Nach Anwendung der Formel (2.6) ist dann (s + t = m + n = i)
(2.15) J |D(@r*/?)|? dX gf |Dio|? r*dX —
2 2
~2e, | J D] 12 | D] |D'r2] dX —
2

- lcstcnlnlj |DS(P| |D!ral2l 'Dm(Pl |D"r“/2| dX N
Q
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die beiden letzten Integrale kénnen wir dhnlich wie die Ausdriicke J, und J, dyrch
(calo| + ¢sa®) | @||3, > abschitzen und aus (2.15) folgt dann

[ 1o ax 2 (1~ ol = ) ol

Diese Ungleichung gibt zusammen mit (2.14) das Resultat
(2.16) ]B((pr"‘/z, ¢r“/2)| = (c — cc6|a| = cc,0?) | @|f, oo -

Aus (2.4), (2.13), und (2.16) und aus der offensichtlichen Ungleichung lellw, w0 =
Z [ o, .o folgt

[B(v: @)| z [Blor*2, or2)| = [1(@)] = (¢ = esla] = co®) [0, . -

Ganz édhnlich kann man zeigen, dass

”"b”WZ a0 = ”‘/’”m o = |lor* ”Wz Lo S(1+ 010I°‘|

W2 ~al
ist. Fiir 9 € 2(2), ¥ = or*e 2(Q) und |a| < M ist also
B . _ _ 2
(2.17) 1B @) 5 e = colol = con 7 el .o
”'p"ﬁ'z,_,(") \/(1 + clola| + ¢ )

und es gilt der folgende Satz.

Satz 2.1. Es sei Q€ 8, A ein elliptischer Operator der Ordnung 2k und B(v, u)
die entsprechende sesquilineare Form. Dann existiert ein offenes Intervall I, welches
den Punkt Null enthdlt, und eine positive, auf I definierte Funktion ¢(«); man kann
weiter jeder Funktion @€ 9(Q) eine Funktion ye€ P(Q) zuordnen, fir die
Ixll#,. ooy = 1 ist, und es gilt

(2.18) |B(Xs 4’)| z (o) "‘P"ﬁ'z,a(k)m)
fiir alle a € 1.

Beweis. Es sei ¢ € 2(Q); wir setzen = ¢r* und y = ‘p/"‘/’”m o - Offensicht-
lich ist auch y € 2(Q). Aus (2.17) folgt

B(x. 0)| = IB(*/% | = c(a) ll Ol o0

"'/’“Wz —al
mit
o(a) = c — cs'al — coa?

J + cyolt| + 140 2y

Die Funktion f(a) = ¢ — cgla| — coa® hat zwei symmetrische Nullpunkte a* und
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—a* (a* > 0); weiter ist |o| < M. Wenn wir also o, = min («*, M) und I =
= (—o, o) wihlen, ist ¢(a) > O fiir « € I und der Satz ist bewiesen.

Satz 2.2. Unter den Voraussetzungen des Satzes 2.1 existiert ein offenes Intervall
I, welches den Punkt Null enthdlt, und eine positive, auf I definierte Funktion o(a);
man kann weiter jeder Funktion ¢ € 9(Q) eine Funktion y € 9(Q) zuordnen, fiir
die ”f(“ﬁ,l‘a(k,(m = 1 ist, und es gilt

(2.19) IB{‘P’ ;()| 2 ¢(o) [ @l oo
fitr alleael.

Der Beweis dieses Satzes ist eine Analogie des Beweises des Satzes 2.1: wir
miissten fiir ¢ € 2(Q) = @r~* wihlen und dann die Form B( ¢, i) abschtzen.

Wenn die Form B(v, u) die Bedingung B(v, u) = B(u, v) erfilllt, ist — wie man leicht
zeigen kann — I =].

Da die Funktionen a;; durch die Konstanten M ;; beschrinkt sind, bekommen wir
mit Hilfe der Holderschen Ungleichung und mit Hllfe des Satzes 1.1:

(2.20) |B(v, u)'

IIA

i [ [Pl (30 (D2 00y ax <

< ciollw,, oo - [ullw, oo <

< oo, oo - [l oo -
Wenn wir die Bezeichnung
(2.21) Wi (Q), H, = W(Q)

einfithren, ist laut (2.20) die Form B(v, u) stetigauf H, x H,, d.h. es ist die Bedingung
(1.7) des Satzes 1.2 erfiillt, und zwar fiir allen reellen Werte des Parameters a. Fiir ge-
wisse spezielle Werte o sind auch die beiden weiteren Bedingungen des Satzes 1.2
erfillt:

Satz 2.3. Es sei B(v, u) die Form (2 2), I und I die Intervalle aus den Sdtzen 2.1
und 2.2. Dann ist die Form B(v, u) WiR(Q)-elliptisch fir acl und Wy*) (Q)-elliptisch
fir ael.

Beweis. Wir werden die Bezeichnungen (2.21) beniitzen. Nach dem Satz 2.1
existiert zu jeder Funktion ¢ € 9(Q) eine in H; = W,* (Q) normierte Funktion
1 € 2(Q) so, dass

Bt @)| 2 (=) |l
ist (mit ¢(x) > O fiir a € I). Da |||y, = 1ist, gilt offensichtlich

sup B(v, @)| = |B(x, )| = o) || [u,

uvnufl
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fiir alle ¢ € 2(Q). Da die Menge 2(Q) in H, dicht ist, gilt die letzte Ungleichung
auch fiir ¢ € H, und die Form B(v, u) ist also H,-elliptisch, d.h. W *)(Q)-elliptisch.
Ganz dhnlich folgt die W, (Q)-Elliptizitit aus dem Satz 2.2 und der Satz 2.3 ist
damit bewiesen.

3. DAS DIRICHLETSCHE PROBLEM

Den Raum aller Funktionalen auf dem Hilbert-Raum W;*)(Q) werden wir
W5 9(Q) bezeichnen. Fiir Fe Wi *)(Q) und ve W(Q) definieren wir F folgender-

weise: F(v) = F(B): wir werden auch die formale Schreibweise F(v) = (v, F) beniitzen.

Satz 3.1. Es sei Q€ 8, o eine reelle Zahl, k eine natiirliche Zahl, i ein Vektor
mit ganzzahligen nichtnegativen Komponenten, |1| < k, g;€L, (Q). Weiter sei

(3.1) G = (-1 Dy,

(im Sinne der Distributionen). Dann ist G ein Funktional auf Wi¥ (Q), d.h.
Ge W;,0(Q), und es gilt

(3.2) 11w w2y = € ZlgillLs oy -
Beweis. Fiir ve 9(Q) ist
G(v) = (v, G) = .[ Di(v) g, dX ={ D(v) r™** ga¥*dX ;
Q Q

unter Anwendung der Holderschen Ungleichung und des Satzes 1.1 haben wir

(v, G)| = Lo @ - [9i]Ls iy £

< [lollw,, - ~Z"gi”Lz,a(m < clolli,, oo - Z”gi"Lz,amr
1 1

Daraus folgt durch |G|y, (0@ = sup  |(v, G)| die Ungleichung (3.2) und
”v”ﬁ'z,_a(k)él

der Satz ist bewiesen.

Bemerkung. Der Satz 3.1 gilt auch dann, wenn wir g;€ L, , . 5. i)(€2) voraus-
setzen; auf der rechten Seite der Ungleichung (3.2) steht dann natiirlich der Aus-

druCk Cz[[g “Lz et 2(k=1i ()"

Es sei nun A ein elliptischer Differentialoperator der Ordnung 2k aus (2.1) und
B(v, u) die entsprechende Form (2.2). Weiter sei F ein Funktional auf W;* (Q), d.h.
Fe W,¥€Q), und u, eine Funktion aus W;*(Q).
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Wir sagen, dass die Funktion u € W;)() das Dirichletsche Problem

Au =F auf Q
mit Randbedingungen, die durch die Funktion u, bestimmt sind, im schwachen Sinne
16st, wenn
a) fiir alle Funktionen v € 9(Q) die Gleichung
B(v, u) = F(v)
gilt und
b) u — uy € WiA(Q) ist.

Satz 3.2. Es sei Q€ 8, A ein elliptischer Differentialoperator der Ordnung 2k
und I und I die Intervalle aus den Siitzen 2 1 und 2.2. Weiter sei acInl, uge
WE(Q) und Fe Wi P(Q).

Dann hat das Dirichletsche Problem genau eine Losung u € Wi(Q) und es ist

(33) el 0o < efluolwa oo + [Fllws -} -
Beweis. Wir beniitzen die Bezeichnungen (2.21) und setzen
(3.4) G = F — (=Y D¥(a;;D’uy) .

Da u, € W59(Q) ist, sind D/u, und a;;D’u, Elemente des Raumes L, ,(Q); nach dem
Satz 3.1 ist also Ge W5, P(Q) = H

Die Form B(v, u) erfiillt — wie in der Ungleichung (2.20) und im Satz 2.3 gezeigt
wurde — fiir a €I N T alle Bedingungen des Satzes 1.2; darum existiert genau eine
Funktion w e H, so, dass fir alle v € 9(Q) die Gleichung B(v, w) = (v, G) gilt und
dass

(3.5) Iwle, < ex]| Gl

ist.
Wir setzen nun

U=1uy+ w;
Dann ist u — uy = we Wi¥(Q) und fiir alle v e 2(Q) ist

B(v, u) = B(v, uo) + B(v, w) = (v, (—1)!"! D¥(a;;Du,)) +
+ (v, F — (—=1)!"' D¥(a;;D'uo)) = (v, F) ;

die Funktion u 16st also das Dirichletsche Problem und ist eindeutig bestimmt. Die
Ungleichung (3.3) folgt nun mit Hilfe des Satzes 1.1 aus (3.5) und (3.2).
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Satz 3.3. Alle Behauptungen des Satzes 3.2 gelten auch dann, wenn man die Be-
dingung oI NI durch die Bedingung o €I, a = 0 ersetzt.

Beweis. Es seien H, und H, wieder die Hilbert-Rdume aus (2.21). Fiir eine feste
Funktion u € H, sei Z(u) das Element des Raumes H , welches das lineare Funktional
B{v, u) auf H, reprisentiert; dann ist die Menge Z(H,) dicht in H, (siche J. Ne&as
[5])- Hiervon, aus dem Satz 2.3 und aus der Ungleichung (2.20) folgt, dass alle Vor-
aussetzungen des Satzes 1.3 erfiillt sind; es existiert also genau eine Losung we H,
der Gleichung B{v, w) = (v, G) mit G aus (3.4) fiir alle v € 2(Q) und es gilt (3.5). Der
Rest des Beweises gleicht dem Beweis des Satzes 3.2: die Funktion u = uy + w ist
die gesuchte Losung des Dirichletschen Problems.

4. SCHLUSSBEMERKUNGEN

Die Sitze des Abschnittes 3 garantieren die Losbarkeit des Dirichletschen Problems
nicht fiir alle «, sondern fiir spezielle Werte dieses Parameters: ax €I N1 oder ael,
o = 0. Die Existenz der Intervalle I, ] wurde im Abschnitt 2 fiir allgemeine Dif-
ferenzialoperatoren bewiesen; fiir spezielle Operatoren kann man diese Intervalle
niher bestimmen:

Es sei zB. N = 2, P = [0, 0] der Punkt auf der Grenze des Gebietes Q, von dem
wir die Entfernung messen. Weiter sei K = {x, y | 0 < arctg y/x < w} mit 0 <
< w < 27 ein Winkel mit dem Scheitelpunkt P = [0, 0] und Q < Ey — K. Fir
solche Gebiete gelten u.a. diese Aussagen:

1. Das Dirichletsche Problem fiir den Laplaceschen Operator —4 = —8?/0x* —
— 9%[dy* ist in W51)(Q) cindeutig 16sbar fiir jedes a, das die Ungleichung

erfiillt.

2. Das Dirichletsche Problem fiir den biharmonischen Operator 42 ist in W;2)(Q)
eindeutig 16sbar fiir alle o, fiir die

0<a<min{§[—l +\/<1+3ﬁ>]; 2}

Die Eigenschaften der Riume W *(Q), die wir hier ausniitzen, gelten nicht nur fiir
die Gewichtsfunktion r*(X) = IX - P]"‘, sondern auch fiir andere Belegungsfunk-
tionen, z.B.

(4.1) r(X) = min |[X — P*

1<sst

gilt.
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oder

33
5

(4.2) r(X) = |X — P,

“ X Py |x - P,

wo P, P,, ..., P, feste Punkte auf der Grenze des Gebietes Q sind, in denen Q die
Kegeleigenschaft von aussen hat (sieche [3]).

Darum gelten alle Sitze des Abschnittes auch fiir die Rdume W;*)(Q) mit den Be-
legungsfunktionen (4.1) und (4.2).
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Pe3rome

PEIIEHUE MPOBJIEMbBI JUPUXJIE AJIA DJIJIMIITUYECKNX
AUODPEPEHLUMAJIbBHBIX YPABHEHUI B IMTPOCTPAHCTBAX
C BECOM

AJIOUC KYDHEP-«(Alois Kufner), I1para

B pa6oTe uccieOBAHBL BOMPOCHI CYIIECTBOBAHUSL M E€AUHCTBEHHOCTH 0000LIEH-
HOro peleHus 3aaauu Jlupuxiie st 3JUIMIITUYECKOTO orepaTopa (2.1) C OIpaHUYEH-
HBIMH M3MEPUMBIMU KO3((hHUIHEHTaMK B BECOBBIX MPOCTPAHCTBAX W,f"g(Q) BBEJICH-
nbix B [3] (mns p = 2).

CyllecTBOBAHME M €JUHCTBEHHOCTh PELUCHUs BBITEKAeT U3 Teopemsl 1.2 — 06006-
LeHHOM TeopeMbl Jlakca 1 Mmiirpama — KoTopasi fJoka3aHa B [5], wiu u3 TeopeMsbl
1.3, sBasroeiicss HeKOTOPBIM BUIOU3MEHEHUEM TeopeMbl 1.2. .

B . 2 usyueHsl cBoiicrBa Gopmst B(v, u) u3 (2.2). Jloka3biBaeTcs CyLieCTBOBaHKE
OTKPBITHIX HHTepBasoB I u I, comepxkaroumx Touky o = 0, u dyHkuitn c(e) u o(x),
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NONOKUTENbHBIX Ha [ u | 1 Takux, uro s a €l (a € I) MMeeT MeCTO HepaBeHCTBO
(2.18) (HepaBenctBo (2.19)). U3 5THX HEPABSHCTB ClICAYET, YTO BHLIMOJHEHBI YCIIOBUSI
Teopembl 1.2 (Teopema 2.3).

B 1. 3 noka3sano, uto o6oGwennbie npoussoansie D'g nopsiaka |i| < k dynkium
geL,,(Q) aBnsloTCA 3AEMEHTAMM NPOCTPAHCTBA WZ‘;"‘(Q) (GYHKLIMOHAJIOB Haf,
W5 (@) (teopema 3.1). lns F e W3, P(Q) u uo € WE(Q) ncenenosana nasee 3anaua
Mupuxie Au = F ¢ TpaHMMHBIMK YCTOBHSIMM, OnpeseeHHbIMU dyHKIMeH 1, (T.c.
u — uy€ Wi(Q)). Noxaswisaercs, uro aus ael ] (teopema 3.2) wn st a €,
=0 (Teopema 3.3) CyLIecTBYeT OMHO M TOJBKO OXHO ciaboe pelleHye 3amayu
Jupuxie u YTO MMeeT MecTo HepaBeHCTBO (3.3).

B 3aximouenue npuseen npumep: it N = 2 U cieluaibHOM 061acTh AaHbI OlieH-
ku oTpeskoB I u I B ciryuae onepatopoB —A4 u 42,
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