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Yexoci0BalKHii MaTeMaTHYeCKHi xKypHaa T. 15 (90) 1965, Ilpara

EINIGE ASYMPTOTISCHE UND OSZILLATORISCHE
EIGENSCHAFTEN DER DIFFERENTIALGLEICHUNG
y" + A(x)y" + B(x)y =0

MARKO SVEc, Bratislava
(Eingelangt am 23. Mai 1964)

Gewidmet dem Herrn Professor O. BORUVKA
zu seinem 65. Geburtstag.

Man untersucht die Existenz, die asymptotischen Eigenschaften und die
Eindeutigkeit der Losung von (1), die keine Nullstelle hat.

Wir werden die Gleichung
(1) Y+ A(x)y' + B(x)y =0

untersuchen. Wir setzen voraus, dass die Funktionen A(x), B(x) in einem Intervall
(a, ) stetig sind und dass alle jhre Ableitungen, die in unseren Betrachtungen
vorkommen werden, existieren und in (a, o) stetig sind. Weitere Voraussetzungen
iiber diese Funktionen werden auf den betreffenden Stellen gemacht.

Es sei

) W + A(x) W + [A(x) — B(x)] W =0

die zu (1) adjungierte Gleichung.

Zwei folgende Eigenschaften werden in unseren Erwdgungen eine wichtige Rolle
spielen:

(V1) Jede Losung von (1), welche in einem Punkte X, X, € (a, ), eine zwei-
fache Nullstelle besitzt, hat keine Nullstelle, die kleiner als x ist.

(V») Jede Losung von (1), welche in einem Punkte x,, X, € (a, ), eine zweifache
Nullstelle besitzt, hat keine Nullstelle, die grosser als x, ist.

Aus diesen FEigenschaften folgen mehrere weitere Eigenschaften der Losungen
von (1). (S. [1], [2].) Wir werden von folgenden Gebrauch machen:

L Hat die Gleichung (1) die Eigenschaft (Vy) [(V,)], so hat die adjungierte
Gleichung (2) die Eigenschaft (V) [(V1)] ([1], L 2.9).
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II. Wenn die Gleichung (1) die Eigenschaft (Vl) hat, so haben alle Losungen
von (1), die irgendeine Nullstelle haben, denselben (oszillatorischen) Charakter,
d. h.sie sind entweder alle oszillatorisch oder alle nichtoszillatorisch. Die Losungen,
die durch eine gemeinsame Nullstelle x, gehen, trennen ihre Nullstellen im Intervall
(%0, ) voneinander. ([1], Satz 3.4, S. 927.)

III. Wenn die Gleichung (1) die Eigenschaft (Vy) hat, so hat sie eine Losung, die
keine Nullstelle besitzt. Ist dabei die Gleichung (1) nichtoszillatorisch, so gibt es
drei unabhdngige Lésungen von (1), die keine Nullstelle besitzen. ([2])

Im folgenden werden wir uns bemiihen, aus den Eigenschaften der Koeffizienten
A(x), B(x) die Eigenschaft (V) bzw. (V,) abzuleiten.

Multiplizieren wir die Gleichung (1) durch y bzw. y’. Wir erhalten fiir jede Losung
y(x) von (1) die Identititen:

() (5" = % + 346 7Y = [34G) — B »*,

bzw.

) (Y + 1B(x) y?) = y"* = A(x) y'* + 1B'(x) y* .
Hilfssatz 1. Es sei A(x) < 0. Dann hat die Gleichung

(8) Y + A(x) Y=0

eine Hauptlosung z(x), d. h. die Losung, fir welche [©z7*(t)dt = oo gilt. ([3])
Wenn fiir x € (xo, ) diese Hauptlosung z(x) > 0 ist, so ist fiir x > x,

Z(x) £0, limz'(x) =0, limz(x) existiert

X 00 X 00
und ist endlich und nichtnegativ.

Beweis. Die Gleichung (g) ist nichtoszillatorisch. Es sei u(x) eine Losung von (g),
und es sei u(x) > 0 fiir x > x,. Dann ist entweder [* u™%(f) dt = oo, also u(x) ist
eine Hauptldsung, oder [* u~%(f) dt < co. Dann setzen wir y(x) = u(x) [? u™>() dt.
Man iiberzeugt sich leicht, dass y(x) eine Hauptldsung von (g) ist.

Es sei nun z(x) eine Hauptldsung von (g), und es sei z(x) > O fiir x > x,. Aus der
Gleichung (g) erhalten wir, dass z’(x) 2 0 ist. Also, z'(x) nimmt nicht ab und
deshalb ist lim z'(x) = & > — 0.

XxX—> 00

Es sei 0 < o. Dann ist fiir grosse x 3o < z'(x). Es existiert also ein { > a so, dass
to(x — {) < z(x) — z(¢) fir x > ¢, 0< z"’(x) <[3x-0a+z(0)]*
und endlich
0< rz-Z(t) d < r[%(z ~a+ AD] 2 dt <
<

g
ist. Das ist aber ein Widerspruch mit der Tatsache, dass z(x) eine Hauptlosung ist.
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Es sei a < 0. Dann ist fiir genug grosse x z’(x) < 4o < 0, woraus folgt, dass fiir
grosse x z(x) < 0 sein muss. Also wieder ein Widerspruch.
Diese Widerspriiche beweisen, dass lim z'(x) = « = 0 ist. Da aber z'(x) nicht

X 00

abnimmt, muss z'(x) < 0 sein. Das bedeutet, dass z(x) nicht zunimmt. Also lim z(x)

X0

existiert, ist endlich und nichtnegativ.
Hilfssatz 2. Es sei z(x) eine Hauptlosung von
Y'+ 3A(x) Y=0,

wo A(x) < 0 in (a, ) ist. Es sei z(x) # O fir x > b. Dann fihrt die Transfor-
mation

¥(x) =) o(t(x)), ox) = [z"X()dr, flx)=2z%(x),
die Gleichung (1) in die Gleichung
v+ z%x) [B(x) — 34'(x)]v =0

iiber, wohin anstatt x die inverse Funktion zu t(x) einzusetzen ist. Die Punkte
bedeuten die Ableitungen nach t.

Beweis. Es sei y(x) = f(x) v(¢(x)). Wenn wir die Ableitungen y”, y’ ausrechnen
und in die Gleichung (1) einsetzen, erhalten wir die Gleichung

(5 130 + Bft't” + 3036 + (3f"t + 3t + fi® + Aft') o +
+ (P +4f +Bf)o=0.
Setzen wir ft't" + f't'* = 0.
Es ergibt sich, dass
(6) ' =f"

ist. Wenn wir nun aus (6) ¢”, t® ausrechnen und in (5) einsetzen, erhalten wir fiir v
die Gleichung

o v+ QR —fP+ A+ AP + Af + Bf)v=0.
Setzen wir nun

(8) 2Af" — 1 + Af? = 0.

Es sei f = z2. So erhalten wir fiir z die Gleichung

) 2" + 34z =0.
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Diese Gleichung ist nichtoszillatorisch, da A(x) < 0 ist. Es sei z(x) ihre Hauptlésung.
Fiir #(x) erhalten wir aus (6)

((x) = [fz"*(r)dr, limi(x) = o,

und aus (7), mit Riicksicht auf (8), erhalten wir fiir 1(t) die Gleichung
(10) v + z%x) [B(x) — 34'(x)]v = 0,
wohin fiir x die inverse Funktion zu #(x) einzusetzen ist.

Hilffsatz 3. Es sei Q(x) = 0 in (a, ), und es gelte das Zeichen = in keinem
Intervall aus (a, ). Es sei Q(x) in (a, oo) stetig. Wenn die Gleichung

(11) Y+ Q(x)y=0

eine oszillatorische Losung hat, so ist jede ihre Losung entweder oszillatorisch oder
sie hat keine Nullstelle. Ist y(x) eine ihrer Losungen, die keine Nullstelle hat, so
gilt die Behauptung:

() ¥(x), y'(x), y"(x) sind monotone Funktionen, sgn y(x) =
= sgn y"(x) * sgn y'(x); lim y(x) = lim y’(x) = lim y"(x) = 0.

X0 x>

Es gibt nur eine einzige (bis auf die lineare Abhdngigkeit) solche Lésung.

Wenn die Gleichung (11) eine nichtoszillatorische Losung u(x) hat, die wenigstens
eine Nullstelle hat, oder wenn sie keine Nullstelle hat und lim u(x) = 0 ist, so ist (11)
nichtoszillatorisch. xme

Beweis. Den Beweis dieses Hilfssatzes, mit der Ausnahme der Eindeutigkeit der
Losung y(x), siehe [4], Satz 2. Die Eindeutigkeit von y(x) folgt aus (8), Satz 3.

Satz 1. Es sei $A'(x) — B(x) < 0 und das Zeichen = gelte in keinem Teilintervall
von (a, ). Dann hat die Gleichung (1) die Eigenschaft (Vy) (und darum auch die
Eigenschaften X, 1L, III). Ist noch A(x) < 0, dan gibt es eine Losung u(x) von (1),
die keine Nullstelle hat und fiir die noch die Relationen

u(x)u'(x)u"(x) # 0, sgn u(x) = sgn u”(x) # sgn u'(x), limu'(x) =0
gelten. Hat dabei die Gleichung (1) eine oszillatoriscke Losung, so ist u(x) die ein-
zige (bis auf die lineare Abhdngigkeit) nichtoszillatorische Losung von (1) und es
gilt, dass auch lim u(x) = 0 ist.

xX—

Beweis. Die Eigenschaft (V;) folgt aus der Voraussetzung $4'(x) — B(x) < 0 fund
aus (3). Die Existenz einer Losung, die keine Nullstelle hat, ist durch die Eigenschaft ITI
gesichert. Wir werden eine solche Losung ohne Nullstellen konstruieren.
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Es sei {x,}, lim x, = oo, eine Folge von reellen Zahlen, und es sei x, € (a, o)

n— oo

irgendeine Zahl. Es sei weiter y,(x) die Losung von (1), die durch die Bedingungen
(12) Ya(Xn) = yu(x,) = 0,
(13) Ya(x0) + ¥.7(x0) + ¥12(x0) = 1

bestimmt ist. Aus der Eigenschaft (V,) folgt, dass y,(x) * 0 fiir x € (a, x,) ist. Nehmen
wir y,(x) > 0 an. Es seien u(x), i = 0, 1, 2, die Losungen von (1), die durch die
Anfangsbedingungen

ul(xo) = 64, i, k=0,1,2,

bestimmt sind. §;, bedeutet das Kronecker’sche Symbol. Die Losung y,,(x) ldsst sich
in der Form

(14) Vu(X) = ajue(x) + byuy(x) + cuua(x)

darstellen, wobei y,(xo) = a,, yi(x)o = by, ¥i(xo) = ¢, ist. Die Bedingung (13) gibt
jetzt die Realtion

(15) al+b:+c2=1.

Diese Relation bedeutet, dass die Folgen {a,}, {b,}, {c,} begrenzt sind. Man kann
also aus diesen Folgen die konvergenten Teilfolgen {a,}, {b,,}, {c,,} auswéhlen. Es
sei lim a,, = ao, lim b,, = by, lim ¢,, = ¢,. Aus (15) erhilt man, dass

i~ i— o i—
(16) aj + by +c5=1
ist. Aus (14) folgt, dass

lim y, (x) = lim [a,, uo(x) + by, us(x) + ¢, ux(x)] =

i—> i—> o

= aq uo(X) + bo uy(x) + co uy(x) = u(x)

ist. Man sieht, dass u(x) eine nichttriviale Lésung von (1) ist. Es ist leicht ersichtlich,
dass auch
lim y®(x) = u®(x), k=1,2,3,

ist. Da aber y,(x) > 0 fiir x < x, ist, ergibt sich, dass u(x) = O fiir x € (a, 00) ist.
Das bedeutet aber, dass u(x) nur zweifache Nullstellen besitzen kann. Beriicksichtigen
wir aber die Eigenschaft (V;), sehen wir, dass u(x) hochstens eine (zweifache) Null-
stelle besitzen kann. Wir beweisen, dass u(x) die in dem Satz angefiihrten Eigenschaften
hat.

Es sei Fy(x) = y(x)y"(x) — 3y"*(x) + 34(x) y*(x). Aus (3) und aus der Vor-
aussetzung, dass %A’(x) — B(x) < 0 und in keinem Teilintervall identisch Null ist,
folgt, dass F,(x) eine abnehmende Funktion ist. Da F, (x,,) = 0 ist,
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ist Fym(x) > 0 fiir x € (a, x,,). Daraus folgt, dass

llirg F,,M(x) =F,(x)20, xe(a, o),
ist. Die Funktion F,(x) ist eine abnehmende Funktion. Aus diesen letzten zwei Tatsa-
chen folgt, dass F,(x) = u(x) u"(x) — 3u'*(x) + $A(x) u?(x) > 0 ist. Daraus folgt,
dass u(x) keine zweifache Nullstelle besitzen kann. Somit ist bewiesen, dass u(x) >
> 0 ist.
Es sei nun A(x) < 0. Da F,, (x) > O fiir x € (a, x,,) und F,(x) > 0 fiir x € (a, o)
ist, erhalten, dass wir

(17) Yud®) yr(x) = 4yii(x) > —3A(x) ya(x) 2 0, x€e(a,x,),
(18) u(x) u"(x) — $u'*(x) > —3A(x) u*(x) 2 0, xe(a, ),

ist. Daraus folgt, dass y; (x) > O fiir x € (a, x,,) und u"(x) > 0 fir x € (a, o) ist.
Also v/(x) nimmt in (a, 00) und y, (x) in (a, x,,) zu. Da y, (x,,) = Oist, ist y, (x) < 0
in (a, x,,). Daraus erhalten wir, dass u'(x) < 0 in (a, o) ist. Da aber u'(x) zunimmt,
existiert lim u’(x) und ist nichtpositiv. Die Funktion u(x) hat somit folgende Eigen-

X~ 00

schaften: sie ist positiv und nimmt in (a, c0) ab. Es existiert also lim u(x) und dieser

ist nichtnegativ. Aus diesen Tatsachen erhalten wir, dass lim u’(x) = 0 ist.

Wir haben bisher bewiesen, dass u(x)u'(x)u"(x) + 0, sgnu(x) = sgn u"(x) *
+ sgn u'(x) ist.

Da A(x) < ist, konnen wir die Hilfssitze 2 und 3 verwenden. Es sei z(x) eine
Hauptlosung von Y” + }A(x) Y = 0, und es sei #(x) = [} z~*(r) dr. Die Substitution
¥(x) = z*(x) v(#(x)) fiihrt die Gleichung (1) in die Gleichung

(19) v + 2%(x) [B(x) — 34'(x)]v =0

iiber. Dabei ist nach der Voraussetzung B(x) — $A(x) = 0. Aus der Substitution
¥(x) = z%(x) v(#(x)) sehen wir, dass die Gleichungen (1) und (19) zugleich oszillato-
risch bzw. nichtoszillatorisch sind und zwischen den oszillatorischen bzw. nichtoszilla-
torischen Losungen beider Gleichungen eine eineindeutige Abbildung besteht.

Es habe (1) eine oszillatorische Losung. Dann hat auch (19) eine oszillatorische
Losung. Dann hat aber nach dem Hilfssatz 3 (19) nur eine einzige (bis auf die lineare
Abhingigkeit) nichtoszillatorische Losung. Es sei diese Losung v,(t). Fiir diese Losung
gilt, unter anderem, dass v,(¢) % 0, lim v,(¢) = lim v{(f) = lim v{(¢) = O ist. Die

t— o0 t— o0 t—= 0

Gleichung (1) hat also auch nur eine einzige (bis auf die lineare Abhingigkeit)
nichtoszillatorische Losung. Diese ist u(x), u(x) = z*(x) v,(#(x)). Da lim z%(x) < o0

ist, ist lim u(x) = lim z*(x) lim v(#(x)) = 0.

X = o0
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Satz 2. Es sei A'(x) = 0, A(x) < 0, lim A(x) #+ 0, B(x) = 0, und es gelte B(x) = 0

in keinem Teilintervall von (a, ). Dann gelten alle Behauptungen des Satzes 1 und
dariiber hinaus:

u(x), u'(x), u"(x) sind monotone Funktionen,

(20) lim u(x) = lim u'(x) = lim u"(x) = 0,
(21) lim A(x) u?(x) = 0.

Die Funktion u(x) ist die einzige iiberall von Null verschiedene Lisung (bis auf die
lineare Abhingigkeit), die die Eigenschaft (20) hat (unabhdngig davon, ob (1)
oszillatorisch oder nichtoszillatorisch ist).

Alle Losungen von (1), die die Bedingungen sgn y(x) = sgn y"(x) # sgn y'(x)
nicht erfiillen, haben denselben oszillatorischen Charakter (d.h. entweder sind
alle oszillatorisch oder keine).

Beweis. Aus den gemachten Voraussetzungen erhalten wir, dass %A’(x) — B(x) b
< 0, A(x) < Oist. Es gelten also alle Behauptungen des Satzes 1. Fiir die Losung u(x)
gilt also: u(x) >0, u'(x) <0, u"(x) >0, limu'(x) =0, limu(x) existiert. Nun

X = 00

erhalten wir aus der Gleichung (1), dass fiir x € (a, )
u"(x) = —A(x) u'(x) — B(x)u(x) <0
ist. Also u”(x) nimmt in (a, c0) ab und ist positiv. Da lim u’(x) = 0 ist, muss auch

X0

lim u"(x) = O sein.

X 00

Wir haben im Beweise des Satzes 1 bewiesen, dass
F(x) = u(x) u"(x) — $u"*(x) + 1A(x) u*(x) = 0

ist und in (a, o) abnimmt. Es existiert also lim F,(x) und ist nichtnegativ. Da.

X+ 00

lim u'(x) = lim u"(x) = 0 ist, ist

lim F,(x) = % lim A(x) u*(x) 2 0.
Da aber A(x) < 0 und lim A(x) # 0 ist, muss
(21) lim A(x) u*(x) = 0, limu(x) =0
sein. o o

Wir zeigen jetzt, dass u(x) die einzige Losung von (1) ist, die die Eigenschaft (20)
hat und von Null verschieden ist.
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Es seien u,(x) = u(x) und u,(x) zwei linear unabhingige Losungen von (1), und
es gelte

(22)  limuyx) = limuj(x) = limuj(x) =0, u(x)>0, xe(a,0), i=12.

X 00 X = 00 X0

Es sei x, € (a, ), und es sei u;(xo) = u,(x,). Diese letzte Bedingung kann man
immer erfiillen, denn es geniigt die Losungen u/x) durch passende Konstanten c;
zu multiplizieren und dann statt u,, u, die Losungen c,u,, c,u, zu betrachten. Die
Zahl x4 konnen wir also willkiirlich wahlen.

Wir werden jetzt einige Félle unterscheiden. Es gibt zwei Hauptfille:
A. Die Losung von (1) v(x) = u,(x) — uy(x) ist oszillatorisch.

B. Die Gleichung (1) hat keine oszillatorische Losung. Also v(x) = u,(x) — u,(x)
ist nichtoszillatorisch. Durch die Wahl von x, konnen wir es so einrichten, dass fiir
x > xo v(x) * 0, v(xo) = 0 ist.

Fall A. In diesem Fall hat also die Gleichung (1) eine oszillatorische Lsung. Nach
dem Satz 1 hat sie dann nur eine einzige nichtoszillatorische Losung. Also u,(x)
und u,(x) miissen linear abhéngig sein.

Fall B. Wir werden zwei Fille unterscheiden:
B 1. Es ist fiir x € (xo, ) v(x) = u,(x) — uy(x) > 0. Also v(x,) = 0, v'(x,) = 0.
B 2. Es ist fiir x € (xq, ) v(x) = u,(x) — uy(x) < 0.
Der Fall B 1 enthélt drei Unterfille:
B la. Die Funktion W(x) = u,(x) uj(x) — uj(x) uy(x) > 0 fiir x € (x,, c0).
B 1b. Die Funktion W(x) < 0 fiir x € (xo, o).

B 1c. Die Funktion W(x) hat in (a, ) unendlich viele Nullstellen, die eine unbe-
grenzte Folge bilden.
Fall B 1a. Es sei also W(x) > 0. Die Funktion v(x) geniigt der Gleichung

U, Uy, Uy
(23) v,upus | =0, dh Wx)v — W(x)v + (ujuy — ufuy)v=10.
v", ui, uy

Es sei G(x) = uju’ — ufuj. Aus (22) folgt, dass lim G(x) = 0 ist. Wenn wir die

Ableitung G’(x) ausrechnen, so erhalten wir, dass in (xo, 00) G'(x) = B(x) W(x) = 0
ist. Also nimmt G(x) in (xo, 00) zu, und da lim G(x) = 0 ist, muss G(x) < 0 fiir

X o0

x € (X0, o) sein. Die Gleichung (23) lsst sich in der Form

() * =
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schreiben. Es folgt daraus, dass (v'/W(x))’ > 0 fiir x €(x,, c0) ist. Also nimmt
v'/W(x) in (xo, 00) zu, und da v'(xo)/W(x,) = 0 ist, ist v'(x)/W(x) in (x,, co) positiv.
Daraus folgt, dass v(x) > 0 fiir x € (x,, 00) ist. Darum nimmt v(x) in (x,, c0) zu.
Da aber v(x,) = 0 ist, ist lim v(x) > 0. Das ist aber ein Widerspruch, da lim v(x) =
x— 0 x= 00

= lim u,(x) — lim u,(x) = 0 ist.

Fall B 1b. Es sei nun W(x) < 0.In diesem Fall kommen wir auf gleichem Wege
wie in B 1a zu einem Widerspruch.

Fall B1lc. W(x) habe unendlich viele Nullstellen, die eine unbegrenzte Folge
bilden. Da W(x) eine Losung von (2) ist, bedeutet das, dass die Gleichung (2) eine
oszillatorische Losung hat. Nach [1], Th. 4.7, S. 933, hat dann auch die Gleichung (1)
eine oszillatorische Losung, und darum hat sie nach Satz 1 nur eine einzige nicht-
oszillatorische Losung. Die Losungen u,(x) und u,(x) sind also linear abhéngig.

Wir miissen noch bemerken, was geschieht, wenn W(x) nur endlich viele Nullstellen
hat. Es sei z.B. ¢ die letzte Nullstelle,d. h. W(&) =0, W(x) + 0 fiir x > & Wir
konnen die Zahl x, immer so wéhlen, dass & < x, ist.

Fall B 2. In diesem Fall ist v(x) = u,(x) — u,(x) < 0. Also 0 < u,(x) < uy(x).
Da lim u,(x) = lim u,(x) = O ist, konnen wir eine solche Zahl #, a < #, finden,

dass 0 < u,(x) < uy(x) < 1 fiir x€(n, ) ist. Dann ist auch 0 < u3(x) < ui(x)
fiir x € (1, 00). Wenn wir nun (21) beriicksichtigen, erhalten wir, dass

(29) lim (= A(x) ui(x) = lim (= AG9) () = 0

ist. Bilden wir jetzt die Funktion F,(x) = v(x) v"(x) —3v%(x) + $4(x) v*(x). Wir
wissen schon, dass diese Funktion in (a, ) abnimmt. Da aber v(x,) = 0 ist, ist
F(xo) = —3v'*(x,) £ 0. Also ist F,(x) <0 fiir x&(xp, c0) und lim F,(x) < 0.

X 00

Beriicksichtigt man, dass aus (22) lim v(x) = lim v'(x) = lim v"(x) = 0 folgt, so
erhalten wir, dass
25) lim F,(x) = 4 lim A(x) v*(x) < 0

ist. Aber mittels (24) erhalten wir, dass
lim A(x) v*(x) = lim A(x) (u3(x) + uj(x) — 2 uy(x) uy(x)) =
= —21lim A(x) uy(x) u,(x) 2 0

ist. Das steht im Widerspruch mit (25),

Wir haben also bewiesen, dass die Annahme der linearen Unabhéngigkeit von u ,(x)
und u,(x) in jedem von den untersuchten Fillen zu einem Widerspruch fiihrt.
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Es bleibt uns nun zu beweisen, dass alle Losungen von (1), die die Bedingungen
sgn y(x) = sgn y"(x) =+ sgn y’(x) nicht erfiillen, denselben (oszillatorischen) Cha-
rakter haben. Dies folgt aus der Voraussetzung A(x) < 0, B(x) = 0. (S. [5].)

Bemerkung. Die Sitze 1 und 2 verallgemeinern einige Resultate des Autors [4]
und [7] und von M. GreGUS [6], [8].

Satz 3. Es sei A(x) <0, B(x) =0, B'(x) = 0. Dabei gelte B(x) = 0 in keinem
Teilintervalle von (a, o). Dann gelten alle Behauptungen des Satzes 2, nur statt
(21) gilt nun

lim B(x) u*(x) = 0.

X = 00

Beweis. Es sei y(x) eine Losung von (1), und es sei

(26) Hy(x) = y'(x) y'(x) + $B(x) y*(x) -

Aus (4) und aus den gemachten Voraussetzungen iiber 4(x) und B(x) folgt, dass H (x)
in (a, oo) zunimmt. Es sei nun y(x,) = y'(x,) = 0, wobei x, € (a, o) ist. Es ist dann
H,(x,) = 0 und H(x) < 0 fiir x€(a, x,). Daraus folgt, dass y'(x) y"(x) % 0 fiir
x €(a, x,) ist, und daraus folgt weiter, dass y(x) & O fiir x €(a, x,) sein muss.
Damit haben wir aber bewiessen, dass die Gleichung ( 1) auch in diesem Falle die
Eigenschaft (¥;) besitzt (und also auch die Eigenschaften I, II, III). Die Existenz
einer Losung u(x) von (1), die keine Nullstelle besitzt, ist durch III gesichert. Wir
finden sie durch dhnliche Konstruktion wie im Beweise des Satzes 1.

Es sei {x,}, lim x, = oo, eine Folge von reellen Zahlen, {y,(x)}, y,(x,) = yi(x,) =

=0, y2(xo) + ¥i¥(xo) + yi*(xo) = 1, die Folge der Losungen von (1). Man kann
die Folge {x,} so wihlen, dass lim y,(x) existiert. Setzen wir lim y,(x) = u(x). Die

Funktion u(x) ist eine nichttriviale Losung von (1). Nehmen wir an, dass y,(x) > 0
fir x€(a,x,) ist. Da H,(x) = yi(x) ya(x) + 3B(x) y(3x) < 0 fir xe(a,x,) ist,
ist yy(x) yn(x) < O fiir x€(a, x,). Aus allen diesen Tatsachen erhalten wir, dass
yi(x) < 0 und y,(x) > 0in (a, x,) ist. Aus den bisher bewiesenen Tatsachen wissen
wir, dass

u(x) = lim y,(x) > 0, u'(x) =lim y(x) £ 0, u"(x) = lim y,(x) = 0

ist. Aus der Gleichung (1) bekommen wir jetzt, dass
u”(x) = —A(x) u'(x) — B(x) u(x) £ 0

ist. Das Zeichen = gilt in keinem Intervall. Daraus folgt, dass u’(x) in (a, o)
abnimmt. Da aber u”(x) = 0 ist, muss u"(x) > 0 sein. Ahnlich folgt aus u"(x) > 0,
u'(x) £ 0, dass u'(x) < 0 ist. Die Funktionen u(x), u'(x), u"(x) sind also monoton
und dabei ist u(x) > 0, u'(x) <0, u"(x) > 0. Es folgt daraus, dass limu’'(x) =

X~ 0
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= lim u"(x) = 0 ist. Wir beweisen jetzt, dass auch lim u(x) = 0 ist. Wir beweisen

X 00 X 00

das indirekt. Es sei lim u(x) = k > 0. Da u(x) abnimmt, ist u(x) > k. Nun folgt aus
den iiber B(x) und B’(x) gemachten Voraussetzungen, dass lim B(x) eine positive
Zahl oder oo ist. Es sei 0 < M < lim B(x). Dann bekommen wir fiir grosse x,

X co

dass B(x) u(x) > Mk > 0 und
u”(x) = —A(x) u'(x) — B(x) u(x) < —Mk <0

ist. Aus dieser letzten Ungleichheit folgt, dass fiir grosse x u”(x) < 0 ist. Dieser
Widerspruch beweist, dass lim u(x) = 0 ist.

X0

Man sieht leicht, dass aus den Bedingungen
(27) sgn y(x) = sgn y"(x) * sgn y'(x)
die Relationen lim y(x) = lim y’(x) = lim y"(x) = 0 folgen, wenn y(x) eine Losung
von (1) ist.

Wir zeigen jetzt, dass fiir jede Losung y(x) von (1), die die Bedingungen (27)
erfiillt, die Relation
(28) lim B(x) y*(x) = 0

gilt. Es sei y(x) > 0, y'(x) < 0, y"(x) > 0 und es sei lim B(x) y*(x) = K > 0. Also

fiir grosse x ist B(x)y*(x) >3 K >0. Da lim y(x) =0 ist, ist fiir grosse x
x—=

0 < y*(x) < y(x) und darum fiir diese x auch B(x)y(x) > 2K > 0. Aus der
Gleichung (1) erhalten wir nun, dass fiir grosse x y” = —A(x) y'(x) — B(x) y(x) <
< —1K < 0 ist. Aus dieser letzten Uhgleichung folgt aber, dass fiir grosse x
y"(x) < 0 sein muss. Das widerspricht unserer Voraussetzung. Es gilt also (28).

Im weiteren beweisen wir, dass u(x) die einzige Losung von (1) ist, die die Eigen-
schaft (20) hat und iiberall von Null verschieden ist. Das Verfahren ist fast dasselbe
wie im Beweise des Satzes 2.

Es seien u(x) = uy(x) und u,(x) zwei linear unabhéngige Losungen von (1), und
es sei

limu’(x) =0, ufx)>0, i=12, j=012.

Es sei weiter x, € (a, 0) und u;(xo) = u,(X,). Man kann es immer so einrichten,
dass diese letzte Bedingung erfiillt wird. Untersuchen wir die Losung v(x) = u,(x) —
— u,(x). Wir miissen dieselben Fille wir im Beweise des Satzes 2 unterscheiden:

Fall A. v(x) ist oszillatorisch.
Fall B 1a. Fiir x > x, gilt: o(x) > 0 und W(x) = u,(x) us(x) — uj(x) uy(x) > 0.
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Fall B 1b. Fiir x > x, ist v(x) > 0 und W(x) < 0.
Fall B 1c. Fiir x > x, ist v(x) > 0 und W(x) oszillatorisch.
Fall B 2. Fiir x > x, ist v(x) < 0.

Fall A. Ist v(x) oszillatorisch, so gibt es eine Zahl t, so, dass v'(t,) = 0 ist. Dann
ist aber 2H,(t,) = B(t,) v*(t,) > 0. Weil H,(x) in (a, ) zunimmt, ist H,(x) > 0
fiir t, < x und

xlin:) H,(x) =xlin; [v'(x) v"(x) + 3B(x) v*(x)] = %xlirg B(x) v*(x) > 0.

Es sei {x,} eine Folge der Nullstellen von »(x), und es sei lim x, = co. Dann

n— o0

ist B(x,) v*(x,) = 0 und lim B(x,) v*(x,) = 0. Das ist aber ein Widerspruch.

Das Beweisverfahren in den Fillen B 1a, B 1b, B 1c ist dasselbe wie im Beweise
des Satzes 2. In allen drei Féllen erhalten wir einen Widerspruch.

Fall B 2. In diesem Fall ist v(x) = u,(x) — uy(x) < 0. Also ist 0 < u,(x) < u,(x).
Da lim u,(x) = lim u,(x) = 0 ist, erhalten wir fiir grosse x, dass 0 < u3(x) < u3(x)
X0 X 00

und 0 < B(x) uj(x) < B(x) uf(x) ist. Nach (28) ist lim B(x) u(x) = 0. Darum ist
auch lim B(x) u3(x) = 0.

Nun haben wir folgende Situation: v(x,) = 0, v(x) < 0 fiir x > x,, also v'(x,) <
< 0; lim o(x) = lim v’(x) = lim v"(x) = 0. Die Funktion H,(x) nimmt in (a, ) zu.

Es existiert also lim H,(x) und es gilt:

xlirg H,(x) = ,}: 00[v’(x) v"(x) + 1B(x) v*(x)] = %lin:o B(x) v*(x) =
= %ji_’n;B(x) [u3(x) + ui(x) — 2uy(x) up(x)] = — ll_l}:oB(x) uy(x) uy(x) £ 0.

Also ist H,(x) = v'(x) v"(x) + 4B(x) v*(x) < 0 fiir x € (a, ). Daraus folgt, dass
v'(x) v"(x) < 0ist. Da v'(x,) < 0 ist, muss v'(x) < 0 in (a, 0o) sein. Also nimmt v(x)
in (a, ) ab, und da v(x,) = 0 ist, muss lim v(x) < O sein. Das ist aber ein Wider-
spruch, denn es soll lim v(x) = 0 sein.

In allen Fillen erhielten wir einen Widerspruch, welcher beweist, dass u,(x) und
u,(x) linear abhingig sind.
Die Behauptung, dass die Losungen von (1), die die Bedingungen

sgn y(x) = sgn y"(x) * sgn y'(x)

nicht erfiillen, denselben' oszillatorischen Charakter haben, folgt aus den Bedingun-
gen A(x) < 0, B(x) 2 0.(S. [5].)
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Satz 4. Es sei $A'(x) — B(x) = 0 und es gelte das Zeichen = in keinem Teil-
intervall von (a, o). Dann hat die Gleichung (1) die Eigenschaft (V,) und sie hat
eine Losung u(x), die keine Nullstelle hat. Ist noch A(x) < 0, so gilt fiir u(x) > 0,
dass u"(x) > 0, u'(x) > 0 und lim u(x) = o ist.

Beweis. Es sei 14'(x) — B(x) 2 0. Also nach (3) ist die Funktion F,(x) =
= y(x) ¥"(x) — 3y"*(x) + 34(x) y*(x) eine zunechmende Funktion. Nehmen wir an,
dass y(xo) = y'(xo) = 0 ist. Dann ist F,(x,) = 0 und F,(x) > 0 fiir x > x,. Das
bedeutet, dass y(x) in (xo, ) keine Nullstelle hat. Die Gleichung (1) hat also die
Eigenschaft (V). Bei der Konstruktion der Losung u(x), die keine Nullstelle hat,
konnen wir das Verfahren aus dem Beweise des Satzes 1 verwenden. Die Folge {x,}
der zweifachen Nullstellen von y,(x) soll nun zu a konvergieren. Wir erhalten, dass
u(x) = lim y,(x) und
(29) F(x) = u(x) u"(x) — 3u"*(x) + $A(x) u*(x) > 0
fiir x € (a, o0) ist. Nehmen wir an, dass u(x) > 0 und A(x) < 0 ist. Aus (29) ergibt
sich, dass u(x)u"(x) > O sein muss. Daraus folgt, dass u”(x) > 0 ist. Also u'(x)
nimmt zu. Aus der Annahme y,(x) > 0 fiir x > x, folgt weiter, dass in (x,, ),
yu(x) > 0, yi(x) > 0 ist. Daraus erhalten wir, dass u'(x) = lim y;(x) = 0 ist. Aus

n— o

u"(x) > 0 folgt nun, dass u'(x) > 0 ist. Aus u"(x) >0, u'(x) > 0 folgt weiter,
dass lim u(x) = oo ist.

Satz 5. Es sei A(x) < 0, B(x) < 0. Dann hat die Gleichung (1) die Eigenschaft (V,)
und fiir jede ihrer Losungen y(x) mit einer zweifachen Nullstelle gilt: lim y(x) =

= lim y'(x) = oo, y"(x) > 0(falls fiir grosse x y(x) > 0 ist) und nimmt fiir grosse x

nicht ab. Die Gleichung (1) hat auch eine Losung u(x ), die keine Nullstelle hat.
Ist B(x) = 0 in keinem Teilintervall von (a, ), so ist eu(x) >0, gu'(x) > 0,
gu'(x) > 0, llms u(x) = hms u'(x) = oo und ¢ u"(x) nimmt in (a, ) zu [ = +1].

Beweis. Es sei y(x), y(xo) = y'(xo) = 0, eine nichttriviale Losung von (1). Es
sei y"(xo) > 0. Dann ist y(x) > O fiir x > x,. Ist dies nicht wahr, so sei x; die erste
rechts von x, liegende Nullstelle von y(x) und x, < x, die erste rechts von x, liegende
Nullstelle von y'(x). Also, y(x) > 0, y'(x) > 0 fiir x € (xo, x,). Aus der Gleichung
(1) bekommen wir, dass y”(x) = —A(x) y'(x) — B(x) y(x) = 0 fiir x € (xo, x,) ist.
Also, y"(x) nimmt in (x,, x,) nicht ab, und da y"(x,) > 0 ist, ist y"(x) > O fiir
X €(xo, X,). Das bedeutet, dass y'(x) in (xo, x,) zunimmt. Da y'(x,) = 0 ist, ist
y'(x) > 0 fiir x €(xo, x,) und y'(x,) > 0. Das ist ein Widerspruch, der beweist,
dass y(x) > 0 und auch y'(x) > 0 fiir x € (x,, ) ist. Aus diesen Tatsachen und
aus der Gleichung (1) bekommen wir, dass y”(x) = 0 fiir x € (x, 00) ist. Daraus
folgt, dass y”(x) in (xo, 00) nicht abnimmt. Also ist y”(x) dort positiv und nicht
Kleiner als y”(x,). Das bedeutet aber, dass lim y(x) = lim y'(x) = co ist. Die Eigen-

xX—* 00 X = o0

schaft (V) der Gleichung (1) ist klar. Aus dieser Eigenschaft folgt die Existenz einer
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Losung u(x) von (1), die keine Nullstelle hat. Man konstruiert sie als lim y,(x),
wobei y,(x) eine Losung von (1) ist, fiir welche folgendes gilt: y,(x,) = yi(x,) = 0,
Yu(x) > 0, yi(x) > 0, yj(x) > 0 fiir x € (x,, 00), ya(xo) + yi2(x0) + Vp*(xo) = 1 und
lim x, = a.

Wir erhalten, dass u(x) = lim y,(x) = 0, u/(x) = lim yj(x) = 0, u"(x) =

= lim y;(x) = 0 ist. Da u(x) eine nichttriviale Lésung von (1) ist, kann sie nur eine

(zweifache) Nullstelle haben. Da aber u'(x) = 0 ist, kann u(x) keine Nullstelle
haben.

Es gelte nun B(x) = 0 in keinem Teilintervall von (a, c0). Dann ist u”(x) =
= —A(x) u'(x) — B(x) u(x) 2 0, wobei das Zeichen = nur in diskreten Punkten
gelten kann. Aus dieser Tatsache folgt, dass u”(x) in (a, c0) positiv ist und zunimmt.
Dasselbe gilt auch fiir u'(x) und u(x). Daraus folgt, dass lim u(x) = lim u'(x) = oo
ist. T e

Bemerkung 2. Die Voraussetzung ,B(x) = 0 in keinem Teilintervall von (a, o)"
ist nicht iiberfliissig, wie es die Gleichung y” = 0 zeigt. Diese hat keine solche Losung
u(x) ohne Nullstelle, fiir welche u(x) > 0, u’(x) > 0, u"(x) > 0 gilt.

Satz 6. Es sei A(x) < 0, B(x) < 0, A'(x) — B(x) < 0. Dann sind die Gleichungen
(1) und (2) nichtoszillatorisch und jede ihrer Losungen hat hochstens zwei Null-
stellen.

Beweis. Verwendet man den Satz 5 auf (1) und (2), so erhilt man, dass die beiden
Gleichungen die Eigenschaft (V,) haben. Aus der Eigenschaft I erhalten wir, dass
beide Gleichungen auch die Eigenschaft (V) haben. Die Behauptung des Satzes folgt
dann aus [2], Satz 2.
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Pesrome

HEKOTOPBIE ACUMIITOTUYECKUE U KOJIEBATEJIbHBIE
CBOICTBA JAU®PEPEHLIMAJILHOIO YPABHEHUS

MAPKO IIBEL] (Marko Svec), Bpatucnasa

B paboTe permaroTcsi BOMPOCHI CYIIECTBOBAHHSI, ACUMITOTHYECKOTO MOBEICHHS
M OJHO3HAYHOCTH perneHus muddepenunanproro ypaBHenus (1) 6e3 HyaeBoil TOUKH.
Bompoc 0 CyIeCTBOBAHME TAKOTO PELICHMs GbIT PeIleH I JTHHeiHoro auddepeH-
OHAJILHOTO YPaBHEHHsSI TPETHETO MOpsiaka B paboTe [2] mpu ycIaoBUM, YTO ITO ypaBHe-
Hue obamaet cBoiictBoM (V,): Kaxcooe pewieniie npueeoennozo ypagnenus, Komopoe
umMeem 8 HEKOmMopoil Mouke X, 08YXKPAMHbIL HYAb, He umeem HYAe60i MOUKU 044
X < xo; win xe coiictBoM (V,): Kascdoe ezo pewenue, komopoe umeem O08yXx-
Kpammbvlii HyAb 8 X, He umeem Hynegoii mouku 041 X > X,. B HacTosuei paborte
peuiaeTcsi Ha OCHOBAHHUHM CBOMCTB Ko3(hduuueHToB A(X), B(x) B mepByHO ouepenb
BOIPOC 06 aCHMITOTHYECKOM IIOBEICHUH pelleHust 6e3 HyIeBOM TOYKH U BONPOC 06
OHO3HAYHOCTH TakKoro petmeHust. J[oka3aHbl ClIeAyIOLIHEe TEOPEMBI:

Teopema 1. ITycme 3A'(x) — B(x) £ 0 u nycmv 3Hak = He umeem Mmecma Hu
8 Kakom uacmuynom unmepsaie unmepsara (a, ©). Tozoa ypasnenue (1) o6aradaem
ceoticmeom (V) (u, caedosamenvho, ceoiicmeamu I, 1L, II). Ecau A(x) < 0, mo cy-
wecmeyem pewenue u(x) ypasnenus (1), komopoe He umeem Hyae8oli MOUKYU U 041
KOMOpPO20 BbINOAHEHO cAedyloujee:

ux) '(x)u"(x) £ 0, sgnu(x) = sgnu'(x) £ sgnu'(x), limu'(x)=0.
X
Ecau npu smom ypasnenue (1) umeem roaebaoweeca peuenue, mo u(x) sagisemcs
eduncmeennvim (8n10mov 00 AUHEHOU 3A6UCUMOCMU) HEKOAOMOWUMCS DeuleHuem
u cnpasedauso 04a Hezo caedyruee: lim u(x) = 0.

X 0

Teopema 2. ITycmos A'(x) £ 0, A(x) < 0, lim A(x) + 0, B(x) = 0 u nycms B(x) = 0
X0
He umeem mecma HU 8 KAKOM YACMUYHOM UHMeEP8ALe UHMEPBAald.
Toz0a svinoanenst 6ce ymsepyucIenusn meope mol 1 u, nomumo smozo ewe: u(x), u'(x)

u"(X) AsaI0MCA MOHOMOHHBIMU PYHKYUAMU, U

(20) lim u(x) = lim «'(x) = lim «"(x) = 0,
1) lim A(x) u*(x) = 0.

Pewenue u(x) asaaemca eouncmaeHHoiM (6110Mb 00 AUHELIHOT 3ABUCUMOCTIU) peuie-
Huem, 600y OMAUYHBIM OM HYAA U ebinoanAlowum coomuouwenue (20) (nesasucumo
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om mozo, xoaebaemces au ypasuerue (1) uau nem). Bee pewenus ypasnenus (1), komo-
pole He yoosaemeopaiom ycaosuam sgn u(x) = sgn u”(x) + sgn u'(x) umerom oouna-
K08blli KoebameavbHblii Xapakmep.

Teopema 3. ITycmos A(x) < 0, B(x) = 0, B'(x) = 0. ITycmb coomnowenue B(x) = 0
He umeem Mecma HU HA HAKOM uACMUYHOM unmepease unmepsasa (a, o). Tozoa
Ccnpaseoaussl @ce ymeepiucoeHus meopemol 2, moavko emecmo (21) ewinoaneno:
lim B(x) u*(x) = 0.

X 0

Teopema 4. [Tycmv 3A'(x) — B(x) 2 0 u nycmob 3uak = ne umeem mecma Hu
6 Kakom uacmuynom unmepsase unmepeaia (a, o). Tozoa ypasuenue (1) obaadaem
ceoiicmeom (V,) u umeem pewenue u(x) 6ez myaesoii mouxu. Ecau A(x) < 0, mo:
u"(x) > 0, u'(x) > 0 ulim u(x) = oo.

X 0

Teopema 5. ITycmo A(x) < 0, B(x) < 0. Toz0a ypasnenue (1) umeem ceoiicmeso (V)
U 044 Kaxncoo2o e2o pewenua y(X) ¢ 08YXKPAMHbIM HYAeM GbINOAHEHO cAedyioujee:
lim y(x) = lim y'(x) = 00 u y"(x) > 0 (ecau y(x) > 0 044 6oavwux x) u ne ybvisaem.
x— 00 x>0
Vpasuenue (1) umeem mooce pewenue u(x) 6ez nynesoii mouku. Ecau B(x) = 0 ne
6bINOIHEHO HU HA KAKOM YACMUYHOM unmepsase unmepsasa (a, o), mo € u(x) > 0,

eu'(x) > 0,eu"(x) > 0,lim ¢ u(x) = lim e u'(x) = o0, ¢ u"(x) Ha (a, 0©) 603pacmaem.
X 0 X0

e = +1.

Teopema 6. ITycmb A(x) < 0, B(x) £ 0, A'(x) — B(x) £ 0. Tozoa ypasnenue (1)
u ypasHenue (2) AGAAIOMCA HEKOALOAMENbHBIMU U KANCOOE UX peuleHue He umeem
00ble 08YX HYNEGBIX MOUEK.
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