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ENCORE SUR LES SURFACES DE TROISIEME ESPECE
DE TERRACINI

FromM MARcus, Jassy
(Regu le 2 janvier 1964)

On démontre que les images de toutes les surfaces de troiséme espéce de
Terracini sur I’hyperquadrique de Kiein de S5 sont des congruences Cy,
c’est-a-dire des congruences de S, avec les nappes focales non-dégénérées qui
admettent un réseau conjugué a invariants égaux a zéro.

On fait voir que la classe des surfaces de troisieme espéce de Terracini est
plus étendue que celle donnée en [3] qui contient seulement les surfaces
limite de Tzitzéica-Wilczynski.

Enfin on démontre, contrairement au résultat obtenu en [3], qu’il existe
des surfaces de troisiéme espéce de Terracini qui sont transformées par
congruences W en quadriques.

Soit pgq une congruence de droites de I’espace projectif S,, dont les nappes focales
sont non-dégénérées, et que ’on suppose rapportées aux développables u = const.
et v = const. ’

En disposant d’une maniére convenable du facteur de proportionnalité des co-
ordonnées p et g, on peut poser

(1 Po=74; a,=Bp (By *0).

Si la congruence admet un réseau conjugué a invariants égaux, alors d’aprés B.
SEGRE [1], pq est une congruence C. Dans ce cas, le réseau est décrit par le point

(2) z=Up—-Vgq,
avec U = U(u) et V = V(v), et il existe une fonction @ de u, v telle que [1]

(3) B=90,; y=9,;
(U = V)&, — VV'®, + UU'®, =0.

D’aprés un théoréme de Koenigs la congruence admet un deuxi¢me réseau a inva-
riants égaux, et que I’on obtient en prenant le conjugué harmonique du point d’appui
du premier réseau par rapport aux points focaux de chaque rayon de la congruence.
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Deux tels réseaux forment une paire I’ de réseaux conjugués avec la congruence C.
D’apres B. Segre [l] une congurence C admet généralement une seule telle paire.
Si elle admet deux, elle admet une infinité.

Nous dirons brievement congruence C,, une congruence de droites d’un S, avec
les nappes focales non dégénérées, si elle admet un réseau conjugué a invariants
égaux a zéro. Avec ces hypothéses, le transformé de Koenigs-Moutard de ce réseau
ne peut pas étre aussi un réseau a invariants égaux a zéro. Une paire de tels réseaux
sera notée par I'y. La condition nécessaire et suffisante pour quune congruence de
droites soit de type C, est qu’il existe une fonction @ de u, v et deux fonctions U(u)
et V(v), tels que

(4) ﬂ=¢u; y=¢v9

w*-vye, -vv'e,+ U ¢,=0, Vo,+V &, - UPP, =0.
En ce cas le point v
(5) z*=Up — Vq,

décrit le réseau z¥, = 0. A différence d’une congruence C, dans le cas d’une congruen-
ce C, la fonction @ ne peut pas étre arbitraire. Si U = + V = a, alors la congru-
ence C, admet une seule paire de réseaux Iy et z = p F q décrira le réseau a inva-
riants égaux a zéro.

Dans ce cas, il résulte

(6) ®,, = + 0,0, .
Donc
(7) @ = TFlog(F+Y),

avec F = F(u) et ¥ = ¥(v).
Si U, V & forment une solution de (4) et si 'on cherche la fonction @ telle que les
conditions (4) soient aussi satisfaites pour U + ¢ et V + ¢, alors on trouve

(8) ®=7TFlog(F+¥); U=c*F;+ci; V=TFc*¥ + ¢}
(c*, ¢} = const.).

Réciproquement, si @ est une solution de (6), alors il résulte de (4).

(9) U—"Y———c*.

F e
Sic*=0,alors U=+ V=a (a = const.) et la congruence C, correspondante
admet une seule paire de réseaux I'y. En ce cas, le point z = p — g décrira le réseau

a invariants égaux i zéro, tandis que z = p + g décrit le réseau transformé de
Koenigs.Moutard, ou a I’envers.
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Si ¢* % 0 alors on obtient
(10) U=c*F+dy; V=Fc*¥ +d,
et nous avons
(11) ¥ =(c*F +d)p— (F ¥ +£d)q.

La congruence C, admet alors oo! paires de réseaux I',.
0 0

Sans continuer ici 'étude des congruences C,, considérons une surface (x) de S;
rapportée aux lignes asymptotiques et I'image de la surface sur une variété quadratique
de P’espace S5. Comme il est bien connu, 'image de la surface est une congruence
de droites et en ce cas les coefficients 8, y de (1) sont les coefficients bien connus de
la théorie des surfaces [2]. De (4) et (7) il résulte que la congruence quadratique,
image de la surface (x), est une congruence C, si et seulement si

R4ON

=__F'(u). _ -
(11) B=7F V=F o

F+vy’

Les surfaces (x) correspondantes existent et dépendent de deux fonctions arbitraires
d’un argument et de trois constantes, car les conditions de compléte intégrabilité
des équations fondamentales de la théorie des surfaces s’intégrent et I'on obtient [2]

2 "
(12) L=->_F _+ F Lcpicrra,,
2(F+%)? F+VY
3 '{,12 lP//

+CY2FCW+C,.

=-: +
2(F+ %72 F+¥
De (11) il résulte

(13) B,=7.= % By.
Donc
(14) (10g B)uy = (108 7)uy = By -

Par conséquent, les asymptotiques u et v appartiennent a des complexes linéaires [2]
et les surfaces (x) correspondantes sont des surfaces de Terracini.

Nous avons donc le

Théoréme. Limage d’une surface sur 'hyperquadrique de Klein de Ss est une
congruence C, avec un seule paire ou avec oo’ paires de réseaux I'y si et seulement
si elle est une surface de Terracini avec

0N

b
; (U)
F+VY

Y= -
F+¥
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Il reste maintenant a préciser I’espéce d’une telle surface. Pour cela nous consi-
dérons la représentation paramétrique des surfaces de Terracini donnée en [3] par
O. RozeT et N. LEGRAIN, en coordonnées de Wilczynski.

Avec les notations classiques de Fubini-Cech, les expressions de f, y qui résultent
de la représentation paramétrique des surfaces de premiére, deuxiéme et troisiéme
espéce données en [3] sont respectivement:

_o2ywt o =2uver
- O.(VOI _ U10)2 I 0(V°1 _ UIO)Z ’
oVl — U9)? = 2(UU% — VV°?) — U + Vo),

) B

U30 V03
ﬁz_v ’y:~u ;(0"=uU20+UV02"'U10"'V01),
o o
U30 V03
p= - =T e=um vy,
o g

U et V étant des fonctions arbitraires respectivement de u et v, avec la réserve que
ni U ni ¥ ne soient pas de polyndmes du second degré. Ajoutons encore I'observation
de O. Rozet et N. Legrain, qu’une surface (x) de la troisieme espéce ne peut pas
étre transformée par une congruence Wen une quadrique.

Dans [4] nous avons demontré que ce résultat de O. Rozet et N. Legrain résulte
immédiatement de certains résultats dus & Fubini-Cech, étant donné que les surfaces
qui d’aprés [3] sont des surfaces de Terracini de troisiéme espéce appartiennent au cas
limite des surfaces de Tzitzéica-Wilczynski [2]. De (I5) et (11) il résulte que les images
de toutes les surfaces-limite de Tzitzéica-Wilczynski sur I’hyperquadrique de Klein
de S5 sont des congruences C, avec une seule ou avec oo’ paires de réseaux I'y.

En posant
(14") U =cF+4+c¢; V2=c¥ —c,,

et en tenant compte de (12), il résulte que les surfaces déterminées par (11) sont
projectivement appliquables, respectivement projectives-similaires avec les surfaces-
limite de Tzitzéica-Wilczynski. De (I) on déduit de méme que les images sur la
variété quadratique V2 des surfaces de deuxiéme espéce avec

(15) U*® =clogu +¢;; V°2=FclogvFec,
* *
P G,
u v

et seulement dans ce cas sont des congruences C,.

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier s’il existe aussi quelques classes de
surfaces de premiére espéce dont I'image sur ’hyperquadrique de Klein soit aussi des
congruences C,. Nous avons donc le
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Théoréme. En dehors de quelques classes de surfaces de deuxiéme et peut-étre
de premiére espéce, les images sur ’hyperquadrique de Klein de toutes les surfaces
de Terracini qui appartiennent au cas-limite de Tzitzéica-Wilczynski ou sont
projectivement applicables ou projectives-similaires avec ces surfaces, sont des
congruences Cy.

2. Montrons maintenant qu’une surface de troisieme espéce ne peut pas étre
projectivement applicable avec une surface de premiére ou de deuxiéme espéce de
Terracini. En effet, dans le premier cas il résulterait [3]

(17) U+n)(U*+v°%) =0
et dans le deuxiéme cas
(18) (u—v) (V2 = U**) = 0.

Mais ces relations doivent €tre exclues d’apres la réserve faite sur les fonctions U et V.

Par conséquent, de (14') et (12) il résulte que la représentation paramétrique des
surfaces de troisiéme espéce donnée en [3] ne contient pas, au moins, toutes les
surfaces de troisi¢éme espéce de Terracini, car les surfaces déterminées par (11) et (12)
dépendent encore de 3 constantes arbitraires.

Mais cela n’est pas tout, car nous montrerons qu’il existe des surfaces projective-
ment applicables avec les surfaces limite de Tzitzéica-Wilczynski représentées
paramétriquement dans [3] et qui, d’aprés Pobservation du commencement de ce
paragraphe, sont aussi des surfaces de troisiéme espéce, peuvent étre, contrairement
a la conclusion faite en [3], transformées par congruences W en quadriques.

Pour la démonstration nous nous servirons de la méthode de Fubini pour I’étude
des congruences W.

Soit
(19) ' a_
I’équation d’une famille de développables d’une congruence Wayant pour la premiére

nappe focale une des surfaces déterminées par (11) et (12). Alors A4 et B est une
solution du systéme

(20) A, +B=0: B,+A=0.

Supposons que la deuxiéme nappe focale de la congruence est une quadrique. Alors[2]

=

u

It

B
21 =20,
(21) B SN

!
CIIN
z |2

z|
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N étant une solution de 'équation en N de Fubini [2]

A B
22 Nuv+_ﬂNo+_yNu=0a
(22) 5 i

et vérifiant aussi la condition [2]
(23) N = (2BB,, + 2BM — B}) — (244,, + 24*L— A?).
De (20) et (21) il résulte

(24) Lo _ Yo, Zu_ Ve

De méme, de (20), (24) et (22) on déduit
(25) (log N),, = (log N), (log N), .
Donc

(26)

N S
Fi(u) + ¥4(0)°

Considérons le cas ol Fy(u) = F(u) et ¥,(v) = ¥(v). Dans ce cas, de (24) nous
aurons

(27) a=-Y . gV
F+V% F+V%
et de (20) et (11) il résulte U = V = — a (a = const. que I'on peut rendre égale 2 1).
Donc
(29) A=B= 1+ _
F+¥

En introduisant dans la condition (23) les expressions trouvées de N, A, B, et les
valeurs (12) de Let M, on trouve

(29) cC=0, C,=-1

et les surfaces correspondantes dépendent, en dehors de deux fonctions arbitraires
d’un argument, d’une seule constante et admettent oo! déformations projectives.
Nous avons donc le

Théoréme. I/ existe des surfaces de troisiéme espéce de Terracini qui peuvent
étre transformées par congruences W en quadriques. Elles dépendent de deux
fonctions arbitraires d’un argument et d’une constante.
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Pe3ome
EIIE O IIOBEPXHOCTAX TEPPAUMHU TPETBEI'O POOA

P®POUM MAPKVYC (Froim Marcus), Sccer

Konrpyssnuusi L B IpO€KTUBHOM IIPOCTpaHcTBe P, Ha3biBaeTcss KOHrpysHnuei Co,,
€cJIi OHa OOIYCKAeT CONPSDKEHHYIO CeTh C HYJIEBBIMH 3HAUYCHMSIMU WHBAPHAHTOB;
cm. [1]. B pabore moxasaHo, 4To KJIeHHOBCKHE 06pa3hl BCex moBepxHocTeit Teppa-
YHHU TPETHEr0 POJA SBJISIOTCS KBaJpaTHIeCKUMH KOHrpysHmusvu tumna C,. IToxa-
3aHO, YTO IapaMeTPUYEeCKOe NpeACTaBICHUE IIOBEPXHOCTEH TPEThEro poja, IMpuBe-
JeHHoe B [3], He sBISIETCS MOJIHBIM, TaK KakK CONEPXKHUT JIMIIb IPEeIIbHBIE TIOBEPX-
HoCcTH moBepxHOcTel Ilymelika-BuipuunHckoro. B 3akiifoueHmWe TOKa3bIBAE€TCS, YTO
CYLIECTBYIOT IOBEPXHOCTH TeppadyuHU TpeThero Mopsiika, KOTOpble MOXHO C IO-
MOILBI0 KOHIPpY3HOUA W mpeoOpa30oBaTh B MOBEPXHOCTH BTOPOTO MOPSIKA; 3THM
CaMBbIM OIPOBEpraeTcs ofHO yTBepxkaeHue u3 [3].
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