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SUR LA TRANSFORMATION LINEARISANTE

BonuMiL CENKL, Praha

(Regu le 15 juin 1962)

Dans le présent travail on généralise les transformations linéarisantes
de Cech aux espaces fibrés 4 connexion et a des variétés générales.

La théorie des correspondances entre deux espaces projectifs de méme dimension
était développée, dans le dernier temps, surtout par CecH, ViLLA, VAONA, MURACHINI,
Vranceanu et d’autres. On étudiait les correspondances existant entre des espaces
projectifs, affines, euclidiens; certains résultats ont été transportés a ce qu’on appelle
variétés de Konig a connexion projective (voir [6]). Dans le présent travail, nous
étudions les correspondances existant entre deux expaces fibrés E(B, F, G, P),
E'(B’, F', G', P') a connexion, associés aux espaces fibrés principaux P(B, G),
P'(B’, G’), ou les bases B, B’ sont des variétés différentiables de méme dimension,
F est une variété différentiable, G un groupe de Lie opérant transitivement sur F,
G’ un sous-groupe de G laissant invariante une sous-variété F’ de F. La correspon-
dance quiexisteentre E et E’ se réduit & une application différentiable de F dans F. C’est
pourquoi nous introduisons dans la premiére partie de notre travail une généralisation
des transformations linéarisantes au cas de correspondances existant entre deux
variétés différentiables de méme dimension, sur lesquelles opére transitivement un
groupe de Lie. Nous discutons ensuite les rapports, mentionnés ci-dessus, de ces
transformations a la correspondence existant entre E et E’. Enfin, nous montrons que
pour une certaine spécialisation nous obtenons de ceci la théorie déja bien connue
des correspondances entre deux espaces affines de méme dimension.

1. Soient données deux variétés différentiables & n dimensions, X, et ‘X, et une
correspondance C (c’est-a-dire un homéomorphisme différentiable) entre ‘X, et X,
Soit ensuite donné un certain ensemble X d’applications bi-univoques et différentiables
de la variété X, sur 'X,. Dans cette partie de notre travail, nous allons montres
comment et sous quelles hypothéses il est possible de définir une transformation
Z-linéarisante généralisée, de la correspondance C. (A propos de toutes les fonctions
considérées dans ce travail nous supposerons qu’elles sont de classe C', r > 1.)
Au voisinage U, ou ‘U resp., d’un point x4, ou 'x,, sur la variété X,, ou resp. ‘X,
ayons les coordonnées (x', ..., x"), ou encore ('x’, ..., 'x") telles que xo = (xg, ..., Xp,
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et 'x, = (’x(l,, ceos 'x'(;). La correspondance C soit donnée, en coordonnées locales,
par les formules

(1) xt=i(x!, ..., x"), x'=y¢i(x' ..., %",
oul’on a
(2) "X = @ (x0s o0 XB) s Xb = Y('xGy ..ns 'XD) .

Nous écrirons tout bref 'x = ¢(x), x = y('x) et nous appliquerons une notation
analogue dans ce qui suit aussi. En coordonnées locales, une application k € X sera
notée comme

(3) xt=ki(x, . x"), xP=h(xY LX),

k sera toujours choisie dans X de fagon a ce que I’on ait

(4) "xb = k{(xg, .. 7)), xb = hi('x5, ..., 'X5) .

Evidemment, {(8/0'x"), ..., (0/0'x™)} est une base du F-module de champs vectoriels
sur 'X,, d’'une maniére analogue {(9/0x"), ..., (8/0x")} est une base du F-module de
champs vectoriels sur X,. (F est I'ensemble des fonctions réelles sur la variété en
question.) Supposons que nous ayons, sur la va variété 'X,, un champ vectoriel 'V:

9
axt’

) (%) = v{('x)

La correspondance C nous détermine alors sur X, le champ vectoriel V = (dC) 'V cor-
respondant au champ vectoriel ‘V de la variété ‘X, par la transformation dC (différen-
tielle de la transformation C). Nous avons donc

d'x!

© a0y vy =vlot) (3) = vea).
‘x=p(x

L’image du champ vectoriel V de la variété X, par une transformation k€ X de la
variété X, sur ‘X, est un champ vectoriel "V('x) sur la variété 'X,; "V('x) = (dk) V(x).

(7) V() = oo (H(x) (%)Wm («’jl_cj) 2

d'x* 0x7 ) o xy O'X'
Ecrivons sommairement

j Kk
(8) AY('x) = @l’—) (a—k—> .
%) o \O% Ju)

1) Les indices i, j, k prennent les valeurs 1, 2, ..., 7.
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On voit que I'on a

’ ” ’ i’ j ’ aA’; a
) [V, "V](x) = oi('x) v(@(h() (2] == +
d'x' /). 0'x
j 0
+ v'('x A¥(x) — — vi(o(h('x AX('x) —
09 (5). A = ot (75) 409
Soit ‘x, : 'xi = 'x¥(t), =1 < t < 1, 'x§ = 'x%(0), une courbe dans ‘U sur ‘X, passant

par le point ‘x,. La correspondance C associe a la courbe ‘x, la courbe x, = C'x, :
:x; = x(f), =1 £t £ 1, x§ = x%(0) dans U sur X, passant par le point X,. Par la
transformation k € Z nous obtenons de la courbe x, sur X, une courbe 'y, = kx,
sur ‘X,

Définition. Nous disons d’une transformation k€ X qu’elle est transformation
tangente a la correspondance C au point 'x,, lorsque les courbes ‘x, et 'y, = kC’x,
ont au point commun 'x, un contact de premier ordre pour n’importe quel choix de la
courbe ‘x, dans ‘U sur 'X,, passant par le point "x,.

Supposons ensuite que ’ensemble X d’applications biunivoques différentiables soit
tel qu’il n’ existe pas de k, € X pour laquelle les courbes ‘x, et 'y, = k,C’'x, aient un
contact du deuxiéme ordre en 'x, pour toutes les courbes ‘x, passant par le point ‘x.

Dans notre cas, nous avons

(10) xi=y{('x}, ... 'x xo = Y('xo)
= ki(y(x), .. 'x:')) , "xo = k(Y(xo)) -

Nous voyons donc que la condition nécessaire et suffisante pour que les courbes ‘x,,
'y, aient un contact du premier ordre en x, est que ’on ait

ok oy ,
11 — = 6" A
() <6x’>x° (a'xk>,,o y

Si donc une transformation kg€ X est tangente a la correspondance C au point x,,
nous avons manifestement, en vertu de (9) et (11)

(12) Ww=hx0[VWNW—MmﬂM%Ml(a>

a/ i X alxk

It

Nous pouvons énoncer le théoréme suivant:

Théoréme. Soit 'Vun champ vectoriel sur la variété 'X,,. Alors la correspondance C
existant entre ‘X, et X, et la X-transformation ky tangente en x, @ la correspon-
dance C associent au vecteur 'V('x,) le vecteur L('x,) (cf. (12)). Cette application
est une transformation quadratique définie- sur Pensemble des vecteurs T('x,)
tangents a la variété ' X, en 'x,, et qui ne dépend pas du champ vectoriel 'V sur 'X,
mains seulement du vecteur 'V('x,).
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Définition. La transformation £: 'V('x,) — L('x,) sera appelée transformation
ks-linéarisante de la correspondance C.

Remarque. Sur I’ensemble des vecteurs T('x,) tangents a la variété ‘X, en 'x,,
nous définissons le produit de deux vecteurs ‘A, ‘B par la formule

(13) "A0'B = 3['A"B] + }['B'A4].

De cette fagon, T('x,) devient une algébre commutative, appelée k;-algébre de Cech
associée a la correspondance C. Si A = B, nous avons évidemment A [] 4 = L.
11 est clair que le théoréme donné, en liaison avec I’algébre de Cech, nous donne une
généralisation de la notion de transformation linéarisante, introduite et étudiée en
détail dans les travaux [2], [3], [7].

2. Tant que nous considérons des variétés différentiables & n dimensions X,, 'X,,
sur lesquelles opére transitivement a gauche un groupe de Lie G, nous pouvons
définir I'algebre de Cech d’une fagon un peu différente. Supposons donc que nous
ayons deux variétés différentiables a n dimensions X, et 'X,, sur lesquelles opére
transitivement & gauche un groupe de Lie G. Soit H un sousgroupe fermé de G qui
laisse invariant un certain point fixe x, € X,, et 'x, € ‘X,. Supposons ensuite, que la
variété homogeéne G/H soit réductible, c’est-a-dire qu’il existe un sousespace M de
l'algébre de Lie G du groupe de Lie G, tel que G = H + M avec adj (H) M = M.
(Ici H est algebre de Lie du groupe H.) Soit w la 1-forme d’une connexion linéaire
cannonique G-invariante sur G/H (voir [5]). Soit C un homéomorphisme différen-
tiable de ‘X, sur X, tel que x, = C'x,. Au voisinage U du point x, sur X, et au
voisinage ‘U du point ‘x, sur ‘X, ayons les coordonnées locales (x',..., x"),
('xl, . ’x"), — cf. la partie 1 de notre travail. L’homéomorphisme C est donné,
en coordonnées locales, par les équations (1.1), (1.2). Ecrivons la transformation de
la variété X,, donnée par un élément a du groupe G, en coordonnées locales:

(1) yi=0l(x X" Ay ),

ou 4, ..., 4, sont les paramétres du groupe G. Soit g la transformation donnée par
I’équation

(2) X=Xt L X" Ay e Ay)

g est une application de X, sur ‘X, telle que y' = ¢'(x, 1) est une application de la
variété X, sur elle-méme donnée par un élément du groupe G. Supposons qu’il existe
des constantes A9, ..., A2 telles que 'xh = @'(x}, ..., xb; A3, ..., 7). Au lieu d’écrire
la transformation g, sous la forme

(3) %= i(xt %" A%, LAY
nous notons les transformations g, et g5 Par
(4) %t = pi(x!, ... X", x'=qi(x" ... x") .
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Sur la variété ‘X, ayons un champ vectoriel 'V (1.5). La correspondance C détermine
alors sur X, le champ vectoriel V (1.6). La transformation g, de X, sur ‘X, nous
donne pour I'image du champ vectoriel V sur X, le champ vectoriel

(5) v = olal) (5 ) (jﬁ")ﬁ( ) L

Lorsque nous nous bornons a deux voisinages suffisamment petits U, ‘U des points x,
‘x, respectivement, donnés sur les variétés X,, ou ‘X, et que nous prenons un point
"xy # 'xo dans ‘U, alors il existe 1 = A("x;) € M tel que I'on a ceci: Soit gys) le sous-
groupe 4 un paramétre du groupe G donné par I'élément 1, alors "x(s) = g(s) 'x,,
"x, = p(¥('x,)) est une géodésique sur 'X,; s est un paramétre affine sur cette courbe
et il existe s('x;) = s, tel que "x(s,) = 'x,. Le transport paralléle le long de 'x(s) est
équivalent a I'opération correspondant a I'élément g(s) du sous-groupe a un para-
métre du groupe G [5]. Le transport paralléle du vecteur “V('x,) le long de la géodé-
sique 'x(s) au point "x, nous donne le vecteur K.,('x;) = K('x;),

oyt op' or’ 0
6 K('xy) = vi(x — — —
( ) ( l) ( 1) <a/ ;) (axk>q(x"(xl)) (a,xl>’x1 o'x

ou la transformation de la variété ‘X, correspondant & I’élément g(s) € G est écrite
en coordonnées locales comme

(7) yh=ri(xh L, X" Xy s)

avec 'xi = k('x3, ..., 'X3; 'Xy; So). La transformation g(s,) sur ‘X, est donc donnée
par les équations

8) = k(X" X" Xy se) = ("X, Ll X")

Nous avons maintenant sur ‘X, deux champs vectoriels: 'V et K.,. Si nous écrivon
pour simplifier

k 1 j .
) WY (e %) = Bi(x),
%) \OX* ) x=1xipy \O'X' ),

il sera aisé de faire voir que nous avons

’\/ ].

00 17K 00 = o) 209 S8 % (22— 3 22

Soit 4y = lim A('x,) et soit a(s)€ G le sous-groupe & un paramétre du groupe G
x1="xo

correspondant au point 1, € M. Soit a(r,) la transformation du sous-groupe & un

paramétre précité telle que 'xo = a(ro) 'xo. On a évidemment a(ry) = s('xo) = e

(e étant ’élément unité du groupe G) Nous arrivons donc immédiatement a I’énoncé
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suivant: Soit g(s) le sous-groupe & un paramétre du groupe G correspondant a un
élément A('x,)€ M et soit Ao = lim A('x,), alors a(r,) = lim g(so) o a(s) est le

‘x1—'xo x1—'Xx0

sous-groupe 4 un parameétre correspondant a 1’élément A, € M. Ecrivons maintenant
g(so) au lieu de (8) sous la forme de

[ r i 1 i r i aKi

(11) yl= x'l +(x'— Xy (‘ﬁ)

0% ) vxz= pu )

La transformation correspondant a ’élément a(r,) peut donc &tre écrite sous la forme
suivante

(12) "y = xi a":. +xt— 'xd _‘?_’f_ +
0'x )ors 0'X" ) xo

Nous voyons donc que I’on a

Orct ; 0%k’ V
13 ) =4, —— ) =0,.....
( ) <a,x1),xo J <arxk a/x1>’xo

Supposons ensuite que la transformation g, de la variété X, sur ‘X, soit une transfor-
mation tangente a la correspondance C au point ‘x,. Pour cela, il faut évidemment
et il suffit, que 'on ait

op* oYk ;
14 LA I
(14) (t'ix" )y

Nous avons donc et vertu de (13), (14)

(1) [V, K] (x0) = vi("o) (%) {i (a*/” 5_P">} 2

I'x'\o'x* ox' )| .., o'x’

+ ...

Le théoréme de la premiére partie de notre travail est ainsi démontré une fois de plus,
cette fois-ci pour des variétés sur lesquelles opére un groupe de Lie G, la transforma-
tion ky € 2 étant un élément du groupe de Lie. De plus, on a manifestement:

‘Théoréme. Le champ vectoriel "V sur ' X, peut, dans le cas de variétés réductibles
homogénes, étre remplacé par le champ vectoriel K., sur 'X,, sans que cela change
Palgébre de Cech en question.

3. Dans cette partie de notre travail nous allons étudier une généralisation de la
théorie des correspondances au cas des variétés fibrées & connexion. Etant donnée
une application différentiable C (une correspondance) de E(B, F, G, P) sur E'(B’, F’,
G’, P') (F' est une sous-variété de F et G’ un sous-groupe du groupe de Lie G), il est
possible de lui associer un homéomorphisme C’ de la variété fibrée principale P
sur P’. A l'aide de développement d’une courbe de la base sur le fibre type, il est
possible de remplacer la transformation C de la variété E sur E’ par une transfor-
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mation C” du fibre type sur lui-méme. Comme un groupe de Lie opere sur le fibre
type, il est possible de définir, d’'une maniére analogue a celle des paragraphes précé-
dents, une algebre de Cech sur le fibre type. Cette algébre sera alors appelée algébre
de Cech associée 4 la correspondance C entre les deux espaces fibrés E et E'.

Soit P(B, G) une variété fibrée principale. La variété différentiable & n dimensions B
est la base de la variété P, le groupe de Lie G est son groupe structurel. L’application
différentiable #: P — B soit une projection canonique. Soit ensuite E(P, B, F, G, p)
une variété fibrée, associée a la variété fibrée principale P(B, G). Nous parlons
alors d’une variété fibrée associée E, de base B, de fibre type F, et de groupe structu-
rel G. Soit F une variété différentiable sur laquelle le groupe G opére & gauche. Sur
la variété P x F, le groupe G opére a droite suivant la régle: (x,&)eP x F —
- (x, &) a = (xa, a~'¢). Nous considérons donc maintenant E comme la variété
(P x F)/G. Notons (x, ¢) la classe des points G-équivalents de P x F a laquelle le
point (x, £) appartient. Nous pouvons alors définir une projection canonique par
I'équation p(x, &) = n(x). Le fibre p~*(u) = Fu, u € B est I'ensemble des éléments
(x, &) de E, avec x € P, n(x) = u, & étant un point arbitraire de la variété F.

Sur la variété E définissons une opération P,:
P(x, &) =(x,&)a=(x,al) = (xa',&); aeG.

Nous dirons que G opere sur E a ’aide de I'opération P,.

Supposons maintenant que nous ayons deux variétés différentiables & n dimensions,
B et B, et soient P(B, G), P'(B’, G') deux variétés fibrées principales de bases B, B,
et de groupe structurel G (G’ est un sous-groupe de G), soient 7, n’ les deux projections
canoniques correspondantes. Soient E(P, B, F, G, p), E'(P',B,F,G’,p’) deux
variétés fibrées associées a P, P’ resp. Supposons que G opére transitivement a gauche
sur la variété différentiable F. F’ est la sousvariété de la variété F qui reste invariante
par les transformations d’un sous-groupe G’ du groupe de Lie G. Soit f une application
différentiable de E sur E’ telle que

(1) f(Paw) = P,. f(w)

ot w=(x,¢), aeG, a’ = g(a), ¢ étant un homomorphisme ¢ : G - G’. Soit ¢
I’homéomorphisme différentiable de B sur B’ induit par I’application f et par les
applications p et p’ de fagon a avoir @ op = p’ o f. Soit U un voisinage d’un point
ko € B de coordonnées (u',...,u"); d’'une maniére analogue, dans le voisinage
V = ¢{U) du point v, = ¢(u,) sur B’ ayons les coordonnées (v', ..., v").

Définition. Deux coupures r{u), s(u) sur U de la variété P(B, G) seront dites équi-
valentes s’il existe a € G tel que r{u) a = s(u).

Soit z, une coupure de la variété P sur U. A ce voisinage U nous associons un
point ¢ € F’ choisi arbitrairement; alors (z,(u), &) = w,(u) est une coupure de la
variété E. Soit w,(v) I'image de la coupure wy(u) par la transformation f: E — E'.
11 existe alors évidemment une coupure z; de la variété P sur V, telle que I'on ait
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wy(v) = (z,(v), £). Nous avons ainsi défini une application différentiable i de I'en-
semble P des coupures sur U de la variété P sur 'ensemble P’ des coupures sur V
de la variété P’. Nous avons évidemment

(2) Y(z(u) a) = Y(z(u))a, a€G.

Il résulte immédiatement des considérations précédentes que le théoréme suivant
a lieu:

Théoréme. Lapplication Y ne dépend pas du choix du point £ € F'.

En effet prenons un autre point n € F', n # &, il existe alors c € G tel que n = ¢
de sorte que wo(u) = (z,(u), c&) = wy(u) c. Comme 'on a (1), on a f(we(u)) =
= Pf(wi(w)) = (z(v), €).

Soit w la forme de la connexion sur P(B, G) et soit @ la forme de la connexion sur
P'(B’, G'). Soitu,, —1 < t < 1, une courbe sur B dans le voisinage U, soit v, = ¢(u,)
la courbe correspondante sur B dans V. Choisissons maintenant une coupure y(u)
sur U de la variété P, soit y, une courbe de la coupure y(u) telle que n(y,) = u,.
Supposons la courbe y, non-horizontale. Soit z, = y, . a, la courbe horizontale sur u,,
ol a,e€G,a, = e;onadoncaj;’'a, = — w(yp) (aj est le vecteur tangent a la courbe
a, € G dans le point qui correspond a la valeur ¢t du paramétre; y; a une signification
analogue.) La courbe a,, —1 < t < 1 sera appelée développement de la courbe y,
de la coupure y(u) sur le groupe G [4].

Définition. Si nous fixons un point ¢ € F’ < F, nous appelons la courbe a; *¢ de la
variété F développement de la courbe u, sur la variété F par le point &, la coupure
y(u) de P étant donnée.

Si nous remplagons la coupure y(u) par une coupure équivalente y(u) a (a étant
un point fixe de G), le développement de u, sur F par le point & pour la coupure
y(u) a sera la courbe a™'a; 'a¢, a, étant le développement de y, sur G. Lorsque au
lieu de la coupure y(u) nous prenons la coupure y(u)(u), (u)€ G, t(uo) = e,
le développement de la courbe u, par le point & sur F, pour cette coupure y(u) t(u),
sera la courbe a; '7,&. L’image de la courbe y, de la coupure y{u) par la transforma-
tion  sera une courbe x, d’'une coupure x(v) sur V de la variété P’. Nous avons donc
b,€G, by = e, lorsque byby' = — O(xy) est le développement de la courbe x,
sur G. Dans ce cas-ci, nous comprenons par cela le développement sur G’ = G.
Associons maintenant a la courbe a, ¢ (développement de u, sur F par le point &
pour la coupure y(u)) la courbe b, ' qui est le développement de v, sur F (proprement
dit sur F’) par le point & pour la coupure x(u). Désignons par A 'application A(a; &) =
= b; '¢ de la variété F sur F’ (au voisinage du point ¢) définie sur I’ensemble des
développements de toutes les courbes, passant par le point u, sur B, sur la variété F
par le point & et pour toutes les coupures sur U de la variété P. On a donc manifeste-
ment
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Théoréme. Pour toute courbe u,, —1 <t < 1, sur B passant par le point u,
et pour n’importe quel point & sur F', Papplication A jouit des propriétés suivantes:

(3) a) Mc'a; &) = ¢7'b; 'c& pour tout point fixe c € G.
b) Ma; 't,&) = b "1 1,€G, -1 St =<1, 15 =e.

Démonstration. Soit a; *¢ le développement de la courbe u, € B sur F par le
point & pour la coupure y(u). Si nous remplagons la coupure y(u) par la coupure
y(u) ¢, c€ G, le développement correspondant & cette nouvelle coupure sera la
courbe ¢~ 'a; 'c£. En se rendant compte de (2), on voit que le développement de v,
sur F par le point & pour la coupure x(v) ¢ = y(y(u)) ¢ = Y(y(u) c), cest la courbe
¢ 'b; 'c£. D’une maniére analogue on démontre que b) a lieu également.

Soit maintenant m la dimension de la variété F et soient (£, ..., &™) les coordonnées
au voisinage d’un point &, = (&g, ..., &) sur F. Une courbe ¢, est donc donnée par
ses coordonnées locales (&/, ..., &), —1 <t < 1. A présent, nous pouvons définir
le contact de deux courbes dans leur point commun sur la variété différentiable F
comme suit:

Définition. Deux courbes &, n, sur F ont dans leur point commun &, = 5, un
contact d’ordre s précisément, lorsqu’on a

ki kpi
(4) (dit) =<(-i_’1;t> (l= 1a2,9m; k=0’ 1,‘..,3),
dt t=0 dt t=0
ds+1€:' . ds+lr,:'
drt! dr*t oo
t=0 t=0

Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme suivant concernant les propriétés
du contact des développements des courbes de la base sur F:

Théoréme. Si les courbes &, = a,t,n, = b, —1 =t < 1, onten &, = ny un contact
d’odre précisement s, alors les courbes ¢* = a,t,¢, n'® = br,E, 1,€G, 15 = e,
—1<t<1, et les courbes &Y = ¢ ta,ct, iV = ¢ bet, ceG, —1 =t <1,
ont dans leur point commun un contact d’ordre s également.

Démonstration. Une transformation du groupe G opérant transitivement sur F
peut étre écrite en coordonnées locales comme

(5) El= (&, Em AL ) i=1,2,.,m,

ou 4%, ..., A" sont les paramétres du groupe G. La courbe a, sur G passant par le
point e € G sera donc écrite paramétriquement A* = a*(t), 1§ = a*(0), (x = 1,2, ...,
...,r). D’une maniére analogue b, : 2* = b*(t), 4§ = b"(0), 7, : 2* = *(t), 4 =
= 7%0), o, bien entendu, & = ®(&; A, ..., Ay) est 'application identique du
voisinage du point &, € F sur lui-méme. Le point ¢ € G soit donné par 1* = ¢*. Les
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courbes &, 1, sur F passant par le point £, sur F peuvent maintenant s’écrire sous la
forme

(6) &= @'(E0, .. &0 aly oo dl) s mi= @Yy .. £ bY, .. b))

La condition nécessaire et suffisante pourque ¢, et 5, aient en &, un contact d’ordre
précisément s est, comme nous le savons bien, la vérification des équations (4). II
faut nous rendre compte ensuite que la transformation de F donnée par le point
¢ € G peut étre écrite en coordonnées locales comme

() Y (S Ry
celle donnée par le point ¢~ sera alors
(®) L (SIS Ry

Les courbes &1, #{?) sur F, passant par le point £, sont données paramétriquement
par

©) EVF = Yo (9"(&os ©); ar); ¢}
70t = Yo (@"(&, c); by); ¢} -

Nous écrivons donc, en coordonnées locales, les équations paramétriques des

courbes &2, 7{®) comme

(10) €$2)i = q)i{(Pj(éoy Tt)’ at} >
’1$2)i = (pi{(roj(§0’ T!)? bt} .

A partir des équations (4), (6), (9), (10) il est déja aisé de déduire que dans le cas ou
les courbes &, 77,, ont en &, un contact d’ordre s précisement, les courbes &1, #(!) et
les courbes éfz), 1152’ ont aussi en &, un contact d’ordre précisément s. Il est évident,
que le contact des courbes &,, 7, ne dépend pas du choix du point £, de la variété F.

Les considérations précédentes ont la conséquence que voici: Lorsque &, est le
dévéloppement d’une courbe u, du voisinage U de la variété B sur la variété F par le
point ¢, € F' < F pour n’importe quelle coupure sur U de la variété P, I'ordre du
contact des courbes &, et 7, = A(¢,) ne dépend ni du choix de la coupure de P sur U
ni du choix du point &, € F’ < F. Si nous remplagons, dans les considérations de la
premiére partie du travail, 'homéomorphisme C de la variété ‘X, sur X, par I’appli-
cation A, définie sur ’ensemble des développements de toutes les courbes u,, —1 <
< t < 1, passant par le point u, de la variété B, sur la variété F par le point &, et que
nous identifions le systéme X avec le groupe G opérant transitivement a gauche sur F,
nous aurons (sous I’hypothése qu’il existe un élément g, € G tel que la transformation
correspondant au point g, du voisinage du point ¢, de la variété F sur lui-méme soit
une transformation tangente a I’application 1) au point &, de la variété F une algébre
de Cech et donc aussi une transformation g,-linéarisante sur I’ensemble des vecteurs
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tangents T(&,) & F dans le point &,. L’application A n’est pas biunivoque, tandis que C
dans la premiere partie est un homéomorphisme. Cependant, cette restriction n’a
aucun inconvenient, comme il est aisé de le voir. En effet, si nous supposons seulement
que C est une application différentiable de la variété X, sur X,, C fait correspondre
au champ vectoriel ¥ sur X, un champ vectoriel V' sur X, et la transformation ke ¥
tangente & C (voir la définition dans la premiére partie) y associe un autre champ
vectoriel V" sur X . L’algebre en question est alors définie d’une maniére évidente
pour ce cas-la.

Jusqu’a présent nous avons supposé que 1’on s’est donné deux variétés fibrées E, E”
et une application f de la variété E sur E’. L’application f induit une application ¢
delavariété B sur B'. A présent, nous nous posons la question de savoir si, étant donnée
une application ¢ de la variété B sur B’, B’ étant la base de E', il existe une applica-
tion f et une variété E telles que l'on ait (1). La réponse a cette question est donnée
par le théoréme suivant, dont la démonstration se déduit facilement de [1].

Théoréme. Supposons que nous ayons deux variétés différentiables B, B a n
dimensions, soit ¢ un homéomorphisme de B sur B’. Soit E' une variété fibrée
E'(B',F,G,p") oi G est un groupe de Lie donné, F une variété différentiable sur
laquelle G opére transitivement a gauche et soit p’ une projection canonique
p’ : E' — B'. Alors il existe une variété fibrée E, une application f : E —» E’ différen-
tiable telle que f(wa) = f(w) a (we E, a€ G), et une application différentiable p
de E sur B telle que op = p'f.

Remarque. Lorsque nous parlons de variétés fibrées E, ou E’, nous comprenons
par cela des variétés fibrées sur lesquelles ’opération P, est définie.

Démonstration. Notons w’' € E’ les points de la variété E’, nous définissons
alors E comme I’ensemble des points (b, w') de I'espace B x E’ tels que ¢(b) = p'(w").
Comme I'opération P, est définie sur E’, nous définissons sur E I’opération P, comme
suit: P(b, w') = (b, P,w’). Nous définissons lapplication f: f(b, w) = w’. Nous
avons donc évidemment f(P,(b, w')) = f(b, P,w') = P,w’ = P,(f(b, w')). Quant & la
projection canonique, nous la définissons par p(b, w') = b. Voici donc une des
constructions possibles de E, f, p, satisfaisant aux conditions données.

4. Nous allons montrer ensuite, que les transformations linéarisantes introduites
au paragraphe précédent pour des variétés fibrées, représentent une généralisation
de cette notion connue pour les variétés de Konig (voir [4]), ce qui signifie que nous.
pouvons obtenir, par une nouvelle spécialisation les transformations linéarisantes des.
correspondances entre deux espaces affines [2], [7].

Soient donc données deux variétés différentiables a r dimensions B, B’. Soit
GA(u, R) un groupe affine opérant sur un espace affine 4, & n dimensions. Supposons
que nous ayons une variété fibrée E'(B’, A,, GA(u, R), p’, P') associée a la variété
fibrée principale P'(B’, GA(u, R)). Soit ¢ un homéomorphisme différentiable de la
variété B sur B'. Soient U, V = ¢(U) deux voisinages de deux points uo, vy = ¢(u,)
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sur B, B’ resp., soient (u', ..., u"), (v', ..., v") les coordonnées dans U, V. Dans ce qui
suit, nous nous bornons aux voisinages U, V au lieu de considérer les bases B, B'.
Nous pouvons donc écrire z' € P', 2z’ = (v, g), g€ G = GA(u, R), et w € E', w' =
= (v, g, &), £€ A,. Nous définissons ainsi E comme I’ensemble des points w =
=(u=07'v),g¢&),veV, geG, €A, Onaévidlemment p(u) =v = p(v,g, &).
Soit f(u, g, &) = (p(u) = v, g, £); p(u, g, &) = u. D’aprés la définition de E(B, 4,,
GA(u, R), p, P), E est alors associée a la variété fibrée principale P(B, G). Il est
d’ailleurs clair comment on peut étendre la définition a partir des voisinages V < B’
a la base B’ enticre.

A présent, nous allons d’abord envisager de plus prés la variété fibrée principale
P(B, GA(u, R)) o GA(u, R) est le groupe affine de matrices régulieres a = (a;;),
ao; = Ooi, Ao = a,. %) La multiplication dans G est définie de la maniére usuelle:
¢ = (c;;) = ab avec ayb,; = c;;. Notons d;; les éléments de la matrice a~' inverse
de a. L’élément unité du groupe G est e = (§;;). La base du F-module de champs
vectoriels sur G est formée par les vecteurs 9/dx,; (x;; étant les coordonnées sur G):
Soit e,; = (9/0x,). la base de I'algébre de Lie G du groupe G. Les champs vectoriels
invariants & gauche soient données par l'expressions: (R,;), = a,(0/0x.;),. Nous
avons alors manifestement (R,;), = €., [R.jR.] = 0;;R; — d,;R.;. Par Pauto-
morphisme intérieur du groupe G, engendré par un élément a € G, nous comprenons
Iapplication ¢(x) = axa™'. Nous avons donc adj(a) (e,;) = a, 4;/(0/0x.;). Dé-
signons par P(B, GA(u, R)) la variété fibrée principale. G opére sur P a droite par
I'opération R, :za = R,z, a€ G, ze P. La base du module de champs vectoriels
sur P est formée par les vecteurs {0/0u®, 0/0x,;}. La base des champs vectoriels
verticaux est {0/0x,;}. Soit hZ(u, x) = ax 'homéomorphisme du fibre G, sur G,
correspondant a I’élément a € G, u étant un point du voisinage U sur B. La différen-
tielle dh;, c’est I'isomorphisme, induit par ’homéomorphisme A;, de I’espace vectoriel
tangent T(G,) sur T(G), en des points correspondants. Soit z € P et soit ax € G.
Soit 7 un vecteur du champ vectoriel invariant a gauche sur G au point ax. Il existe
alors un et un seul vecteur * tangent a P en z et tel que dh¥(t*) = 7. L’ensemble de
tous les vecteurs 7* que nous obtenons ainsi en appliquant tous les homéomorphismes
Y :n~'(u) > U x G d’un champs vectoriel invariant & gauche sur G s’appelle champ
vectoriel fondamental sur P. Il est évident que ’ensemble des champs vectoriels
fondamentaux sur P est isomorphe a Ialgebre de Lie du groupe G. Prenons en
particulier ’homéomorphisme hj~' associant & z, = (u, a) 'élément e€ G. Alors
L,; = a,{(0/0x,;),, sont les vecteurs du champ vectoriel fondamental au point z,. On
trouve aisément que ’on a:

0 0 0 0
dr)(—) =(-—=) , (R =g.(—) .
( l!) (au.z)m (aua>zog ( .‘l) ( ax’c)zo g J ( 6x,¢,->,,,g

2) Dans cette derniére partie de notre travail, les indices prennent les valeurs suivantes:
Ljk=0,1,...;x7,0n8=1,2,..,m,a=12,..,r
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{du®, dx*'} est la base de I'espace T, (P), dual de T,(P). Soient y,,/(z) des fonctions
de F telles que I’on ait

1) Vi RyZ) = Vari(2) G i -

Définissons des 1-formes sur P

(2) @ = Yuei(z) du* + X, 8y dx* .

Ensuite, considérons des 1-formes a valeurs dans I’algebre de Lie G du groupe G
(3) o=0"®e,;.

 est la forme de la connexion sur P.

Maintenant, supposons que nous ayons sur U une coupure de la variété Pz,(u) =
= (u, x(u)). Nous avons donc la forme locale par rapport a la coupure
2y 1 @1(0/0u%), = Tpef(zy) €ei» OV Tyei(21) = Yaei(21) + Xen(0x,i/0u*). Si nous rempla-
cons la coupure z, par la coupure z,(u) = z,(u) a(u), a(u)€ G, nous avons
©,(0/0u%), = I'piz,) e, avec

~ . Oay;
Tl(z3) = Fyef(z1) @uaj; + 5 g

ua

Si nous désignons par Q une 2-forme tensorielle du type adj & valeurs dans G, nous
avons

@ sz(i a—a;)= Ropel) e

ou*’

pour la coupure z sur U de la variété P. R,,; sont les composantes du tenseur de
courbure-torsion.

Revenons maintenant aux considérations du commencement de ce paragraphe-ci
concernant la correspondance existant entre deux espaces fibrés E et E’. Soit w la
forme de la connexion sur P, soit ©® la méme forme sur P’. Choisissons une coupure
z(u) = (u, e) sur un voisinage U de la variété P, soit y,(u,, €) la courbe de la coupure z
correspondant & une courbe u,, —1 < t < 1 dela base B. En parlant d’une courbe
a, = a,(t), nous entendrons par cela plus exactement a, = (a;(t)), —1 <t <1,
do; = 8;. A I'aide de son développement y, sur le groupe GA(u, R), la courbe a, =
= (a,(1)) est déterminée par le systéme d’équations différentielles

(%)

da

Ki

. du® .
= = Yazi Kt~ 3 Ki 0) = 5ni
dt Ve 2) @ dt 4x(0)

ol z, = y,a, est une courbe horizontale sur u, passant par le point y, = (uo, ).
L’application f de la variété E sur E’' nous donne une application { de la variété P

sur P’ (voir le procédé décrit dans la partie 3). L’application y fait donc évidemment
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correspondre & la coupure z sur U de la variété P la coupure w(v) = (v = ¢(u), )
de la variété P’ sur le voisinage V. A la courbe y, correspond donc une courbe x, de
la coupure w sur V. Si nous désignons par w, = x,b, la courbe horizontale sur v, =
= ¢(u,), le développement de la courbe x, sur GA(u, R) sera donné par le systéme

Si'ﬁ(j = - A’azi(wt) bxt d_u

> bxi 0) = 6Ki >
dt dt ©

(6)

ou les fonctions A,.;, définies sur P’, ont pour la connexion @ sur P’ la méme signi-
fication que les courbes 7,,; ont pour la connexion ® sur P. On voit aisément que les
équations différentielles des courbes a; !, b, ! sont

da,; du®
! — = ati NKZ DU ~xi 0) = 51:;' >
(5) 5 = Teel¥) B > 3(0)
db,; - dv* -
6’ = = - bee— b,{0) = J,;,
©) b 558 5.0

si ’on se rend compte que dans ce cas-ci (1) prend la forme

() Varl(20) = Var /(Y1) Gesli 5

et d’une fagon analogue les fonctions 4,.; vérifient

3) DaeiWe) = Agej(x) Bochi -
Supposons maintenant que nous ayons dans 1’espace 4, le repere
©) Ay,

Notons ¢ le point de I’espace A4, qui a par rapport au repere (9) les coordonnées
(&', ..., &"). Par le développement de la courbe u, par rapport & la coupure z dans P
choisie, sur ’espace A4, par le point &, nous comprenons, d’apreés la définition du
paragraphe précédent, la courbe a; *£. Il est aisé de voir que la courbe a; '¢ est
identique a la courbe décrite par le point B du systéme 4 un paramétre de repéres

(10) B, Jys e I,
définis par les équations
(1) B = A+ (0" + do) L., Je=dnl..

Or comme les d,; sont les fonctions du parametre réel ¢, données par les équations
différentielles (5), nous pouvons déterminer les repéres (10) par des équations diffé-
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rentielles, en prenant spécialement £ = A, & savoir

dB du®
12 — = Yeol ) — I
( ) dt ’ O( ) dt
dJ du®
£ = LK J)—1J )
dt el ) dr ¢
avec les conditions initiales
(13) B0) =4, J0)=J,.

D’une maniére analogue, si nous considérons la solution des équations différentielles

dcC dv*
14 -V = lar . Kr 5
(14) dt ox) dt
dK dv*
— = 2'a W\ Xt) — K >
o = feee) - Ko

C0)=4, KJ(0)=1I,,

le point C décrit une courbe qui est le développement de la courbe v, pour une cou-

pure z choisie sur P et pour I'application ¢ de B sur B’ donnée, développement sur
la variété A4, par le point A.

Dans la notation introduite ci-desus nous avons
(15) Foci(t) = Yaei¥) -
Ecrivons ensuite
(16) H,.{v) = Agei(x,) -

Si nous écrivons dans la suite w,; = Iy, (1) du®, O = [],(v) dv” nous pourrons
transformer les équations différentielles (12), (13) en une forme que nous connaissons
déja bien (cf. [6]), savoir
(17) dB = 0J,, dC = OK,,

dJ, = o, J., dK,= OK,.
Supposons maintenant que la matrice I' = (I'y), Iyr = Iy, soit de rang m <
< min (r, n) au voisinage d’un point u € U. 1l existe alors manifestement des fonc-

tions a,, *) du piont u telles que I',, = ¢, [,;, c'est-d-dire que w, = c,;;. En
procédant a une transformation réguliére de la base

A présent nous avons A = 1,2,..myo=m+ 1,...m;o=m+1,..,r.
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(18) Jo=dy+cud,, J,=1J

e e

et en écrivant dans la suite J au lieu de J' dans la base transformée, nous pouvons
écrire (171) sous la forme suivante

(19) dB = w,J;.

Par une transformation réguliére des paramétres u dans U vérifiant les équations
(20) du*’ = I,,(u)du*, du® = du®,

nous obtenons a partir de (19) 'équation

(21) dB = du’J,

nous écrivons a nouveau u* au lieu de u""). Supposons donc a présent que nous
ayons au lieu de (17) les équations

I

(22) dB = du*J,, dC = 06K,

d‘Ix = wtK‘Ii s dch = @tKKt .

11 faut cependant se rendre compte que les w,, dans les équations (22) ne sont pas les
mémes que dans les équations (17), car nous avons procédé a une transformation de
la base et des parametres dans U sur B.

Supposons ensuite qu’un homéomorphisme différentiable ¢ de la variété B sur B’
(comme nous nous bornons aux voisinages U, V sur B et B’ resp., nous pouvons
parler d’'un homéomorphisme différentiable de U sur V) soit donné, en coordonnées
locales, par I’égalité en des points correspondants. Autrement dit, appliquons & ¥V une
transformation de coordonnées v = ¢(u). L’homéomorphisme ¢ fera alors corres-
pondre au point u € U le point u € V. Dans ce cas, écrivons les équations (22) de la
méme fagon, en nous rendant toutefois compte que @.; = IT,,(u) du®. (Nous gardons
ici la méme notation IT bien que nous ayons transformé les coordonnées par v =
= ¢(u).)

Soit {B, J,} un repére du systéme de repéres {B, J,} dépendant de u, correspon-
dant a la valeur u, de u. D’une maniére analogue soit {C, K,} un autre repére. Nous
pouvons donc écrire I'affinité A de I’espace A4, sur lui-méme, qui laisse invariant le
point 4 = B(u,) = C(u,), comme suit

(23) AB=C, AJ,=a.K,, a=Detla,+0.

Pour que (23) soit ’affinité tangente 3 'homéomorphisme ¢ il faut et il suffit que
I’on ait (au point 4 de I'espace 4,)

(24) AdB = dC.
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Il est aisé de voir que I’équation (24) est équivalente a la relation
(25) (M, — a;)du* + M, du’ = 0.
11 en résulte immédiatement:

Théoréme. Pour qu’il existe une affinité tangente a I’homéomorphisme ¢ pour
une application donnée f de la variété E sur E' et pour une coupure donnée z(u) =
= (u, ) sur U de la variété P, il faut et il suffit que I'on ait ceci:

]) La dimension de Pespace tangent au développement sur I'espace A, de toutes
les courbes sur B passant par le point uy € B, par rapport a la coupure z donnée est
égale a la dimension de l'espace tangent au développement sur Iespace A, de
toutes les courbes sur B’ passant par le point u,.

2) on a
(26) H,=0, (c=m+1,..,r;t=12..,n).

ot

Si nous continuons nos calculs, nous obtenons en vertu des formules (23), (24),
(25) I’expression

(27) Ad’B = d*C + LK.,
I, = a, d%* + a0, du* — dO, — 0,0, .

Une droite dans A4, passant par le point A4 et ayant la direction /K, s’appelle droite
A-linéarisante de I’homéomorphisme ¢.

Nous allons nous borner maintenant au cas ou n = 3, r = m = 2. Appliquons
sur B et sur B’ dans les voisinages U et V de telles transformations de parameétres
que (17) devienne

(28) dB = du*J,, dC = dv"K,,
dJ, = 0,)., dK, = O,K.,
a=12; a,¢c=12,3,
ol
(29) Oeq = Toel(t) du®, Oy = I ,(v) dv”.

L’homéomorphisme différentiable de B sur B’ soit donné par I’égalité des coordon-
nées u* = v* (« = 1, 2). Nous avons alors évidemment les équations fondamentales
d’une correspondance entre deux variétés de Konig généralisées A3, (voir [6]). Nous
voyons donc que la transformation linéarisante introduite ci-dessus représente bien
une généralisation de cette notion connue pour I’espace affine.
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Pe3rome
K JIUHEAPM3UPVIOIEN TPAHC®OPMAIINU

BOI'VMMJI HEHKIJI (Bohumil Cenkl), ITpara

Jluneapusupyrowas tpanchopmanus O. Uexa 0000IaeeTcsi [Isi COOTBETCTBUM
Mexay aByMs IuddepeHIHPYeMBIMH MHOTOO0Pa3UsIMI OJMHAKOBOW Pa3MEPHOCTH.
Poinb koJjutiHeanwif, ah@UHHBIX TpeoOpa3oBaHui, ... UTpaeT (PUKCHPOBAHHOE MHO-
xecTBO TpaHchopmarumii. Kak crienuaibHbli CIydyail AeTaabHO u3yyaeTcst 00001menye
JIMHEAPU3HUPYIOIUX TPaHChOPMAanUil ISl COOTBETCTBUM MEXIY OJHOPOIHBIMH IIPOC-
TPAHCTBAMU U PACCIIOCHHBIMH IIPOCTPAHCTBAMMU CO CBsI3HOCThI0. HakoHnen, moka3aHa
CBSI3b C KJIACCHYECKMM CIIyYaeM COOTBETCTBHM Mexay adOuuHBIMU MpOCTpaHCTBAMHU
OMHAKOBON Pa3ZMEpHOCTH.
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