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YexocaoBanknii MaTemanveckuil xypuan, 1. 14 (89) 1964, Ilpara

UBER VERBANDSGRUPPEN MIT ZWEI ERZEUGENDEN

JAN Jakusik, Kosice

(Eingegangen am 1. Juli 1963)

G. BIRKHOFF [ 1, S. 221, Problem 96] hat die folgende Frage gestellt: Man soll die
freie Verbandsgruppe (= I-Gruppe) mit zwei Erzeugenden charakterisieren. Inwie-
weit ich weiB, ist diese Frage bisher nich gelost. In dieser Arbeit werden I-Gruppen
mit zwei Erzeugenden x, y untersucht, wobei 0 < x ist und [0, x] ein Primintervall
ist (diese Tatsache wollen wir mit 0 < x bezeichnen).

Im § 1 werden einige Bezeichnungen eingefiihrt. § 2 enthilt Hilfsergebnisse iiber
Kardinalsummen von I-Gruppen. Im § 3 sind Beispiele von I-Gruppen beschrieben,
die mit G,, (m =0,1,2,...) bezeichnet werden. Im §4 wird bewiesen, daB jede
I-Gruppe mi zwei Erzeugenden x, y, wobei 0 < x < y gilt, zu einer der I-Gruppen G,,
isomorph ist. Im § 5 beschreibt man alle I-Gruppen mit zwei Erzeugenden x, y, wo
0 < x gilt. Im § 6 untersuchen wir [-Gruppen mit Erzeugenden y, x; (i € M), wobei
0 < x; fiir jedes i € M ist.

1. Bezeichnungen. Fiir /-Gruppen werden wir die Bezeichnungen nach [1] be-
nutzen; die Ergebnisse aus [1, §1, §4] werden als bekannt vorausgesetzt. Erwdhnen
wir die folgende Behauptung (vgl. [1]; G ist eine beliebige I-Gruppe):

(o) Ist a,b,c€G, anb=anc=0, so gilt a+b=aub=>b+a, an

nb+c)=0.
Wenn a n b = 0 ist, so heien die Elemente a, b disjunkt. Diec Elemente a™ =
=au0, —a” = — (anO0) sind immer disjunkt und es gilt a = a* + a~. Wenn

fiir jede ganze Zahl n die Bezichung na < b erfiillt ist, so schreiben wir a < b.

Wir werden I-Gruppen G mit Erzeugenden x, y bzw. x;, (i € M) untersuchen, die
eine der folgenden Bedingungen erfiillen:

(So) 0 <x < y.

(S) 0<x, 0 <y.

(S2) 0 < x und y ist ein beliebiges Element von G.

(S3) 0<x; <y (ieM +0).

Ist G eine I-Gruppe, so bezeichnen wir mit G(+) die entsprechende Gruppe (die
Halbordnung wird dabei nicht in Betracht genommen). Das Symbol G(<) hat eine
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analoge Bedeutung. Fiir 4 = G sei v'(4) bzw. v(4) die durch A erzeugte Untergruppe
von G(+) bzw. I-Untergruppe der I-Gruppe G. Jede Teilmenge A = G ist durch die
induzierte Relation < teilweise geordnet.

2. Kardinalsummen der /-Gruppen. Es sei T = {G;} (je J =% 0) ein Systém von
I-Untergruppen einer I-Gruppe G. Es sei x € G,

(2.1) x=a;+...+a,.

Setzen wir voraus, daB es zu jedem a; ein Index j(i) € J mit a; € G;;, gibt und daB fiir
iy # iy auch G,y * Gy, ist. Unter diesen Voraussetzungen wollen wir (2.1) eine
T-Darstellung von x nennen.

Die I-Gruppe G heiBt Kardinalsumme ihrer I-Untergruppen G,(j e J), wenn die
folgenden Bedingungen erfiillt sind:

a) Die Gruppe G(-+) ist direkte Summe ihrer Untergruppen G (+).

b) Wenn (2.1) eine T-Darstellung von x ist, so ist x > 0 genau dann, wenn a; = 0
fiir i = 1,...,n gilt. Im solchen Fall schreiben wir G = ) G; (jeJ) (vgl. zB.
CONRAD [2, §2]). Ist J = {1, ..., n}, so schreiben wir auch G = G, + ... 4 G,.

Bemerkung. Aus dieser Definition folgt: Es sei G = Y.G; (j€ J) und es seien
Jji» -+» is voneinander verschiedene Elemente von J. Ist a;, b;e G;, (i =1, ..., n),
a=a,+..+a, b=>b;+ ...+ b, so gt a <Db genau dann, wenn a; < b;
firi=1,...,nist

2.1. Es sei T = {G;} (j€J) ein System von l-Untergruppen einer I-Gruppe G
mit folgenden Eigenschaften: wenn jy, j, € J, ji * ja, ay € G, a, € G}, ist, so gilt
a, 0 ay = 0. Dann ist v'(UG)) eine I-Untegruppe von G und v'(UG,) = 3G, (je J).

Beweis. a) Aus ji,j, € J, j; # ja» by €Gj,, by € Gy, folgt |by| N |by| = 0, also
nach (o) by + b, = b, + by. Daraus ergibt sich, dal die Menge v'(UG;) der Menge
aller x € G gleich ist, fiir die es eine T-Darstellung gibt. Wenn x, y € v'(UG;) ist, so
koénnen wir voraussetzen, daB x bzw. y in der Form (2.1) bzw.

y=b1+...+bn

derart darstellbar ist, daB a;, b; € G;(; gilt (in der Darstellung von x bzw. y kann man
ndmlich an passenden Stellen neue Summanden setzen, die gleich 0 sind). Unter-
suchen wir zuerst den Fall, wenn a; = 0, b, = Ofiiri = 1, ..., nist. Dann gilt nach (o)

xuy=(a;+..+a)u(by +...+b,) =(Ua)u(Ub) =
= U(a;u b)) =(ay v by) + ... + (a,u b,)ev'(UG))
und in analoger Weise

xny = (Ua)n (Uby) = U(a; n by) =
= (a; nby) + ... + (a, n b,) eV (UG)).
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Es seien ferner a;, b; beliebige Elemente von G(;). Bezeichnen wir z = (a; 0 by) +
+ ..+ (@nb)x=x—zy =y—zDax'=a}+...+a,a;=a;—a;n
Nnb; 20, y=>by + ...+ b, bj=0>b; —a;nb; =0 gilt, folgt aus dem schon
bewiesenen die Bezichung x" U y’ € v'(UG)), also das Element x Uy = x" U )" + z
gehort auch zu der Menge v'(UG;). In &nlicher Weise beweist man die analoge
Behauptung fiir x n y. Die Menge v'(UG)) ist also eine I-Untergruppe von G.

b) Ferrer wollen wir beweisen, daB v'(UG)) eine Kardinalsumme der I-Gruppen G;
ist. Aus der Definition der direkten Summe von Gruppen folgt, daBl es geniigt die
Behauptung fiir den Fall zu beweisen, wenn die Menge T endlich ist. Es sei T =
= {Gy, ..., G,}. Aus den in a) bewiesenen Ergebnissen folgt, daB jede Gruppe G;(+)
ein Normalteiler von v'(UG;) (+) ist. Bezeichnen wir G} = v'(UG,) (k€ J, k * j).
Es ist zu beweisen, daB G; n G; = {0} fiir j = 1, ..., n gilt. Untersuchen wir z.B.
Gy, Gi. Jedes Element aus G} kann in der Form a, + .. + a,, a;€G, i =2,...,n
dargestellt werden. Es sei a; € Gy n Gy, d.h. a; = a, + ... + a,(a;€ G;), und es sei

1 2 0. Dann ist a; < |az| + ...+ [a,,| =z Da a; n ]aj' =0 fir j=2,...,n
gilt, bekommen wir nach (o) a; nz =0, also a; =0, G, n G; = {0}. Damit
haben wir bewiesen, daB die Gruppe v'(UG)) (+) eine direkte Summe ihrer Unter-
gruppen G +) ist.

Setzen wir voraus, daB (2.1) eine T-Darstellung von x € v'(UG;) ist und es sei x = 0.
Nehmen wir z.B. das Element a, in Betracht. Dann ist

—a; £af +a, +... +a,,
—ay £af +ay +... +a).

Da das Element — a; mit jedem auf der rechten Seite der letzten Ungleichung auf-
tretenden Element disjunkt ist, muB8 —a; auch mit der Summe dieser Elemente
disjunkt sein, also ist — a;y =0, a; = 0.

3. I-Gruppen G,,. Betrachten wir die folgenden Beispiele von I-Gruppen.

3.1. Es sei C die Menge aller ganzen Zahlen (mit der iiblichen Operation + und
mit der natiirlichen Anordnung). F’ sei die Menge aller auf C definierten Funktionen,
deren Werte ganze Zahlen sind und F sei die Menge derjenigen f € F’, deren Werte
nur auf einer endlichen Menge M, = C von Null verschieden sind. Gilt f(i) = a;,
so bezeichnen wir die Funktion f auch mit dem Symbol (..., a;,...); a; heiBt i-te
Komponente von f. Auf der Menge F’ erkldren wir die Operationen +, N, U kompo-
nentenweise. F’ ist dann eine I-Gruppe und F ist I-Untergruppe von F’. Fiir n€ C,
f€ F' setzen wir p,f = (..., b, ...), wo b; = a,_, ist (d.h. die Komponenten von p,f
entstechen aus den Komponenten von f durch Rechtsverschiebung um n Stellen).
Es sei G, die Menge aller Paare (n, f), ne C, fe F. Setzen wir (ny, f;) < (n, f2)s
wenn n; < n, ist, oder wenn n, = n, und zugleich f; < f, gilt. Die Operation +
definieren wir in G, folgendermaBen:

(3.1) (ny, f1) + (n2,f2) = (ny + ny, pof1 +£2).
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Dann ist G, eine I-Gruppe. (In [3] wurde die I-Gruppe G, zur Losung des von G.
Birkhoff gestellten Problems iiber die Hauptideale der I-Gruppen benutzt; vgl. auch
Conrad [2, S. 216] (dort wird anstatt der Rechtsverschiebung die Linksverschicbung
angewadnt).)

3.2. Benutzen wir die gleichen Bezeichnungen wie in 3.1. Es sei m eine natiirliche
Zahl. Bezeichnen wir mit F,, die Menge derjenigen f € F’, fiir die gilt: ist i, j, ke C,
i — j = km, dann ist f(i) = f(j). Es sei G, die Menge aller Paare (n,f), n€C,
f€F,. Die Halbordnung in G,, definieren wir in dnlicher Weise wie in G, (d.h.
lexikographisch) und die Operation + erkldren wir in G,, auch durch (3.1). Es ist
leicht zu beweisen, dafl dann G,, eine I-Gruppe ist. Insbesondere ist G; zu Co C
isomorph (das Symbol o bedeutet hier die lexikographische Multiplikation (vgl.
[1,S.237])); G, ist zuderin [1, S. 216, Ex. 6] beschriebenen I-Gruppe isomorph.

3.3. Betrachten wir die I-Gruppe G,. Fiir jedes n € C bezeichnen wir s" = (0, f),
wo f(n) = 1, f(i) = Ofiir i + nistund essei F" = {ks"} (ke C), F = {(0, f)|f € F}.
Ferner setzen wir ¢ = (1, f), wo f(i) = Ofiir jedes i € C. ist. Aus der Definition von G,
bekommt man unmittelbar die folgenden Behauptungen:

a) F und F" sind I-Untergruppen von G,,.

b) Das Element s" > 0 ist ein Erzeugender der I-Gruppe F".

¢) F=YF(neC).

d) Jedes Element g € G, kann eindeutig in der Form g = nq + f mit ne C,
feF dargestellt werden.

e) Wenn in der erwihnten Darstellung g; = nq + f; (i = 1,2) gilt, soist g; < g,
genau dann, wenn entweder n; < n, oder n; = n, und zugleich f; < f, ist.

f) Firjedesne Cgilts" + g = g + s"*%.

3.4. Umgekehrt beweist man leicht:

Es sei G eine [-Gruppe, in der es Elemente s"(n € C), g und Teilmengen F, F*(n € C)
gibt (die Bezeichnung ist jetzt von 3.1 unabhingig), so daB dic Bedingungen a)—f)
aus 3.4 erfiillt sind (anstatt G, wird jetzt G gesetzt). Dann ist G zu G, isomorph.
(Beachten wir, daB (3.1) aus f) (unter Beriicksichtigung von a)—d)) durch Induktion
folgt.)

3.5. Betrachten wir ferner die I-Gruppe G,,. In diesem Falle bezeichnen wir s" =
=(0,f), wo f(n)=1, f(i) =0 fiir i % n(modm). Es sei F" = {ks"} (ke C),
F = {(0.f)|f€F,} und die Bedeutung von q sei diesclbe wie in 3.3. Dann gelten
die Behauptungen a’)—f"), die aus a)—f) dadurch entstehen, daB wir G, durch G,,
ersctzen und daB in c) anstatt ne C die Bezichung n€ {0, 1,...,m — 1} voraus-
gesetzt ist. Ferner gilt:

g') s"*™ = " fiir jedes n € C.

Umgekehrt: ist G eine I-Gruppe, in der es Elemente g, s"(n € C) gibt, so daB die
Bedingungen a’)—g’) erfiillt sind, dann ist G zu G,, isomorph.
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4. Das System S,. Wir brauchen einige Hilfsergebnisse; es sei G eine beliebige
I-Gruppe.

4.1. Ausx,yeG,0<x folgt 0< —y + x + y.

Beweis. Fiir jedes Element ye G ist die Abbildung ¢(x) = — y + x + y ein
Automorphismus der halbgeordneten Menge G(<) und es gilt ¢(0) = 0; daraus
folgt die Behauptung.

4.2. Es sei 0 < x. Die Menge {nx} (n € C) ist eine konvexe Teilmenge von G.

Beweis. Bezeichnen wir {nx} = X. Setzen wir voraus, daB es ein Element y € G,
y ¢ X und ganze Zahlen n,, n, gibt,sodaB n;x <y < n,xist. Dann existiert die klein-
ste natiirliche Zahl n mit der folgenden Eigenschaft: es gibt a€ G mit 0 < a < nx,
a ¢ X. Offensichtlich ist n > 1. Wire x < a, so haben wir 0 <a — x <(n — 1)x,
a — x ¢ X, was ein Widerspruch mit der Minimallitit von n ist. Die Elemente a und x
sind also unvergleichbar. Bezeichnen wir a U x = a,. Offensichtlich ist a n x = 0.
Wire a; < 2x, so bekommen wir (vgl. [1, S. 219, Thm. 4]) a=a —anx =
=a, —x £2x — x = x, ein Widerspruch. In dnlicher Weise fiithrt auch die
Voraussetzung 2x < a; zum Widerspruch, dennesistdannx =2x —x < a; — x =
= a — 0 = a. Esbleibt nur die Moglichkeit x < a; < nx,a, || 2x),diezu0 < a, —
—x<(mn—-1)x,a; —x ” x fiihrt, was auch ein Widerspruch ist. Damit ist der
Beweis erbracht.

4.3. Es sei H eine I-Gruppe, p, qe H,0 < p,0 < g, P = {np}, Q = {nq} (ne C).
Dann ist P = Q oder P n Q = {0}.

Beweis. Ist PN Q = U + (0), so gibt es ein Element u € U, u > 0. Dann gilt
u = p,u=q,0€U,und da U nach 4.2 eine konvexe Teilmenge von G ist, gehort p
und g zu U. Daraus folgt p = ¢ (denn U ist eine Kette und die Elemente p, g sind
obere Nachbaren von 0); also ist P = Q.

43.1. Folgerung. Esseix, y,zeG,0<x, —y+x+y=p, —z+x+z=
=g, P = {np}, Q = {ng} (n€ C). Dann ist entweder P = Q oder P Q = {0}.

Bis zu Ende des § 4 setzen wir voraus, daB x, ye G, 0 < x < y ist. Fiir jedesne C
bezeichnen wir x, = — ny + x + ny, X, = {1x,}, wobei t die Menge C durchliuft.
Es sind zwei Fille moglich:

(a) Fiir beliebige ny, n, € C, ny # ny ist X, % X,,.

(b) Esgibtny, n, e C,ny + ny,sodaBx, = x,,ist. Im Fall (b) gibt es eine kleinste
natiirliche Zahl m mit x,, = x. Fiir ny,n,€{0,1,...,m — 1}, n; % n, ist dann
Xp, * X,,- Im Falle (a) bzw. (b) setzen wir T= {X,}(neC) bzw. T= {X,}
(ne{0,1,..., m — 1}). Bezeichnen wir H = v(UX,) (X, T).

4.3.2. H ist eine konvexe I-Untergruppe von G und H = ZX,,(X,, eT).
Der Beweis folgt aus 4.1, 4.2, 4.3.1 und 2.1.

!y Das Symbol « || » bedeutet, daB die Elemente u, v unvergleichbar sind.
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4.4. Fiir jedes he H ist h < y.

Beweis. Es sei t,ne C, t > 0. Dann ist tx, = — ny + tx + ny; die Beziehung
tx, < y ist also mit tx < y dquivalent, daher ist x, < y fiir jedesne C. Es sei z€ H,
z > 0. Nach 4.3.2 gibt es voneinander verschiedene ganze Zahlen n(1), ..., n(k), so
daB z = ¢1x,4) + ... + ¢,Xq IS, wobei ¢y, ..., ¢, natiirliche Zahlen sind. Aus der
Disjunktivitit der Elemente X,¢y folgt z = c;X,1) U ... U ¢;X,q,, also nach dem
schon bewiesenen ist z < y. Wire jetzt z = y, so bekommt man (¢; + 1) X1y < ),
was nach der Bemerkung aus § 2 ein Widerspruch ist (da x,¢;y > 0, (¢; + 1) x,) >
> 1%,y gilt); daraus folgt z < y.

4.4.1. Folgerung. Aus ce C, cy € H folgt ¢ = 0.

Ist ndmlich ¢ > 0, h € H, dann gilt cy > h. Wire jetzt ¢ <0, cy = h, dann hitten
wir (— ¢) y = — h € H, was unmdglich ist.

Bezeichnen wir K = v'({x, y})-

4.5. Jedes Element k € K kann eindeutig in der Form k = cy + h(ce C, he H)
dargestellt werden.

Beweis. Nach der Definition der Menge K kdnnen wir k € K in der Form k =
=c¢;x + dy + ... + ¢;x + d;y darstellen, wobei I eine natiirliche Zahl ist und ¢;, d;
ganze Zahlen sind. Durch Induktion in Bezug auf [ beweist man, daB k in der Form
k=cy+(—ey+ex+ey)+...+(—ey+cx+ ey) =cy+ h darstellbar
ist; offensichtlich ist h € H. Wenn zugleich k = ¢’y + h’, h’ € Hgilt,soist(c — ¢') y=
=h" — h,alsonach 44.1istc —c' =0, h — h =0.

4.6. Es sei ¢,c’€C, h,h"e H. Die Beziehung cy + h > ¢’y + h’ gilt genau
dann, wenn ¢ > ¢’ ist, oder ¢ = ¢’ und zugleich h > h’ ist.

Beweis. Die Beziechung cy + h > ¢’y + h'ist mit (¢ — ¢’) y > b’ — h dquivalent
und damit ist nach 4.4 und 4.4.1 die Behauptung bewiesen.

Bemerkung. Da die Menge {cy} (c € C) eine Kette ist und H ein Verband ist,
folgt aus 4.6, daB auch K ein Verband ist. Es gilt auch die stirkere Behauptung:
4.7. K ist ein Teilverband von G(£).

Beweis. Da K eine Untergruppe von G(+) ist und fiir u, v € K die Gleichungen
uvv=[00(w—-—u)]+u unv=[0n(—u)]+ u erfiillt sind, geniigt es zu
zeigen, daB 0w ue K, 0 nueK fiirjedesue Kist. Esseiu = cy + h. Wenn ¢ > 0
oder ¢ <OQist,so gilt 0 uu = ubzw. 0Uu = 0; ist ¢.= 0, so haben wir 0 U u =
= 0u heH < K. In analoger Weise bekommt man die duale Behauptung.

Aus 4.7 folgt unmittelbar:

4.7.1. v({x, y}) = K.
4.8. Ist (a) erfiillt, so ist die I-Gruppe K zu G, isomorph.
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Der Beweis folgt aus 3.3, wenn man 4.7, 4.3, 4.5, 4.6 und die Gleichung
(41) xn+y=y+xn—l
beriicksichtigt.

4.9. Ist (b) erfiillt, so sind die I-Gruppen K und G,, isomorph (wobei m die im
Abs. 4.3.1 erkldrte natiirliche Zahl ist).

Der Beweis folgt aus 4.7, 4.3.2, 4.5, 4.6 unter Benutzung von (4.1) un der Glei-
chung x,, = x, (aus dieser folgt X,, = X, fir jedes n e C).

Wir haben also den folgenden Satz:

4.10. Satz. Es sei G eine I-Gruppe mit zwei Erzeugenden x, y, wobei 0 < x und
x < y ist. Dann ist G zu einer der I-Gruppen G,, (m = 0, 1, 2, ...) isomorph.

4.10.1. Man verifiziert leicht, daB jede l-Gruppe G,, zwei Erzeugende besitzt, so
daB die Bedingung (S,) erfiillt ist. Es geniigt die Elemente s°, g zu nehmen.

5. Die Systeme (S,) und (S,). Es sei x, y€ G, 0 < x, y > 0. Untersuchen wir die
I-Gruppe o({x, y}). Da der Fall x < y schon in § 4 erledigt wurde, setzen wir jetzt
voraus, daB non (x < y) ist. Es konnen also zwei Méglichkeiten auftreten:

(a) Es gibt ne C, n > 0, so daB y < nx ist.
(b) Esgibtne C,n > 0sodaB y | nx gilt.

Im Falle (2) gibt es nach 4.2 ein ¢ € Cmit y = cx, also v({x, y}) ist zu der I-Gruppe C
isomorph. Im Falle (b) gibt es ein ny;€C mit ynnx =nx <y, 0<ny <n;
bezeichnen wir y; = — nyx + y. Dann ist y; n(n — ny) x = 0, also y; N x = 0,
kiyy 0 kyx = 0 fiir ky, ky € C, ky > 0, k, > 0. Bezeichnen wir ferner X = {kx},
Yy = {ky,}, wobei k die Menge C durchliduft. Wir haben v({x, y}) = v({x, y;}) =
= (X U Y;); nach 2.1 ist aber (X U ¥;) = X + Yy, also vo({x, y}) ist zu C + C
isomorph. Unter Beriicksichtigung von § 4 bekommen wir jetzt:

5.1. Satz. Es sei G eine I-Gruppe mit zwei Erzeugenden x, y, wobei 0 < x,0 < y
ist. Dann ist G zu einer der I-Gruppen C,C + C, G, (m =0,1,2, ) isomorph.

5.1.1. Bemerkung. Esist leicht einzusehen, daB jede der I-Gruppen C, C 4 C, G,,
zwei Erzeugende besitzt, die dem System (S;) geniigen.

Es sei jetzt x€ G, 0 < x und y sei belicbiges Element von G. Bezeichnen wir
vyt =y, —y =y, Day, 0y, = 0ist, konnen die Beziechungen x < y;, x < y,
nicht zugleich bestehen. Ferner folgt aus y, = 0 (wenn wir den trivialen Fall y = 0
nicht betrachten) die Bezichung y > 0, d.h. es handelt sich um die im Satz 5.1
beschriebene Situation; ist y; = 0, so haben wir y <0, — y > 0 und die Untersu-
chung kann man wieder auf die Benutzung von 5.1 reduzieren. Setzen wir also
voraus, daBl y; > 0, y, > 0 ist.

Untersuchen wir den Fall x < y,. Nach 5.1 ist v({x, y,}) zu einer der I-Gruppen

C, C + C, G,, isomorph. Zugleich ist x n y, = 0 und daher z n ¢y, = 0 fiir jedes.
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zev({x,y;}), z> 0 und jedes ceC, ¢ > 0. Wenn man ferner die Gleichung
o({x, ¥}) = v({x, y1, y2}) = v(v{x, y1} U {ky,}) (k€ C) in Betracht nimmt, so be-
kommt man nach 2.1 o({x, y}) = o({x, y;}) + {ky2} (ke C).

De Fall x £ y, ist analog. Es sei ferner x £ yy, X £ y,. Dann haben wirx n y; =
=xny, =0; dic I-Gruppe v({x, y;}) ist in diescm Fall zu C 4 C isomorph.
Daraus folgt, daB v({x, y}) = v({x, y1}) + v({y2}) zu C + C + C isomorph ist.
Insgesammt haben wir:

5.2. Satz. Es sei G eine I-Gruppe mit zwei Erzeugenden, die dem System (S,)
geniigen. Dann ist G zu einer der folgenden I-Gruppen isomorph: C,C 4 C,
C+C+GC6G,G,+C(m=0,1,2,..)).

6. Die I-Gruppen G(N, R) und die Bedingung (S;). Die Uberlegungen aus den
Abs. 4.1 —4.10 konnen fiir den Fall verallgemeinert werden, wenn G = v({x;} U {y})
ist, wobei 0 < x; < y fiir jedes x; gilt.

6.1. Es sei K eine nichtleere Menge. Fiir jedes k € K und jedes me {0, 1,2, ...}
sei eine Indexmenge DY gegeben, DE = {if, i, ...,i%_,} fir m >0 und D} =
= {i¥} (1€ C). F(k, m) sei die Menge aller auf D definierten Funktionen, deren
Werte ganze Zahlen sind, wobei jede dieser Funktionen nur in endlich vielen Punkten
von Null verschieden ist. Die Operation + und die Halbordnung ist in F(k, m) in
iiblicher Weise erklirt. Dann ist F(k, m) eine zu F,, isomorphe I-Gruppe (vgl. Abs.
3.1, 3.2; fiir m = 0 setzen wir F, = F). Es sei ¢ ein fest gewédhlter Isomorfismus der
I-Gruppe F,, auf F(k, m). Fir m € C definieren wir den Operator p, auf F(k, m)
folgendermaBen: ist x € F,,, x" € F(k, m), ¢(x) = x', so setzen wir p,x" = ¢(p,x).

6.2. Es sei N + 0 cine belicbige Menge und R = {N,} (k € K) sei eine Zerlegung
der Menge N, so daB jede Klasse N, dieser Zerlegung hochstens abzidhlbar ist.
Wenn N, unendlich ist bzw. wenn N, endlich ist und genau m Elemente besitzt, so
werden wir N, als gleich der Menge DY bzw. DY betrachten. Es sei F die Menge aller
auf N definierten reellen ganzwertigen Funktionen, deren jede nur auf einer endlichen
Teilmenge von N von Null verschieden ist. Fiir fe F bezeichnen wir mit fy _die
zugehorige auf N, definierte partielle Funktion. Fiir jedes n e C setzen wir jetzt
paf = g, wobei gy, = p,fy, fiir jedes ke K ist.

Es sei G(N, R) die Menge aller Paare (n, f) mit ne C, fe F. Fir Elemente aus
G(N, R) definieren wir die Operation + und die Halbordnung in gleicher Weise wie
im Abs. 3.1 (wobei jetzt p” anstatt p steht). Offensichtlich ist G(N, R) eine I-Gruppe.

6.2.1. Es sci f° die auf N definierte Funktion, welche identisch gleich Null ist.
Fiir jedes je N sei f;€ G(N, R), so daB f(j) = 1, f{(j) = 0 fiir j'e N, j" * j. Be-
zeichnen wir j = (1, f°), y; = (0,f;). Dann ist 0 < j; < J, G(N, R) = o({y;} v
v {7}). )

Einige Schritte der folgenden Uberlegung sind nur skizziert, da sie unmittelbare
Verallgemeinerungen der analogen Uberlegungen aus § 4 bilden.
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6.3. Es sei 4 = {x,} = G, 4 + 0, y € G; setzen wir voraus, daB 0 <x; < y fiir
jedes x; gilt. Es sei B = {y;} (jeN) die Menge aller Elemente — ny + x; + ny,
wobei n bzw. x; die Menge C bzw. 4 durchlduft. (Wir setzen voraus, daB die Indexe
j€ N so gewihlt sind, daB y;, + yj, fiir j; * j, gilt.) Nact.l 4.1ist 0 < y; fiir jedes y;
essei Y; = {ny;} (ne C). Nach 4.3 und 2.1 ist o(UY;) = ) Y,(y; € B). Bezeichnen wir
.ZYJ = H. In analoger Weise wie im Abs. 4.5 beweist man: ist he H, n€ C, so gibt
esein b’ € H,so daB h + ny = ny + h’ besteht. Die Menge G, aller Elemente aus G
der Form ny + h mit ne C, he H ist also eine Untergruppe der Gruppe G(+).

Ahnlich wie im Abs. 4.4 kann man beweisen, daB h < y fiir jedes h € H ist und daB
aus ny € H die Gleichheit n = 0 folgt. Daraus bekommt man, daB die Darstellung
des Elementes g € G, in der Form g = ny + h eindeutig ist. Es ergibt sich ferner,
daB die Ungleichung n,y + h, < n,y + h, genau dann erfiillt ist, wenn entweder
ny < n,, oder n; = n, und zugleich h, < h, gilt; daraus folgt, daBl G, ein Teilver-
band von G ist. Offenbar ist dann G; = v(4 U {y}). Aus der Definition der Opera-
tion + in G(N,R) und aus (— ny + kx + ny) + my =my + (= (n + m) y +
+ kx + (n + m) y) folgt jetzt, daB es ein Isomorphismus ¥ : G — G(N, R) gibt,
wobei R die fogendermaBen definierte Zerlegung von N ist: die Elemente j;, j, € N
gehoren zu derselben Klasse von R, wenn es ein n € C gibt, so daB — ny + y;, +
+ ny =y, ist. (Fiir den Isomorphismus ¥ gilt Y(y) = j; ist he H = ZY_,, so gilt
Y(h) = (0, f), wobei f folgendermaBen definiert ist: wenn die Komponente von h im
direkten Summand Y; gleich ny; (n € C) ist, so haben wir f(j) = n.)

Damit haben wir den folgenden Satz bewiesen:

6.4. Satz. Es sei G eine durch die Menge {x;} U {y} erzeugte I-Gruppe, wobei
0 =+ {x;} und jedes x; die Bedingung 0 < x; < y erfiillt. Dann gibt es eine I-Gruppe
G(N, R), die zu G isomorph ist.

6.4.1. Bemerkung. Aus dem vorigen Beweis folgt: Es sei G; = v({y} U {x}),
{x;} + 0,0 < x; < y fiir jedes x;, z€ G;. Dann gibt es eine natiirliche Zahl n mit
z < ny. (Wenn man nidmlich die gleichen Bezeichunngen wie im Abs. 6.3 benutzt,
so gibt es h; € H und n, € C mit z = nyy + hy; fiir jede natiirliche Zahl n > n, ist
dann nach 6.3 nyy + hy < ny. '

6.5. Es sei 0+ A ={x;} =G, yeG und es sei 0 < x; < y fir jedes x;€ 4.
Bezeichnen wir A; = {x; ] X; <y}, Ay = A — A,. Setzen wir voraus, daB die
Menge 4, endlich ist.

Fiir jedes x; € A, gibt es die kleinste natiirliche Zahl n; > 1 mit n;x; £ y; bezeich-
nen wir z; = n;x; 0 y. Da die Menge {kx;} (k € C) eine konvexe Teilmenge von G ist
(vgl. Abs. 4.2) gilt z; = (n; — 1) x;. Bezeichnen wir ferner ) z; = y’ (die Summation
bezieht sich zu den Indexen i, fiir die x; € 4, ist; im Falle 4, = @ setzen wir y’ = 0),
y — y = y". Dafir x; € Ay, x; € A, die Beziehung x; n x; = O gilt,istauch x; N z; =
=0, x; N }z; = 0 (die Bedeutung des Symbols Y ist dieselbe wie vorher), so daB

(6.1) nx;ny =0
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fiir jede natiirliche Zahl n ist. Es sei n eine natiirliche Zahl, x; € 4,. Dann ist nx; <
<y ="+ ), also man kann (vgl. [1]) das Element nx; in der Form nx; = a + b
mit 0 = a < )", 0 < b £ )’ darstellen. Offensichtlich ist b < nx;, also nach (6.1)
b = 0 und es gilt nx; < y” fiir jede natiirliche Zahl n. Wire nx; = y”, so hitten wir
(n + 1) x; £ y"; also ist nx; < y". Aus x;€ 4,, x; < y” bekommen wir y = )" +
+ ¥ Z x; + (n; — 1) x;, was ein Widerspruch ist. Es ist also

(6:2) x;ny" =0

fiir jedes x; € 4,.
Da y' € 1(4,) ist, gilt

(A0 {(p}) =v4; VA, VYTV ) =v(4, V4, U {)) =
= o(v(4; U V")) U o(4,)) .

Nach 6.4.1 gibt es zu jedem z €v(4; U {y"}) eine natiirliche Zahl n derart, daB
z < ny” ist; daraus und aus (6.2) bekommen wir: ist zev(4; U {)"}), t€v(4,),
z 20,120, sosind z und ¢ disjunkt. Nach dem Abs. 2.1 ist also v(v(4; U {y"}) L
v 1(4,)) = (A4, U {)"}) + v(A4,). Daraus ergibt sich

(6.3) (A v {y}) =ov(4; U {p"}) + v(4,).

Ist A, =0, y" =0, so haben wir v(4; U {y"}) = {0}. Wenn 4, = 0@ und y" % 0
gilt, so ist v(A4; U {y"}) zu C isomorph. Ist 4, + 0, y" = 0, so gilt (4, U {)"}) =
= v(4,). Nach 2.1 ist v(4,) die Kardinalsumme der I-Gruppen {kx;}(x;€ A4,),
deren jede zu C isomorph ist. Gilt 4; # 0, y” = 0, so ist v(A4; U {y"}) nach 6.4 eine
I-Gruppe vom Typ G(N, R). Ferner ist o(4,) = {0} (falls A, = 0) oder v(A4,) ist eine
Kardinalsumme der I-Gruppen {kx;} (x; € A,). Somit haben wir den folgenden Satz:

6.6. Satz. Es sei G = (A U {y}), A + 0, wobei 0 < a; < y fiir jedes a;€ A ist.
Die Menge A,(y) = {a; | a;€ A, non (a; < y)} sei endlich. Dann ist G eine Kardinal-
summe, G = ZGk wobei entweder jede der 1-Gruppen G, zu C isomorph ist, oder
eine dieser I-Gruppen vom Typ G(N, R) ist und die iibrigen zu C isomorph sind.

6.7. Satz. Es sei G = v(4 U B), wobei die Mengen A, B den folgenden Bedingun-
gen geniigen:

(2) Es gilt 0 < x; fiir jedes x;€ A und es ist A * 0.

(b) Es ist y; > O fiir jedes y; € Bund B 0.

(c) Aus yy, y2€B, yy * y, folgt y; 0y, = 0.

(d) Fiir jedes ye B ist die Menge A,(y) = {x;|x;€ 4, x; £y, x;non < y}
endlich. '

Unter diesen Voraussetzungen gilt G = ZGk, wobei jede 1-Gruppe G, enweder
zu C isomorph oder vom Typ G(N, R) ist.

Beweis. Es sei ye B; bezeichnen wir A(y) = {x;|x;€ 4, x; £y}, 49 = 4 —
— UA(y) (v € B). Ferner sei 4,(y) = A(y) — A,(y). Aus (c) folgt, daB je zwei ver-
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schiedene Mengen aus dem System {Ao» A(Y)} zueinander disjunkt sind. Es gilt

o(4 0 B) = o[, U (U(4(y) v {1))] (v € B) = o(u(4o) © o(U[A(y) v {3}]) (v € B) -

Die Struktur jeder der I-Gruppen v(A(y) U {y}) ist durch den Satz 6.6 beschricben.
Aus (c) folgt nyy; N n,y, = 0 fiir je zwei natiirliche Zahlen ny, n, und beliebige
Y1, ¥2 € B, y; #+ yy;nach 6.4.1 folgt dann aus z € v(A(y,) U {1}, t€ v(A(y,) v {,})
z20, t 20 die Bezichung z nt=0. Nach 2.1 ist also o(U(A(y) v {y})) =
= Zv(A(y) U {»}) (v € B). Bezeichnen wir diese I-Gruppe mit Y und es sei y€ Y,
y > 0. Aus der Struktur von Y und aus 4.1 folgt, daB es natiirliche Zahlen n ; und
Elemente y; € B derart gibt, daB y < nyy, + ... + n,y, ist.

Ferner ist v(4,) entweder eine Kardinalsumme von [-Gruppen, die zu C isomorph
sind, oder v(4,) = {0}. Es sei x € o(4,), x > 0; das Element x kann in der Form
X = ¢yXy + ... + ¢,x, dargestellt werden, wobei c; natiirliche Zahlen und x; von-
einander verschiedene Elemente von A, sind (vgl. Abs. 2.1). Da x; n y; = 0 gilt,
bekommen wir x N y = 0, also nach 2.1 ist v(v(4,) U Y) = v(4,) + Y. Es gilt daher
(A U B) = v(A4,) 4+ Y und damit ist nach 6.6 der Beweis erbracht.
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Pesome
O [-TPVIIIAX C ABYMs OBPA3VIOIIMMU

SIH AKYEUK (Jan Jakubik), Kowmnie

Ecnu x — anemenT [-rpynmnsl G, moxpbiBaronumii 0 (T.e., ecu 0 < x ¥ He CyUIeCTBYET
3JIeMeHT z € G Takol, 4To 0 < z < x), To Mbl mumeM 0 < x. Ilycte C — agauTnB-
Hasl Tpymma BceX IebIX wiced (¢ OOBIKHOBCHHBIM ymopsimodeHuem). CHMBOIOM
G, + G, obo3znauum npsimyro cymmy I-rpymn Gy, G,. B § 2 moctpoeHsl mpumephl
l-rpynn G,, (m = 0, 1, 2, ...). JIoKa3bIBAIOTCSL T€OPeMBL:

ITycmv G — l-epynna ¢ 08yma obpaszyiowumu x, y, u nycms 0 < x < y. Toeoa G
uzomopdna nexomopoti uz l-epynn G,,.

Ilyemo G — l-epynna ¢ dsyma obpasyrowumu x,y, 20e 0 < x, 0 < y. Toeoa G
usomopgna nexkomopoii uz caedyrowux l-epynn: C,C 4 C, G,,.

ITycme G — l-2pynna ¢ deyma obpasyrowumu x, y, u nycme 0 < x. Toeda G u3zo-
moppra nexomopoii uz caedyiowux l-epynn: C,C +C, C+ C 4+ C, G,, G, + C.

Janee mccmeqyroTcs [-Tpynmbl ¢ MHOXeCTBOM obpasyromux B = {y} U 4, mpu-
yeM JJist kKaxaoro a € A umeet mecto 0 < a.
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