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YexocioBauKHii MaTeMATHYECKHH kypnaJ, T. 14 (89) 1964, IIpara

ASYMPTOTISCHE FORMELN FUR DIE LOSUNGEN
DER DIFFERENTIALGLEICHUNG y” + gq(x)y = 0

MiLo$ RAB, Brno

(Eingegangen am 1961)

Es werden asymptotische Formeln fiir die Losungen der Differential-
gleichung (1) »” + g(x) y = 0 im oszillatorischen sowie im nichtoszillato-
rischen Fall abgeleitet. Zur Herleitung dieser Formeln wird die Transtorma-
tion der Differentialgleichung (1) auf eine andere Differentialgleichung
zweiter Ordnung und die Methode der Perturbation benutzt.

1. Verabredungen. Ist m eine nichtnegative ganze Zahl, so bedeutet C,, das System
aller reellen Funktionen, welche eine stetige Ableitung m-ter Ordnung in J =
= {a, o) haben. Der Einfachheit wegen werden wir oft in verschiedenen Beziehungen
wie f(x) > 0, f(x) = g(x) h(x) das x auslassen und nur f > 0, f = gh usw. schreiben.
Anstatt [} f(x) dx werden wir oft [} f schreiben; das Symbol [f bedeutet den Grenz-
wert lim [ f. Ist w(x) € Co, lim w(x) = 1 und f(x) = w(x) g(x), so werden wir f ~ g

schreiben. Der Buchstabe o bezeichnet eine stetige Funktion, die fiir x — oo gegen
Null strebt.

Wenn q € C, ist, so wird die Differentialgleichung y” + q(x) y = 0 oszillatorisch
oder nichtoszillatorisch genannt, je nachdem jede nichttriviale Losung unendlichviele
oder endlichviele Nullstellen in J hat.

2. Problemstellung. Es seien zwei Differentialgleichungen

d

) Y+ a() y =0 ('=—),

dx

@) ¥ +0x)Y=0 <-=i),

dXx

q, Q € C, in J gegeben, die gleichzeitig oszillatorisch oder nichtoszillatorisch sind.
Wir werden uns mit der Frage beschéftigen, ob man die Losungen von (1) mit Hilfe
der Lésungen von (2) ausdriicken kann. Es seien U, V unabhéngige Losungen von (2).
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Wir werden die Existenz einer Zahl ¢ = a und solcher Funktionen f und F beweisen,
dass die Funktionen

(3) FULFR)], f(x) VIF(x)]

ein Fundamentalsystem von Losungen von (1) fiir x = & bilden. Die Funktionen f
und F sind Lésungen des nichtlinearen Systems

(4) fF"+2f'F' =0, f"+[qg—F?QF)]f=0.

Wenn wir noch mit u, v zwei beliebige unabhingige Losungen von (1) bezeichnen, so
kann man f und F mit Hilfe der Funktionen u, v, U, V folgendermassen ausdriicken:

F(x) = F(¢) + rP"[F(t)] e () dt, f(x) = o(x) PT[F(x)]
3

mit
o = (Au* + 2Buv + Cv?)*, P = (AU? + 2BUV + CV?)?,

wobei & = a, A, B und C passende Konstanten bedeuten. Es erhebt sich natur-
gemiss die Frage, in welcher Bezichung die Funktionen (3) zur Gleichung (1) sein
werden, wenn wir in (3) anstatt f und F die Funktionen ¢ und & setzen, die im ge-
wissen Sinne approximative Losungen von (4) sind. Die Antwort auf diese Frage ist
in den Sdtzen 12 und 30 enthalten. Aus ihnen kann man durch passende Wahl der
Funktionen ¢ und & eine Reihe von asymptotischen Formeln fiir die Losungen
von (1) ableiten.

3. Satz. Es gelte q € C,. Es seien u, v unabhdngige Losungen von (1), w ihre
Wronskische Determinante. Es seien & = a, A, B, C solche Konstanten, dass die
Funktion ¢ = Au® + 2Buv + Cv® fiir x = & positiv ist. Wir setzen fiir diese x
0 '
(5) Q%" + qo* = (AC — B*) w>.

= ¢. Dann gilt

Beweis. Aus der Bezichung ¢? = Au® + 2Buv + Cv? folgt durch Differenzieren
00" = Auv’ + B(u'v + wv') + Co’ und g¢" + @'* = Au’* + 2Bu'v’ + Cv'? +
+ Auu” + B(u"v 4+ uv") + Cvv”. Da die Funktionen u, v die Differentialgleichung (1)
erfiillen, konnen wir die letztere Beziechung in der Gestalt

00" + 0% = Au'? + 2Bu'v' + Cv'* — g(Au® + 2Buv + Cv?) =
= Au'? 4+ 2Bu'v' + Cv'?* — qo?
schreiben. Daraus folgt
00" + qo* = Au'* + 2Bu'v’ + Cv'* — ¢'* =
= Au? + 2Bu'v’ + Cv'* — ¢ *[Auu’ + B(u'v + uv’) + Cov']?
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und schliesslich
0%0" + qo* = (Au? + 2Buv + Cv*)(Au'? + 2Bu'v’ + Cv'?) —
— [Auu’ + B(u'v + uv’) + Cw']* =
= (AC — B?) (u*v'?* — 2uvu'v’ + u'*v?) = (AC — B*) w?.
Damit ist der Satz bewiesen.

4. Satz. Es gelte q, Q € C,. Es seien u, v unabhdngige Lisungen von (1), w ihre
Wronskische Determinante und U, V unabhdngige Losungen von (2) mit der Wrons-
kischen Determinante W, welche die Bedingung W = w erfiillt. Es seien & > a,
A, B und C solche Konstanten, dass die Funktionen ¢ = Au* + 2Buv + Cv? und
X = AU? + 2BUV + CV? fiir x = ¢ nur positive Werte annehmen. Wir setzen fiir
diese x 9> = @, P? = X. Dann existiert gerade eine Lisung der Differentialgleichung

(6) F' = P*(F) ¢™*(x)

mit der Anfangsbedingung F(é) = &, die fiir solche x definiert ist, fiir welche die
Beziehungen

(7) 0§Jg—2<'[ P2
4 g

bestehen. Wir bezeichnen mit j die Gesamtheit aller diesen Zahlen x und setzen
(8) f=0P Y F)=F"*%.

Dann ist j offensichtlich ein Intervall und in j bestehen die Beziehungen

(9) fF" + 2f'F =0,

(10) f"+[a —QF)F?*]f=0.

Beweis. Die Existenz und Eindeutigkeit der Losung F von (6) in j ist offenbar,

denn es handelt sich um eine Differentialgleichung mit getrennten Variabeln. Ia j gilt
laut (8)

(11) fAF =1
und daraus folgt (9). Nach (8) ist
f=0 P YF)— P *F)P(F)F' = o P Y(F)— P(F)o™*.
Daraus ergibt sich weiter
f"=0¢" P Y(F) — o' P"*F) P(F)F' — ¢"* P(F) F' + 0™ %" P(F) =
= ¢" P"!(F) — o3 P*(F) B(F).
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Laut Satz 3 ist aber
" = — g0+ ¢ %(AC — B w’
und .
P(F) = — Q(F) P(F) + P™%(F).(AC — B®) w?,

so dass

f"+[a - Q(F) F?]f =

= ¢" P7\(F) — o7 PF) P(F) + [q — o™* P¥(F) Q(F)] e P™(F) =
= — qo P"'(F) + ¢ ? P7Y(F) (AC — B*) w* + @72 Q(F) P*(F) — ¢~ * P"!(F).
(AC — B®)W? + qo P™Y(F) — ¢ 3 Q(F) P™%(F) =
= ¢ > P"Y(F)(AC — B)>) (W?* — w?) =0,

denn es ist W = w. Damit ist die Behauptung bewiesen.

5. Bemerkung. Aus der Gleichung (6) folgt, dass jede Losung F eine wachsende
Funktion in j ist, so dass ein endlicher oder unendlicher Grenzwert lim F(x) = C

existiert, wobei f# den Endpunkt des Intervalls j bezeichnet. Of’fensichtliclij ist C = ©
gerade dann, wenn [ P™? £ [ o7 gilt. Das ergibt sich aus der Gleichung
[ P~2 = [} 972, die man aus (6) durch Integration von ¢ bis x bekommt.

Aus der Ungleichung (7) ergibt sich: ist [ P~2 = oo, so gilt f = co.

6. Bemerkung. Man kann die Konstanten 4, B und C immer derart bestimmen,
dass
(12) f P?2=o
) ¢
1st.

Beweis. Ist (2) oszillatorisch, so setzen wir A = B = 1, C = 0 (siche z. B. [5],
S. 338). Im nichtoszillatorischen Fall bezeichnen wir mit ¥ eine Hauptldsung von (2)
([2], S. 503) und mit U eine von V unabhingige Losung von (2). Es gibt ein ¢ = a
derart, dass die Funktionen U, V fiir x = ¢ keine Nullstelle haben. Man kann also
annehmen, dass sie positiv sind. Setzen wir A = C = 0, B = 1, so ist wieder (12) in
Kraft ([2], S. 503). (Siehe auch Lemma 18 dieses Artikels.)

7. Satz. Es seien U, V unabhéngige Losungen von (2), W ihre Wronskische Deter-
minante. Es seien f und F Funktionen, welche die Gleichungen (9) und (10) in j er-
fiillen. Dann gilt f*F' = C = Konst. und die Funktionen u = f U(F), v = f V(F)
geniigen der Differentialgleichung (1) in j. Ihre Wronskische Determinante w hat den
Wert w = WC.

Beweis. Die Beziehung f2F’ = C folgt unmittelbar aus (9). Es sei Y beliebige
Losung von (2). Wir werden zeigen, dass die Funktion y = f Y(F) die Gleichung (1)
erfiillt. Da (" = d/dF) '

y' = f"Y(F) + 2f' Y(F) F' + f Y(F) F'’> + f Y(F) F"
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und
¥(F) = ~ Q(F) Y(F)
ist, bekommen wir leicht
y' +aqy=[f"+(qa - QF)F?)f] Y(F) + 2f ' F' + fF") Y(F) = 0.
Ferner ist
w=uv' = wv = fUF)[f' V(F) + f V(F) F'] = [ U(F) + f U(F) F'] f V(F) =
= f2 F'[U(F) V(F) — U(F) V(F)] = f>*F'W = CW.

Damit ist alles bewiesen.

8. Satz. Es sei q € C,. Es existiert eine Funktion f mit folgenden Eigenschaften:
a) Die Funktion f ist definiert in J, est gilt f > 0, fe€ C, und

(13) - 4 aft=1.
b) Die Funktionen
(14) u = f(x) sinJ‘xf'2 , v =f(x) cosJAxf"2

bilden ein Fundamentalsystem von (1).

Beweis. Wenn wir im Satz 4 £ = a und Q(X) = 1 wihlen, so ist U = sin x,
V = cos x, W= — lund nach(8)giltfiir 4 = C = 1, B = Odie Beziehung f*F' = 1;
es ist also (9) erfiillt und wegen F’' = f~2 vereinfacht sich (10) auf (13). Wenn wir
noch die Bemerkung 5 anwenden, so gilt wegen [ P™%(x)dx = [ dx = oo die
Beziehung = oo und die Behauptung ist bewiesen.

Da das Integral [ f 2 im nichtoszillatorischen Fall konvergiert, sind die Formeln
(14) nicht allzu sehr geeignet. Wir werden daher im nichtoszillatorischen Fall u, v auf
eine andere Form bringen.

9. Satz. Es sei q € C, und die Differentialgleichung (1) sei nichtoszillatorisch.
Es existieren ein £ = a und eine Funktion f mit folgenden Eigenschaften:

a) Die Funktion f ist fiir alle x = & definiert, es gilt f > 0, f € C, und
(15) fif"+aft=-1.

b) Die Funktionen

(16) u = f(%) exp{ jf} v = £(x) exp{— Lf}

bilden ein Fundamentalsystem von Losungen fiir die Gleichung (1). (Der Beweis
kann dem Leser iiberlassen werden.)

207



10. Bemerkung. Sitze 8 und 9 sind Spezialfille folgender Behauptung, die man
leicht aus den Sdtzen 4, 7 und Bemerkung 6 beweisen kann:

Es gelte q, Q € C, und die Differentialgleichungen (1) und (2) seien gleichzeitig
oszillatorisch oder nichtoszillatorisch in J. Es seien U, V unabhdngige Lésungen
von (2). Dann gibt es ein ¢ = a und Lésungen f und F von (9), (10) mit der Eigen-
schaft, dass die Funktionen u = f U(F), v = f V(F) ein Fundamentalsystem von (1)
fiir x = & bilden.

11. Satz. Es sei y(x) ein Spaltenvektor, A(x) eine quadratische Matrix, deren
Elemente ay(x) (i, k = 1,2, ..., n) stetige Funktionen in J sind. Wir setzen | A|| =
= Y layl. Es gilt folgende Behauptung:

k=1

Es gelte
(17) f JA] < 0
Dann existiert fiir jede nichttriviale Losung y des Systems

(18) y = Alx)y
ein endlicher Grenzwert lim y(x)} = ¢ # 0 und wenn wir §(x) = [ |A|| bezeich-

X

nen, so gibt es eine Konstante K derart, dass die Beziehung

(19) ly(x) — el < K 8(x)
in Kraft ist.
Beweis. Fiir jedes Zahlenpaar x,, x, € J, X; < x, und jede Losung von (18) gelten
die Ungleichungen
X2
Ly
tJd X1

(20) ly(x2) = y(eo)ll =

Wir setzen x, = X, x; = a. Dann gilt | y(x) — y(a)| < [ | A|l |ly| und daraus ergibt
sich |y(x)Il < lly(a)ll + [ Il Al lyll. Aus der Bellmanschen Ungleichung ([1], S.46)
folgt |y(x)ll < lly(a)ll exp {[} || A} und wegen (17) existiert eine Konstante K derart,
dass |ly(x)| < K in J gilt. Aus der Gleichung y(x) — y(a) = [* Ay folgt nun die
Existenz eines endlichen Grenzwertes lim y(x) = .

Setzen wir jetzt in (20) x, = 00, x; = x. Dann gilt ¢ — y(x)| < K [ |A| =
= K (x) und damit ist (19) bewiesen.

Nehmen wir jetzt an, dass fiir eine nichttriviale Lésung ¥(x) von (18) lim |y,(x)| = 0
X= 00

< Fny'n éj LAl Iyl

X1

gilt. Es existieren n-1 Losungen derart, dass die Matrix ¥ = (y, y,, ..., y,) funda-
mental ist. Es gilt :

0 = lim Det ¥(x) = lim Det ¥(x,) exp { Y a,(f) dt} #0,
x=0 xo 1

x=0
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denn es ist wegen (17) |f3, Z a;{t)dt| < oo. Daraus folgt lim [y;(x)| # 0 und die

X

Behauptung ist voll bewiesen

12. Satz. Es gelte q, Q € C,. Es seien ¢ und ® Funktionen mit den Eigenschaften
0, 9e€C,, >0, >0, &' > 0 in J. Es seien U,V beliebige unabhdingige
Losungen von (2).

Ferner setzen wir voraus, dass die Bedingungen

(21) j '(f") LUy + V@) [I0(@) + 7(@)] <

(22) f “loo” + a0* — (&) 3¢?| [UX(@) + V(®)] < J

erfiillt sind. Dann ist

(23) | lim ¢*(x) 9'(x) = K > 0

X0

und die Differentialgleichung (1) hat eine allgemeine Losung y mit
@4y = o) {[ex + eX)TU[BE)] + [ez + exx)] V[2(x)]} ,
@5) ¥ =[e + a(®)] {o(x) U[SX)]} + [c2 + e(x)] {o(x) V[2()]}',

wobei ¢y, ¢, stetige Funktionen mit der Ezgenschaft lim ¢,(x) = lim &,(x) = 0 be-
zeichnen. e ¥

Beweis. Wegen (U] + |[V[)(|U| + |V]) = |[UV — UV| = Konst > 0 ergibt sich
aus (21) die Konvergenz des Integrals [ [(¢*®')'| : (¢>@’) und daraus folgt (23).

Wir setzen z; = U[®(x)], z, = V[®(x)]. Diese Funktionen bilden ein Funda-

mentalsystem von Losungen fiir die Differentialgleichung -
” ¢” ’ 12
(26) z -EZ + Q(®)9*z = 0.

Ferner gilt W = z,z, — 2}z, = ®'[U(®) V(@) — U(®) V(®)], so dass wir W = &’
annehmen konnen. Wir bezeichnen
” ’ 2457\ ”
k=i‘l,+-21=(~‘*¥,l, l=(—"i+q—Q(¢)¢'2>
@ @ ol AN
und setzen ‘
1 zy(kzy + lIzy),  zy(kzy + lz,)

A=— :
w (—zl(kz’1 + Izy), —z4(kzy + 122)>

[ =, 3 iF

Es gilt

— ziz, — Z;Zy] .

X
+Z
zkla
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Wegen |z;z,] < z2 + 23 fiir i, k = 1,2 ist

f 1Al < Jxlkl (U(@)] + IV(@)1} {U(@)] + IV(®)]} +

+4f

und aus (21), (22), (23) folgt [ || A] < co.

"’—’\ @) + V(@)
0P

Es sei jetzt y eine beliebige nichttriviale Losung von
(27) y =AX)y.

Aus Satz 11 ergibt sich die Existenz eines konstanten, von Null verschiedenen Vek-

tors ¢ mit der Eigenschaft y(x) — cfiir x —» oo. Wir zeigen, dass zu jeder Losung Z der
Differentialgleichung

(28) z"+2—"’2'+[q+‘i]z=o
¢ ¢

eine Losung von (27) mit den Komponenten y,, y, existiert, welche die Bedingungen
(29) Z=yizy+ a7y, 2= yizh + 0oz
erfiillt.

Sind die Funktionen y;, y, der Bedingungen

(30) yizy + Y3z, =0,

’ !’ ’ ’ ” " 2 ! !’ ’
(31) Y1zy + Yazy + yizy + yaz; + i(ylzl + J’222) +
4

+ (q + %) (y1zy + .szz) =0

unterworfen, so erfiillt die Funktion Z = y,z, + y,z, die Bezichungen (29) und (28).
Mit Riicksicht auf (26) ergibt sich aus (31)

' rr " ’ ¢ " , ) ,
Vizy + ¥z = — )1 (E zy — Q(®) @ 221> — ¥, (E z5 — Q(®) @ 222) -

2 ’ ’ ’ "
- —(&()’121 + J’2zz) - (q + ﬂ) (}’121 + Y222):
P @
so dass wir (31) durch
(32) yizy + ¥az2 = — k(yi2i + y225) — (y12, +_J’222)
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ersetzen konnen. Setzen wir
B = [%V 22 ,
1, 23
so kann das System (30), (32) in der Gestalt By’ = BAy geschrieben werden und
wegen Det B = @' & 0 folgt daraus, dass y eine Lsung des Systems y’ = Ay ist.

Es sei jetzt y eine beliebige Losung von (1). Wenn wir Z = y/9 setzen, so geniigt Z,
wie man leicht nachrechnet, der Gleichung (28) und daraus folgt (24). Die Formel (25)
folgt nun aus den Beziehungen

V =0Z + 0Z = ¢ (yiz; + y22,) + 0(y:121 + y225) =
= )ﬁ(‘ﬂzl)’ + )’2(‘1’22)/ .
Damit ist der Beweis vollendet.

13. Bemerkung. Die Formel (25) kann man in manchen Fillen auf eine einfachere
Form bringen. Ist besonders U? + V?> < M < oo und lim ¢(x) ¢’(x) = 0, so gilt

XxX—> 00

(33) V' =@ ®{[c; + o] U(®) + [c, + o] V(&) + o} .

14. Bemerkung. Es seien U, V unabhéngige Losungen von (2). Bemerken wir,
dass das Integral [ (U? + V?)~! divergiert oder konvergiert, je nachdem die Diffe-
rentialgleichung (2) oszillatorisch oder nichtoszillatorisch ist. Dieser Umstand er-
moglicht beurteilen, wie der Faktor P> = U? + V> das Verhalten des Integrals in
(22) beeinflusst. Im oszillatorischen Fall kann P> wegen [ P~% = oo nicht zu steil
gegen Unendlich streben, so dass die Voraussetzung (22) nicht zu sehr einschrinkend
wirkt. Im nichtoszillatorischen Fall kann dagegen P? sehr steil gegen Unendlich
streben und der Satz 12 liefert nicht befriedigende Ergebnisse. Weiterhin werden wir
darum die Aufmerksamkeit dem nichtoszillatorischen Fall zuwenden.

Bei der Untersuchung der asymptotischen Eigenschaften von Lésungen spielt im
nichtoszillatorischen Fall eine wichtige Rolle die sogenannte ,,Hauptlﬁsung“l) der
Differentialgleichung (1). Die Eigenschaften der Hauptldsung wurden im Zusammen-
Lang mit der Herleitung der asymptotischen Formeln fiir die Losungen von (1) in
[2] abgeleitet. Weiterhin werden wir einige Sétze iiber die Hauptlosung einer allge-
meineren Gleichung

(34) [p(x) y] +a(x)y=0, p.qeCy, p>0

anfiihren. Die Beweise dieser Sdtze kann man dem Leser iiberlassen, denn man kann
sie ganz dhnlich wie im zitierten Artikel durchfiihren.

3) Den Begriff der Hauptlésung (,,focal solution®) haben M. Morst und W. LEIGHTON im

Artikel ,,Singular quadratic functionals®, Trans.” Amer. Math. Soc. 40 (1936), pp. 252—286
definiert und nicht P. HARTMAN und A. WINTNER, wie in [2] eingefiihrt wurde.

211



15. Lemma. Die Differentialgleichung (34) sei in J nichtoszillatorisch. Dann
gibt es ein b = a und unabhdngige Lésungen u, v von (34) mit den Eigenschaften
u(x) > 0, v(x) > O fiir x = bund [y p~'u"? < o0, [’ p"'v™? = 0.

16. Definition. Es sei v eine Losung von (34). Wir sagen, dass v eine Haupt-
16sung ist, wenn es eine Zahl b = a gibt mit der Eigenschaft, dass v(x) = 0 fiir jedes
x 2 b ist und dass das Integral [;° p~'v™? divergiert.

17. Lemma. Es existiert eine Hauﬁtlb'sung von (34) und je zwei Hauptlosungen
sind linear abhdngig.

18. Lemma. Es sei v eine Hauptlosung und u eine von v unabhdngige Losung von
(34). Wir setzen u'v — uv’ = wp™', w = Konst = 0. Dann ist lim u(x)/w v(x) = oo

X0

und es gibt ein b = a, so dass die Funktion uv/w positiv in (b, c0) ist und die Bezie-
hung [ w(puv)™' = oo besteht.

19. Definition. Es sei § die Menge aller Funktionen puvw™', wobei v eine Haupt-
lésung, u eine von v unabhdngige Losung von (34) und w = p(u'v — uv’) ist.

20. Lemma. Es sei v eine Hauptlosung und u eine von v unabhdngige Losung von
(34) mit u = 0 in {b, c0). Fiir jedeé zwei Funktionen f, f; € § gibt es eine Konstante ¢
derart, dass die Beziehungen

) (5o
B u p p u u ‘

21. Definition. Wir nennen die Gleichung (34) regelmissig, wenn sie nicht-
oszillatorisch ist und wenn es ein f € § mit

bl

22, Bemerkung Gilt die Beziehung (35) fiir eine Funktion f &, so gllt sie fiir
alle fe§.

23. Lemma. Es sei v eine Hauptlosung, u eine von v unabhdngige Losung und die
Gleichung (34) sei regelmdssig. Dann bestehen folgende Beziehungen:

(36) 0 <11jr01° inf |p(x) u'(x) v(x)I, ’ltl_r‘rzo sup | p(x) u'(x) v(x)| < 0,

(37 0 <’{14rr01o inf [p(x) u(x) v'(x)|, ’ICEI:O sup | p(x) u(x) v'(x)| <o,

i (x) = im .
(38) ' : :Lnl p(x) u(x) u (x) - l_}w p(x) U(x) v'(x)

bestehen.

(335) lim sup

X

gibt.
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24. Bemerkung. Laut (38) ist jede Losung einer régelmissigen Gleichung im ge-
wissen Intervall (b, ) monoton. Eine positive Losung y ist dann abnehmend oder
wachsend, je nachdem y eine Hauptlgsung ist oder nicht.

25. Definition. Wir nennen die Gleichung (34) norm al wenn sie regelmissig ist
und wenn es eine Funktion f € § mit

im su 'f( )I
(39) - limsup=cS FE

gibt.

26. Lemma. Gilt die Beziehung (39) fiir eine Funktion f €, so gilt sie fiir alle
fed.

Beweis. Die Behauptung folgt aus Lemma 20, denn es ist f~ f; und f/p ~ f,/p.

27. Lemma. Ist die Gleichung (34) normal, so sind die Funktwnen u/pu’, v/pv’
beschrdnkt.

Beweis. Es ist u/pu’ = uv/pu’v, v/pv' = uv/puv’. Die Behauptung folgt nun aus -
(36), (37) und (39).

28. Satz. Es sei k, I, K, Le C, und die Differentialgleichung
(40) V' + k(x)y +Ux)y=0

sei nichtoszillatorisch in J. Es sei v eine Hauptlgsung und u eine von v unabhdngige
Losung von (40) mit u(x) # O fiir x = b 2 a. Es gelte

(41) fK} <o

und

(42) | f ;exp { f bk} 'K(x) %’3 + L)

Dann ist die Differentialgleichung

[u(x) v(x)]dx < 0.

(43) Y" + [k(x) + K(x)] Y' + [I(x) + L(x)] Y =10
nichtoszillatorisch. Es gibt ein Fundamentalsystem U, V von (43) mit

(44) U~u, V~v

und V ist eine Hauptlésung. Ist die Gleichung (40) regelmadssig, so gilt noch
(45) U~u, Ve~
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Beweis. Wir kénnen annehmen, dass u, v in einem Intervall {b, 00) positiv sind

und dass
o(x) = u(x) J u(1) exp{ J ,, }dt

fiir x = b ist. Wir setzen

tim exp { j bK} _C, p(x) = w¥(x) exp { f :(k + K)},

) = () [KG) () + Lix) )] exp { [+ K)}

und h = pju®. Es gilt

f p(lac)J la(¢)l dt dx =
,[ Iq(t)lf ars ’“J Iq(z)|j () exp{ L }dx ..
émfbexpw,q) 9,

(x4, ©, = Konst) .

lu(x) v(x)| dx < oo

Laut [6], S. 55 gibt es eine Funktion A mit A(x) — 1 fiir x — oo, welche der Glei-
chung

(46) (pX)Y + g2 =0

geniigt. Es ist aber pA” + p'A’ + g4 = h{u?A” + [(k + K)u* + 2uu’] 2’ + u[Ku' +
+ Lu] Ay = 0und wenn wir zu dieser Beziehung Au” + kAu’ + liu = 0 addieren, so
bekommen wir (ud)” + (k + K) (ul)’ + (I + L)ul = 0. Daraus ergibt sich, dass
die Funktion U = Au der Gleichung (43) geniigt und dass die erste von Relationen
(44) besteht.

Wir wihlen nun ein b; 2 b derart, dass U(x) > 0 fiir x > b, ist, und setzen
® 1
47 V(x) = CU(x [ —
@) 0= cue) [

Dann gilt

u(x) = V(x ) C u(x) l(x)jx (hA2u?)"

”’_‘ u(x)J' z(t)exp{ Ll}d

fiir x — oo und daraus ergibt sich V'~ v.

-1
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Die Differentialgleichung (32) sei nun regelméssig. Nach Lemma 23 und Bemerkung
24 gibt es Zahlen b, < by, 6 < 0 derart, dass fiir x = b, die Ungleichungen u’ > 0,
v' <0, hu'v = § gelten. Somit ist in (b, ©) U’ = u’'A + ud’ = u'(A + (ud)/u’).
Ganz dhnlich wie in [2], S. 511—512 kann man die Beziehung (uA")/u’ — 0 beweisen;
esistalso U' ~ u'. Ferner gilt U = Au, V = pv, U' = A/, UV’ = U'V + Ay(uv’ —
— u'v) mit lim A(x) = 11m #(x) = lim A;(x) = lim 4,(x) = 1. Daraus ergibt sich

— 00

xX— 0 XxX— 00 X0
Vio_welap—dy)
v Auv’ A

denn die Funktion (u'v)/(uv’) = (pu’ v)/(puv) ist nach Lemma 23 beschréinkt. Damit
ist auch (45) bewiesen.

29. Bemerkung. Ist die Gleichung (40) regelmissig, so gilt nach Lemma (23)
0 < lim inf |u'(x) v(x) exp {[} k}I, hm sup |u'(x) v(x) exp {[} k}| < oo und statt (41)

X

und (42) kann man nur [} (IK| + ]Lf]) < o0, f € § voraussetzen.

30. Satz. Es sei q, Q € Cy, die Gleichung (2) sei nichtoszillatorisch, V sei eine
Hauptlgsung und U eine von V unabhdngige Losung der Gleichung (2). Es sei ¢,
®eC,, & > 0, lim P(x) = o und

X0

(48) lim ¢*(x) #'(x) =c, 0 <c <.
Weiter setzen wir voraus, dass die Beziehungen

() [1ey @ <=,

(50) rlww” + qo* — Q(®) 3'2?| |U(®) V(®)] < oo

bestehen. Dann existiert ein Fundamentalsystem u, v von (1) mit
(51) ‘ u~o@U(P), v~ ¢ V(P).
Ist die Gleichung (2) regelmdssig, so sind die Beziehungen (51) differenzierbar:
(52) u' = (14 0)ed U(®) + (1 +0)o U,
v = (14 0)ed V(®) + (1 + 0) ¢ V(P).

Beweis. Es sei V eine Hauptlosung und U eine von V unabhingige Losung der
Gleichung (2). Die Funktionen z, = U[®(x)], z, = V[®(x)] bilden ein Funda-
mentalsystem der Gleichung (26) und z, ist eine Hauptlosung, denn es gibt ein b 2 a,
so dass z,(x) > Ofiir x = bist, und es gilt

0 o0 0
J &'z7? =-[ o' VD) =J V?=o0.
b b D(b)
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Wenn wir : . . o

i 257\ i ” ’
o ¢

setzen, so ist¥)

log

rK; [0 iy 2200 ¢
., @@ @) ¥@)

lo
o’ &

a

fiir x - o0 und

[o{ oty

x) z3(x) zao(x)| dx Aty x) z4(x) z5(x)] dx .
_J‘b ‘P()IK() 1() 2()|d +L (pz(b)IL() 1() 2()ld < |

< j ") ) | k) UTo()] V[OG)]) dx +
» 9%(b)

© (pz(x) .
« [ 20 106y Lot VLot =

= Z(b)j‘ I(?@") U(2) V(®)| + zl(b) J;|¢¢n+ g0 — Q(d)) ®2¢?| |[U(S) V(D)) -

Laut (49) und (50) sind beide letzteren Integrale konvergent und aus Satz 28 folgt die
Existenz eines Fundamentalsystems Z,, Z, der Gleichung

|z4(x) zo(x)] dx =

VAR <% + K)Z’ +[Q(®)9* + L]Z=0
mit »
Z,~U®P), Z,~ V(D).

Man kann leicht nachrechnen, dass jede Losung dieser Gleichung die Form Z =
= y/o hat, wobei y eine passende Losung der Gleichung (1) bezeichnet; daraus
folgen die Formeln (51).

Ist die Gleichung (2) regelmissig, so ist auch (26) regelmiissig und aus Satz 28 folgt
Zy ~[U(®)] = U(®) ®'. Ferner gilt u=Z,p, u' =Zjp + Z,¢' und wegen
u ~ ¢ U(®P) ergibt sich daraus die erste Beziehung in (52) Ahnlich beweist man die
entsprechende Beziehung fiir v. o .

31. Bemerkung. Es seien die Voraussetzungen des vorangehenderl Satzes erfiillt.
Wenn die Gleichung (2) normal ist und die Beziechung

(53) lim ¢(x) @ (x) =0

X0

*) Wegen (48) und lim @(x) = 00 konnen wir ¢>®’ > 0 in J annehmen.

X0
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besteht, so gilt (51) und
(549 - u' ~ @d U(®), v~ @@ V(d).

Beweis. Da die Voraussetzungen des vorangehenden Satzes erfiillt sind, gilt (51)
und (52). Die Bezichungen (52) kénnen wir aber auf die Form (wir fiihren nur die
Formel fiir u ein)

W = o0 U(®) [wl o9’ U(q’)w]

0*®" U(®)

mit w; - 1, @, > 1 bringen. Laut Lemma 27 ist die Funktion U(®)/U(®) beschrénkt
und wegen (53) und (48) ist wirklich die erste Bezichung in (54) in Kraft.

32. Satz. Es seien zwei Differentialgleichungen (1) und (2) mit q, Qe C, ge-
geben, die gleichzeitig oszillatorisch oder nichtoszillatorisch sind. Dann gibt es
Funktionen ¢ und &, die alle Voraussetzungen der Sdtze 12 und 30 im gewissen
Intervall (£, o) erfiillen.

Beweis. Aus Satz 4 und Bemerkungen 5, 6 folgt die Existenz einer Konstanten &
und solcher Funktionen F und f, dass f(x) > 0 fiir x > & gilt und dass fiir diese x die
Beziehungen (9) und (10) bestehen. Wir setzen ® = F, ¢ = f.

33. Aus Sitzen 12 und 30 kann man eine Reihe von asymptotischen Formeln fiir
die Losungen der Gleichung (1) herleiten. Wahlen wir zum Beispiel Q(X) = 1, so
bekommen wir aus Satz 12 und Bemerkung 13 folgenden Satz:

Es sei q € C,. Es seien ¢ und ® Funktionen mit den Eigenschaften ¢, ® € C,,
©>0,0> 0,9 > 0in Jund es gelte

o0 a0 )
j |d log (9?0)] < j lpg” + qo* — 297 < @ .

Dann hat die Gleichung (1) ein Fundamentalsystem u, v mit
u =o¢(sin® +0), v=g¢(cosd + o),
u' = (1 + o) (¢sin @) + o(e cos ),
(55) ' v" = (1 + o) (¢ cos &) + ol sin ®) .

Ist ferner lim ¢(x) ¢ (x) = 0, so bestehen statt (55) die Beziehungen

X—* o0

u =¢d(cos® +0), vV=—¢®(sin® + o).

34. Ein dhnliches Ergebnis bekommen wir aus Satz 30 und Bemerkung 31 im
nichtoszillatorischen Fall, wenn wir Q(X) = — 1 setzen:
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Es sei qe C,. Es seien @ und ® Funktionen mit den Eigenschaften ¢, ® € C,,
@ >0 &> 0,lim&x) =0, & > 0 und es gelte

X

J ld log (¢?@)| < J log" + qo* + 7¢?| < oo.

a a

Dann hat die Gleichung (1) ein Fundamentalsystem u, v mit

u~ @e®, v~ ge?,

’

u =[1+ 0] e®e® +[1+ 0] ¢¢®,

(56) ‘ v ==[1+o0]ede®+[l+o0]¢e®.

Ist ferner lim ¢(x) ¢'(x) = 0, so bestehen statt (56) die Beziehungen
X

W ~@de®, vV~ — @pde®.

35. Verschiedene Folgerungen der Sitze 33 und 34 im Falle &’ = ¢~2 wurden in
[2] und [4] behandelt. Weiterhin begniigen wir uns mit der Aufgabe einer Applika-
tion des Satzes 34. Eine umfangreichere Sammlung von Spezialisationen der er-
wiéhnten Sitze scheint iiberfliissig, da die Wahl der Funktionen ¢ und & von der
Gestalt der Vergleichsgleichung (2) abhdngt und wir sind bestrebt in Einzelféllen die

Funktionen ¢ und @ den Losungen f und F von (9) und (10) so gut wie moglich anzu-
passen.

Ausserdem wurde eine zahlreiche Reihe von Spezialisationen im nichtoszillato-

rischen Fall schon in [2] und [3] angefiihrt und die Resultate haben ihre Analogie
auch im oszillatorischen Fall.

Wir setzen logy x = x, My(x) = 1, log,+; x = log(log, x), M,.,(x) = M,(x).
Jdog, x, Z(x) = Y M %(x) (n = 0, 1, ...; also Zo(x) = 0). Es seien r, s Funktionen
k=1

mit re Cy, se Co, r> 0, [*|dlogr| < oo und

(57) rm <o,

Zu jeder Losung y der Gleichung
1 r(x) + s(x) M,(x)
"= Zfx) + ———F L |y =0
y 4[ (x) 70 y
gibt es Funktionen c,, c, mit endlichen Grenzwerten im Unendlichen, so dass
y = ME(c, cos @ + ¢, sin @)

q)'=A/_r

2M,

mit

gilt.
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Beweis. Ist ¢ = M2, so gilt

1

n
(P’=’_M,?ZM]:1, ” 1
2 k=1

S 1
Z k _EM%ZMkM_ =“ZM:.}Z,.,

-:al»-

wie man leicht nachrechnet. Daraus ergibt sich

1 1 r + sM 1r
¢¢71+q2_¢12¢2=___M"Z"+_ Zn+___\" M"—.———=
¢ 4 4 M? ’
und wegen (57) ist
f IQD(P” + q(pZ _ ¢/2 2, < 0.

Jr

d log Y—
g2

Ferner gilt

<

'[ d log (¢*®")| =

und aus Satz 33 ergibt sich die Behauptung.
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Pe3roMme

ACHUMIITOTUYECKUE ®OPMVIJIbI JIs PEIIEHUNA
JUOPEPEHIIMAJTIBHOI'O YPABHEHUS )" + q(x)y = 0

MMUJIOII PAB (Milo§ Réb), BpHo

Mycrs J = {a, ©), g, @ € Cy B J. Ilycth muddepennyuabHble ypaBHEHUS

(1) Y =4q(x)y =0,
) Y +Q(x)Y=0
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OIHOBPEMEHHO Kone6ronmecs win Hekoneomouecs B J 1 U, V — bynpamenTans-
Has CHCTeMa pelleHHi ypaBHemus (2). B nepsoit wactw pabOrbl JokasbiBaeTcs Cy-
ImecTBOBAHME yicna & = a u Gynxuuii f, F € C, Takux, uro QyHKIMK

©)] S ULF)], f(x) VIF(x)]

06pa3yioT hyHIaAMEHTaIBHYIO cHCTeMy peniermii ypapuenns (1) s x = &, dynkuuu
f, F ynoBieTBOpAIOT HeUHEHHOM cucteMe muddepeHIHaIbHBIX YpaBHEHHI

4) fF" +2f'F" =0,
/"4 la - QF) 1S =0.

Ecim Mb1 nosictaBum B (3) dynxupuu ¢ u @ BmMecto Gynkuuit f 1 F, KOTOpbIe SBASIOTCS
B ONPEZENICHHOM CMBICHC TPHUOIMKEHHBIM PElICHHeM CHCTeMSI (4), MBI HOJydnuM
acUMITOTHYECKHE (GOPMYJIBI UL PEIieHHH ypaBHEHUS (1)

Teopema. ITycms q, Q € Cy. ITycmy @, ® — nosoxncumenvHvle gyukyuu 8 J u maxue,
umo ¢, PeC,, &' > 0; U, V — dynoamenmarvhas cucmema pewleHuii ypasHeHUA
(2). Ecau

o [ e+ penmoe) + e <.
(6) J w]q)(p” + q9* — Q(®) "2¢?| |U(®) + V¥(P)| < 0,

mo lim @*(x) &'(x) = K, 0 < K < 00, u obwee pewrenue dugddepenyuarbiozo ypasHe-

nus (1) npunumaem euo

y = o(x) {[es +&x(x)]ULP(x)] + [co + eo(x)] V[D(x)]} ,
V' = [e; + &(x)] {o(x) U[D(x)]} + [c2 + &x(x)] {o(x) V[D(x)]} ,

20e &, u £, — HenpepuvigHble PyHKkyuu maxue, ymo lim g,(x) = lim ¢,(x) = 0.

X0 xX—=

B ciyuae, KOra CPaBHUTEIIbHOE YypPaBHEHHE HEKOJIEOITIOMEECS, TO IIPE/TIOTOKEHHUS
(5) u (6) MoryT oka3aThCsl CHIBHO OTpaHHYMBAIOIMME. DTO BHI3BAHO NOBE/IEHHEM
daxropos (|U| + |V]) (|U] + |V]) m U? + V2. Mosromy mexoneGommicst ciydai
MCCIIE/IOBaH OTAEIBHO.

Pewenne Y ypaBHeHus (2) Ha3hiBaeM IJIaBHBIM, €CJIM CYLIECTBYeT b = a Takoe,
uro Y(x) % 0wt x = b u [° Y™? = 0. VI3BeCTHO, 4TO INIABHOE PELICHWE BCETAa
CYIIIECTBYET ¥ KaXIBIX ABA IJIABHBIX PELICHHUS IMHERHO 3aBuCAMEL. ITycTh § — cucTema
Beex dynkuuit Buna UV/W, toe V — rnaproe pemierne, U — He3aBucuMoOe OT V pelue-
Hue ypasHenus (2) u W = U'V — UV'. Vpasrenue (2) Ha3blBaeM NPABIILHBIM, €CIHA
cymecrByer fe§ Tak, uro limsup |f'(x)| < 1. Ecm ypasrenne (2) mpaBmibEO

x> 00
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W cyuiectByeT fe§ Tak, uto lim sup | f(x)] < 00, MBI Ha3bIBa€M ypaBHEHUE (2) HOp-
. - X -
ManpHbIM. CopaBeinvBa TeopemMa:
Hycmo q, Q € Cy, ypasnenue (2) Hexonebaoweeca, V — z2aasnoe pewenue u U — Hesa-
eucumoe pewenue ypasnenua (2). Iycmv ¢, PeC,, ® >0, lImP(x) = 0 u

lim ¢*(x) &'(x) = ¢, 0 < ¢ < 0. ITycms, dazee,

j o0y 0(®) V(@) < 0. j “loo” + a0 — 0(®) 926?| [U(®) V(®)] < 0.

Tozoa cywyecmeyem @yHoOameHmMaibHan cucmema pewienuii u, v ypasuenus (1) maxasn,
umo u ~ @ U(P), v ~ @ V(). Ecau ypasnue (2) npasuivHo, mo 3mu COOMHOUEHUA
oudppepenyupyemul. Ecau ypasuenue (2) Hopmaavho u lim ¢(x) ¢'(x) = 0, mo

X0

u' ~ e®'U(®), v ~ @' V(D).
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