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YEXOCJIOBALKUIN MATEMATUUECKUMN XYPHAJ

Mame. ui iym Ye. i Axademuu Rayx
T. 14 (89) IIPATA 20. 11II. 1964 r., No 1

LES VARIETES DE KONIG GENERALISEES

BonuMiIL CENKL, Praha
(Regu le 23 octobre 1961)

Pour les variétés de Konig généralisées, a connexion projective, on trouve
le tenseur de courbure-torsion et I'on donne la signification géométrique
de annulation de ce tenseur et de ses sous-tenseurs. Le travail présente aussi
I’appareil de calcul pour ’étude de ces variétés.

Pour une variété de Konig nous entendons une variété Vy qui est en principe la
réunion de sous-espaces linéaires locaux Sy(¢) des associés ¢ d’une variété X, a n
dimensions; le groupe des transformations linéaires de I’espace local S,() étant tel
que ses coefficients sont fonctions des parametres de la variété X,. On a déja étudié -
les variétée de ce type aux espaces locaux S,(¢) projectifs, surtout pour le cas ou
N = n, (on les appelle variétés a connexion projective). Si les espaces locaux sont
supposés projectifs et N = n, les variétés de Konig sont étudiés p.ex. dans le travail
[6], mais pour le cas o N = n" — 1 (r-entier positif) seulement. Sur les variétés
de ce type, on a introduit one connexion; on a étudi€ les sous-variétés de ces variétés
a connexion et ’on a développé Iappareil tensoriel pour ces études. Lorsqu’on
suppose que le groupe des transformations linéaires de I’espace local ne dépend
pas des transformations des parameétres sur la variété X,, que I’on ne se donne aucune
relation entre la dimension n de la variété X, et la dimension N de I’espace local
Sn(€) et que chaque espace local Sy(&) contient un sous-espace S,(¢) & p dimensions,
nous parlons de variétés de Konig généralisées (voir [11]). Pour la généralisation
ainsi définie de la variété de Konig & connexion affine A}y on a établi dans [11]
le calcul tensoriel, c’est-a-dire on a généralisé la notion de tenseur, de dérivée cova-
riante de tenseurs d’un certain type et on a trouvé le tenseur de courbure dont
P’annulation a été caractérisée géométriquement. Dans la premiére partie du présent
travail, nous développons la théorie des variétés de Konig généralisées a connexion
projective P}y; dans la deuxiéme partie nous montrons leurs rapports 3 A%y. La
connexion de la variété P} est donnée d’une part par le systéme d’équations diff¢é-
rentielles (voir [11]), pris pour le point de départ; on travaille ensuite avec I’expres-
sion explicite de ’homographie existant entre les espaces locaux. On introduit les
notions de tenseur généralisé, appelé agrégat de caractéristique générale, et de sa
dérivée covariante. Pour qu’il soit possible de définir la dérivée covariante de ’agrégat



de caractéristique générale, on a défini sur la variété X, une connexion affine auxiliaire.
On trouve I’agrégat de courbure-torsion et I’agrégat de torsion qui représente une
généralisation du tenseur de torsion connu pour les variété i connexion affine.
On trouve en méme temps la signification géométrique de I’annulation de ces agré-
gats. Pour la variété Z;N les espaces locaux sont des réunions linéaires de 1’espace
tangent a la variété X, et d’un espace affine 8 N — n dimensions, choisi arbitraire-
ment dans chaque point. Cela rend possible que la connexion affine auxiliaire de la
variété X, soit la connexion induite sur cette variété considéré comme sous-variété
de A7y. Si nous renongons a ces hypothéses, c’est-a-dire si nous considérons les
espaces locaux affines comme des espaces affines généraux, nous retrouvons le cas
étudié dans le travail [11]; Pappareil de calcul ne change pas dans ce cas-la. Pour
les cas particuliers de P,, P3,, P13, A3 on a établi dans les travaux [3], [4], [11],
[5] une théorie géométrique des variétés mentionnées. D’autres problémes ayant
rapport 2 la théorie de ces variétés sont donnés dans [11].

Pour les variétés A7y on donne le tenseur de courbure-torsion et la signification
géométrique de son annulation et de celle de ses sous-tenseurs (de courbure, de
torsion ponctuelle, de torsion directionnelle). Les rapports des résultats ainsi obtenus
au calcul tensoriel classique sont immédiats si I’on tient compte du fait que le présent
travail généralise et compléte les résultats de [11] ou I'on a cependant étudié ces rap-
ports en détails.

I. NOTION DE VARIETE Py A CONNEXION PROJECTIVE —
CALCUL TENSORIEL GENERALISE

1. Soit donnée une variété ponctuelle X, a n dimensions; au voisinage de chacun
de ses points ayons des coordonnés ponctuelles admettant la transformations')

(1.1) &=80 7
avec le jacobien
(1.2) 4=Déto,e 0.

A chaque point ¢* de la variété X, soit associé un espace projectif Py(¢) 3 N dimen-
sions, et dans chacun de ces espaces un sous-espace P,(£) (0 < p < N), appelé
centre de I'espace local Py(£). Dans I'espace Py(£) ayons un repére ponctuel

(1'3) . . Ao’;Ala AR AN
tel que
(1.4) Aoy Ags e A,

1) Toutes les fonctions que nous considérons ici sont supposées appartenir 4 C*®.
2) Dans la suite, on aura toujours, sauf mention explicite du contraire:
a,b,e,...=0,1,..,N; A,B,...=0,1,...,p; i4,j,k=1,2,...,N;
o, B, %, Av,...=1,2,...,n; M,P,...=p+1,..,N;



soit le repére de 'espace projectif P,(£). A, sont des fonctions scalaires du point &
de la variété X,. Ayons de plus (N + 1)* fonctions scalaires o) = ¢2'(¢) telles que

(1.5) c=Détle}| =1, o =0.

Nous admettons ensuite les changements de la base (1.3) de I'espace Py(¢&):

(1.6) - A, =" A, .

Les transformations (1.6) forment un groupe que nous désignerons par G,.
Puis dans P’espace Py(&), dual de Py(£), ayons la base

(1.7) E%E', .. EY; E°=(=1)[Aq, ..., Age1, Agiy, - Ax] -

Soit alors A = [Ag, Ay, ..., Ay] # 0. Nous avons évidemment [A4,E"] = AS).
Soit a2, le complément algébrique de 6> dans ¢. On a donc

: ) . Ologo
(1.8) oy = P

a .

a

Nous avons alors évidemment o202 = 82, 6262, = 6%, et aussi

(1.9) E¥6" = E*.

Soit maintenant X, X, ..., X (ou plus briévement X) un repére quelconque de I’espace
o 1 N c

Py(&). Nous pouvons écrire

(1.10) X = ud,, Dét|u’| +0.
Sans le répéter a chaque reprise, nous supposerons dans la suite
(1.11) uM =0

A

ce qui signifie que X, X, ..., X est un repére du centre P,(£). Nous écrivons alors
0o 1 P

(1.12) u = Dét|ub| + 0

a
et nous pouvons définir u, ainsi:

: “ dlogu
(1.13) . Uy = P

’

(4 a

de sorte que nous avons & nouveau u,u’® = uu® = Jj.
c b

a
Dans l’espace Py(¢), dual de Py(¢), ayons le repére Y,

a a

(1.14) : Y = u,E”.



Par les transformations du groupe G,, le repére X change en ‘X, d’ou
a a

a a
(1.15) W =ue®, 'u, =uocf .
a a

Il est évident que G, n’est pas le groupe général de transformations projectives qui
laissent le centre inchangé. Il est en effet possible de multiplier ‘X par un facteur
a

scalaire f arbitraire. Les transformations projectives de G, + f = G donnent donc

a a
(1.16) B = foP'uc, 'dy = f lotu,.
a a
Nous avons évidemment
(17 = f"ou.

a .
Les grandeurs u® (ou u,) sont connus & un facteur scalaire arbitraire prés. Nous
a

a
avons ainsi déterminé le repére fondamental u®, u, aux transformations admissibles
a

(1.16), et tel que (1.5,) a nécessairement lieu. La variété ainsi obtenue sera désignée
par WPpy.

2. Nous allons définir a présent les généralisations des tenseurs pour les variétés
mentionnées. L’ensemble des fonctions V3! % qui se transforment par les transforma-
tions de G + (1.1) suivant la loi

@1 Tyt = AN LA AR, L Al APy

¢ p . crix P u . .
sera appelé agrégat scalaire (de la variété WP7,y) de caracterlstzque( , lp). Soit
v

dy...ds
. . - u .
donc V ;lu* Pagrégat scalaire de caractéristique ( , i — s + ¢, p) et formons
eq...e¢ ' v
Tensemble des fonctions
dy..ds ey et
Vi..Vy @1...4s ___ ViV a a
Viidebos = V oainu® couuy, .oy,
ey...e¢ dy ds

qui se transforment par les transformations de G + (1.1) suivant la loi
(2.2) Vi =
! ' v £i ’ s’ d d vesly C1...Cs
=AY AW AR AR ARG L o% e L Ve G
Un tel ensemble de fonctions sera appelé agrégat projectif (de la variété WPy)
e u . s
de caractéristique ( , 0, D, ) Lorsque u =v =s =t =0, nous parlons d’un
v t

scalaire de caractéristique (i, p); lorsqu’on a s = ¢t = 0, nous parlons d’un agrégat
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projectif (et nous dirons souvent agrégat tout court) de caractéristique ( s Iy p) .
v

D’une maniére analogue: si u = v = 0, nous parlons d’un agrégat de caractéristique

(i, », S), L’agrégat de caractéristique ((1), 0, 0), ((1), 0, 0) ,ou bien ( 1,0, (1)>, (1, 0, (1)>
t

sera appelé vecteur contrevariant, vecteur covariant, point et hyperplan, respecti-
vement.

3. Nous définissons la connexion sur la variété WPy, de la fagon suivante:
Soient &, 2£¥ deux points?®) sur la variété X, et soit y un arc sur X, joignant ces
deux points. Nous pouvons évidemment écrire les équations paramétriques de
I’arc y comme suit:

G =80, 0stsh, &0)="¢, &h) =2¢.

A tout arc y qui réunit deux points &¥ et 2£” on associe une homographie H , existent
entre les espaces projectifs locaux: Py('¢) » Py(*¢). Comme nous avons, dans
chaque espace local Py(&), choisi un repére (1.3), nous pouvons écrire ’homogra-
phie H, comme suit

(3.2) H,(?¢, 1) 44(8) = By(h)

ol By(t), ..., By(2) est le repere dans P,('¢), déterminé par le systéme d’équations
différentielles

dB b de
3.3 —2=11,,(&t))—= B
(3.3) 4 (¢() 5 P
aux conditions initiales B,(0) = 4,(*¢). Dans ce qui suit, nous désignons la variété
WP & connexion par P}y. Nous disons tout bref que la connexion de la variété P}y
est donnée par les équations

(3.4) d4, = old4,, o) =18 de
L’homographie qui existe entre les espaces locaux peut s’écrire comme suit

(3-5) A, = K'CE 1) 4,%0); K('E, 1) =4,

ou nous supposons que h” sont des fonctions scalaires de caractéristique (0, 0) ce qui

ne restreint évidemment pas la généralité. L’homographie (3.5) est, en principe,
le résultat de la composition de deux homographies, & savoir de ’homographie P,
de Iespace projectif Py(*€) sur lui-méme

(36 4,18) = (), '¢) By(1)

3) & désigne le point aux coordonnées &Y, c’eﬁt-ﬁ-dire le point (&1, ..., 3



et de ’homographie H,. Supposons maintenant P, non-singuliére, on aura donc

3.7 h = Dét|h| + 0.
Nous pouvons alors définir

a dlogh
3.8 . hy, =
( a) b a hb
et nous aurons

a b

(3.8b) hyh® = h.h* = 82

c b

Si nous considérons, dans les espaces locaux, les repéres duals, nous pouvons écrire

au lieu de (3.4) les équations qui donnent la connexion de la variété Py, duale de Ply

(voir [11]), induite par la connexion de la variété P}y sous la forme
(3.9) dE* = — fE?

et Phomographie P}, duale de P,, sera

(3.10) E%('8) = hy(&(1), 'O F()

ol F¥(t) est la solution du systéme d’équations différentielles
dr® der

3.11 = — e(E(1) S P

Gy e

Les équations (3.3) et (3.6) montrent que les cosfficients de I’homographie P, doivent
vérifier les équations différéntielles

b
v b
(.12) dhy _ e 487,
dt dt

c

et les coefficients de ’homographie duale vérifient

dht .
(3.13) oo, 9 e
dt dt «
On a donc évidemment
, 1 N '
(319)- WE0 10 = %4y () e
t=0

HE(D), 1) = 5 — IT2(1¢) (95> P
b dt /, )

=0



ol ... représente les termes d’ordres supérieurs en t. Si nous considérons les repéres
fondamentaux dans les espaces locaux, nous pouvons écrire ’homographie entre
les espaces locaux Py(*&) et Py(*¢) sous la forme

3.15) XCO = LR XCE) 5 ¥C) = MR YD),

ou, évidemment,

k
(3.16) u'(*E) h(*¢, 1) = Lh) u*(*¢) 5
c b
u,(*€) WL, 18) = M(h) uy(*¢) .
k
Nous introduisons maintenant 1’opérateur R,:

(3.17) Rou’(*¢) = u‘(*&) h (3¢, '¢),

Rous(*) = (%) WCEE).

L’opérateur R, associe au point contrevariant (ou covariant) correspondant au
point &(f) de la courbe y sur la variété X, le point contrevariant (ou covariant,
respectivement) correspondant au point '¢¥ sur la variété X,; autrement dit, il
associe au repére de ’espace Py(*¢) un repére de 'espace Py('¢). Nous pouvons
alors prendre (3.16) pour une homographie de I’espace local sur lui-méme, donc
écrire les équations (3.15) de la fagon suivante

(319) 708 = LU XCO: 9CE) = MW V().
o

ff(zé) = H,(*¢, '¢) )c((zﬁ) ; ”;(25) = H3(?¢, ') ;’(25). Y]
Nous avons manifestement

(319 a) 'Li=L:; 'Mi=M; b) LY0)= M0)=23";

b b
c) 4L, + M, =0
dh Ji=o dh Jy=o

Ensuite, nous voyons que nous avons pour I'opérateur R, la relation
0

(3.20a) Ry u(*¢) . R, :c(zé) = u’(*¢). 26(15) .

4 H étant ’'homographie duale 4 H,,.



R, ub(%€) est le point contrevariant qui a les mémes coordonnées par rapport au
a
repere A,(*£) que le point X(*¢) par rapport au repére qui a subi un transport paralle-

le du point &* au point 2¢¥ suivant la courbe y, c’est-a-dire au repére 4,(%¢), image
du repére A,(*¢) par ’homographie H, entre les espaces locaux.

Par le développement d’un scalaire s(¢) de caractéristique (0, 0) défini suivant
la courbe y nous comprenons la fonction s(¢) définie aux points du développement
de la courbe y dans 1’espace local Py(*¢) de telle fagon que

(3.21) s(1) = s(Bo(1) < s(2(1) ;

nous pouvons alors définir

(3.20b) Ry s(3¢) = s(h) .

Nous avons alors pour I'opérateur Ry: Si V, W sont deux agrégats de caractéristique

. s . s . . . .
(1 10, 1) et <12, 0, 2) respectivement, la relation suivante a lieu
Iy 173

(3.20¢) Ry V(*¢) . Ry W(*¢) = Ro{V(*¢) . W(*¢)} .

Elle est facile a vérifier si nous tenons compte du fait qu’un scalaire de caractéristique
(i, 0) peut s’écrire sous la forme K = u"/®*1 s, ol s est un scalaire de caractéristique
(0, 0).

Ayons maintenant, réciproquement, une variété P}y et introduisons un opéra-
teur R,, associant & chaque point contrevariant, ou covariant, u%(£) ou u,(&) respecti-
vement, défini suivant la courbe y le point contrevariant, R, u’(*¢), ou covariant
R, u,(*¢) respectivement, de ’espace local Py(*¢) et tel que (3.20a, b) ait lieu, et les
fonctions Lg(h), Mj(h) par les équations

(3.2) Ro () = LM w(E), Rouy(E) = MX(h) ('8).

telles que (3.19a, b) ait lieu; nous obtenons ainsi une variété Py a connexion (voir
[6]). Cette proposition peut étre prise pour la définition de variété P}y a connexion.
Les relations (3.19¢) et (3.20c) découlent ‘d&ja de la proposition citée en vertu des

propriétés du repére fondamental dans I’espace local.

4. En nous appuyant sur les considérations précédentes nous pouvons introduire
maintenant la notion de différentielle projective covariante. Soit ¥V un agrégat
projectif de caractéristique <1, 0, ) Formons un nouvel agrégat

t

DV 1 2
@1 (—5>‘=0=},er5[1¢0 eo - 1),



Nous voyons que DV/Dt et V sont deux agrégats de méme caractéristique. Calculons
maintenant p. ex. R, vj(*¢), ol v§ est un agrégat de caractéristique (z, 0, 1). Nous
pouvons écriré évidemment

d
(4.2 vy = '/(NH)vu uy
dc
<
ol v est un scalaire de caractéristique (0, 0). A présent, nous avons évidemment
d

c d
(4.3) Ry v5(*¢) = Rou" " PRovRu"Rouy =
d c
= JuiEg) 4 h_,‘i_ dL, RIS 3 I
N+ 1\ dh /.-
) do d
x |o(*) + h| -4 + o[ xQut(Pé) + h +-
L,( 2 dh/n=0 { () (d ) w0 }
d dry\ X
x du, (1) — h | —* w,(PE) + ...% =
{b( ) <dh>h=o »('6) }
d dv iodLec
=u“1{+hui/(NH“f ualéu 15'_"4_— 2y +
i¢) R P

drg*  drke
— V= —0
dh ¢ dh k)y=p

+ ...

ol toujours ... représente les termes d’ordres supérieurs en h. A ’aide des expressions

b
(3.8b), (3.14), (3.16) on peut calculer L” en fonction de ub u,, I%,. On voit donc
qu’au point &(7) de la courbe y on a

Duy _ dvj | dé

4.4 =
( ) Dt dt

(Hcv Uy Hbvvc + (l/(N + 1))H

D’une maniére tout a fait analogue, nous calculons (4.1) pour un agrégat de caracté-

ristique (1, 0, ) Si t est un scalaire de caractéristique (0, 0), alors on a Dt/Dt =
t

= dt/dt, nous écrivons donc dans la suite dt au lieu de Dt. La grandeur DV ou V

est un agrégat de caractéristique (l, 0, ) sera appelée différentielle projective de
t

Pagrégat V.



5. Pour pouvoir définir la différentielle projective d’un agrégat de caractéristique

. [/ . . s .
arbitraire ,i,p, |, nous introduisons sur la variété X, une connexion affine
v t
auxiliaire par les équations
(5.1) dM = o'l,; dI, = 0'l,; o =TI}d&; of =TI, dE,

ou {M,I,,...,1,} est une base de I’espace affine tangent a la variété X, au point &”
et I'y, I, est l’ob]et de la connexion affine. Le changement de base locale soit donné,
en fonction du changement de parameétres sur la variété, de la maniére suivante:

(5.2) I,=AT,; I,=AYI, quand A} =0d,&", Al =0,¢.

A tout agrégat W arbitraire de caractéristique ( , 0, p) nous associons, tout comme
v

dans le cas précédent’) la grandeur

DV .1 20\ _ w1
3) (]T),zo = 1im - [R, WCE) = W( ],

ou l'opérateur R, a la méme signification que dans le cas précédent. Si donc 3}

. (. u
est un agrégat de caractéristique < , 0, p) nous avons
v

0y do} dé
A l,, u e Vu
(5 4) = dll‘ + — (rwu (:; v + cee T ‘)l.)mvz;...lv., - .+ prauvll ).
. . . u ., s
11 est facile de voir que pour I'agrégat Vi ;«pi-{s de caractéristique < , i, D, >
v t
nous avons
D Vi...Vy d1...ds d Vi..Vy G1.. d u
(55) At...Ay by...bs — Ag...Ap by.. bc 4+ = 5 rv; Vu) v).:v :: +
dt dt d
cm DV o ey — e A TGV e — I, VI S —
a Vi...Vu @ s+t c » as
+ Pl Vi e +_N—I—I—H WV bl ) -

, , , s S\ ..
Par le développement d’un agrégat V de caractéristique (u, i, p, ) défini aux
v t
points de la courbe y: & = &(1), dans ’espace local (nous parlons de la réunion
5) Les espaces locaux sont maintenant affines et leur dimension est égale a celle de la variété X .

Dans ce cas, que nous obtenons en spécialisant les variétés Ppy 4 connexion, nous avons donc
toutes les notions connues des cas précédents.
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des espaces Py('¢) et A,(*¢), ou 4,(*¢) est I’espace affine tangent a la variété X, au
point &) nous comprenons I’ensemble des fonctions d’une variable défini comme
Vi...Vy @1...05

suit: Soient V3175 5105(€) les composantes de I’agrégat V par rapport aux repéres
X, N, K,(N, K, étant le repére général dans I'espace 4,(£) suivant la courbe y. Par

‘ . (. 1, 0 . . .
exemple ’agrégat v, de caractéristique (0 , i, D, 1> peut étre exprimé par la relation

Ab
(i“)/‘”“)v”vu v" ol K = vIv, v = Dét lv”[ + 0, v étant un scalaire de
A
caractéristique (0, 0) L’homographle H, de l’espace local PN(fo) sur Py(*¢) et laffi-
nité A4, (donnée par la connexion afﬁne (5.1), de I'espace 4,(*¢) sur A,(*¢) nous

donnent dans le espaces locaux Py('¢) et A4,(*¢) les bases &, A, #,, images des

v, =u

bases X, N, I, des espaces Py(%¢) et 4,(*¢). Alors Ry V3t pi4s(*E) sont les compo-

santes, par rapport aux bases Z, 4, #,, de ’agrégat que nous appellerons dévelop-
pement de l’agrégat V. ¢

Par la différentielle projective DV au point !¢ nous comprenons alors la différen-
tielle ordinaire de la ,,fonction* (il s’agit d’'un ensemble de fonctions — composantes)
R,V au point h = 0, définie dans I’espace local Py('¢), 4,(*€) dans le sens précisé
ci-dessus.

6. Nous voyons donc qu’il est possible de définir ’agrégat de courbure — torsion
d’une variété P,y & connexion projective, et qui est une généralisation du tenseur
de courbure et du tenseur de torsion des variétés & connexion affine pris au sens
usuel (classique). Pour faire cela, étudions d’abord comment se transforment les
fonctions IT5, par les transformations G + (1.1). En vertu des équations (3.4) nous
trouvons facilement que pour les transformations G, + (1.1) nous avons

(61) H,c’:a' = {Hzaoz’ - aazo-’:"} A:'Jz’ .

En changeant le facteur scalaire, c’est-a-dire en procédant a une f-transformation,
nous obtenons la loi de transformation que voici

(6.2) m, =1+ (N +1)o,logf.

Pour les transformations G + (1.1) nous avons donc

(6.3) o, = {I1’et'ec, — 6¢. 8,6° + S50c.0h d,logf} A% .
Maintenant nous définissons les objets

(6.4) G =I5, — 1/(N + 1) 812, ,
(6-5) @, = 1I;, — 3,1,

1 est aisé de vérifier que GJ,, QF, sont des f-invariants qui se transforment par G, +
+ (1.1) de la fagon suivante:

11



(66) Gz:a’ = {Gla’aaz' - 5&2'} A:’a:' >
Qo = {050y — 6,.000,) — 05 9,00 — 8105, 0,00} Az .

En méme temps nous avons bien entendu I’objet de la connexion affine auxiliaire:
%, rb,, dont les formules de transformation, lorsque les paramétres changent selon
(6.1) et la base selon (5.2), découlent de (5.1): ce sont comme on le sait bien

(6.7) Iy =TeAVAY, TL, = (Al — 0,47} ALAG .
Supposons maintenant pour un instant que le repére (1.3) est choisi de telle fagon que:
(6.8) Aoy s Ay Ay iy s Ayspyy 0T =<,

soit I’espace tangent aux développements de toutes les courbes y passant par le
point 4, sur X, dans I’espace local Py(*&). Soit donc

(6.9) . =02, Iy, =0, 6=r+1,..,p,n+p—r+1,..,N.9

Nous écrivons maintenant I’équation de structure de la variété P}y & connexion sous
la forme

(6.10) [dot] = [wf?] — 2.
Le tenseur généralisé de courbure K:l,a soit donné par les équations
(6.11) Q; — 5,20 = — 3Kap[dE" de"].

Si nous tenons compte de (3.4,) et de la spécialisation du repere donnée par les.
expressions (6.9), nous obtenons par calcul direct a partir de (6.10) et (6.11) que
nous pouvons écrire les composantes du tenseur de courbure K:,,,, a laide de (6.6)
comme suit:

(6.12) Kaga = 2002001 + 2202fuimy + 200260211 -
Définissons maintenant le sous-tenseur du tenseur généralisé de courbure (6.12)
(6.13) K:[I{A = Za[agffim + 292{19?:4!3] >

que nous appellerons tenseur de torsion généralisé de la variété P,y a connexion
projective. Les grandeurs (6.12) et (6.13) sont évidemment f-invariantes. Pour les
transformations (1.1) nous avons

(6.14) K..p, = Kb AZ AL .
Pour les transformations G,, les équations (1.6), (1.8), (3.4) entrainent

(6.15) o, = (ofe¢ — dog) o}, .

%) Dans ce qui suit, nous écrivons w, IT = « pour & = 1, 2,..,r; 0,IT = p — r 4+ « pour
a=r+1,..,n

12



En vertu de (6.10) nous avons

(6.16) Qb = Qbabal, .

Si nous substituons cette relation dans (6.11), nous obtenons

(6.17) Kl = Kl (0l0) + 03000005 .

Nous voyons donc que Kzﬂ,, n’est pas un agrégat projectif au sens de la définition

mentionnée, mais un tenseur généralisé au sens de E. CARTAN [1]. Mais nous trouvons
immédiatement

(6.18) KM = KM 040m .
Pour les transformations G + (1.1) nous avons donc
(6‘19) Kz:ﬂ'a' = K:ﬂa(a:'ag, + Ug’a:'o'g'as') A;’Aﬂ' >

K¥pa = K000 AZAL, .

L - 1 .

Donc K% 4 est un agrégat projectif de caractéristique (g, 0,0, 1). Ensuite nous
définissons I’agrégat de courbure-torsion
(6.20) Rapa = 201.Glaipy + 2GerGlaym
et analogiquement 1’agrégat de torsion

M M M ~c
(621) RaﬂA = 26[,G|A|,,] + ZGC[ZGIAlﬁ] .
Ayons ensuite ’objet

(6.22) 0, =1/(N +1).1I,

- 0
et ’agrégat de caractéristique (2, 0, O>

(623) Qvu = 2a[/le] .

Nous appellerons Q2-objet de la connexion de la variété P}y les grandeurs
(624) F:[b Fg’ 9211 Qw Su = ng - Qu >

et G-objet de la connexion de la variété Py

(625) FZ[}’ F‘:’ G:a’ Ou *

La dérivée projective covariante d’un agrégat quelconque de -caractéristique

u . s\ , R . L e . u . N
, I, D, c’est ’agrégat de caractéristique s i, D, :
v t S\ + 1 t

13



(626) D“VX:E as...as _ a v “Vy di. +_ I-w1 | .Vudy...ds

Jo bk = Ay by i Aubyb, Toeee
= I Ve Zi — .+ X".'.lvx“ b e —
= QL VAT e — o+ PIG VTR QY b
+(s=1S, 2,'.'.:2:21:::,,:-

R . L, . , , u .S\, ., . .
L’expression de la dérivée covariante d’un agrégat , 0, Py > a 'aide du G-objet
v

de la connexion projective a la forme (voir [6])

Vi..Vy @1...as __ VieVu ai.. Vi d.. v; a1
(6.27) DV s = 0,V gy + TV SN S
a VieVy @1...05 A1 7/ ViV Co..g Vi...Vy ay...a
Ve e = e GV S e — Gbm Aooidy Cocbe

o PLGV R b QY R b -
- . N e .1 .0 .
Si v (ua) est un agrégat projectif de caractéristique | i, p, 0 ou{i,p, I respecti-~

vement) , nous écrivons les identités de Ricci généralisées sous la forme

(6.28) ID, D" = PR, + prlly, + i0°Q,y + 25% Dot
2D, Dy, = — 0RYp, + pvallg, + 10,0, + 2525 Dyv,

ou nous posons

(6.29) Sip = Tl» Ty = 206l + 2050l Tien -

7. Dans cette partie de notre travail nous allons étudier le transfer de 1’espace
local suivant une courbe fermée. Soit donc donné sur la variété X, un champ vecto-

riel v*(&") (un agrégat de caractéristique <(1), 0, 0)) Les équations

dcu T
(7.1) i )

déterminent un ensemble de courbes — les trajectoires du champ vectoriel v*(£”).
La solution du systéme (7.1) avec conditions initiales {* = & (£¥ étant un point
choisi sur la variété X,) pour t = 0, s’écrit sous la forme

1 r
(7.2) {* =&+ 0" + by v* o0 + ;(v" 0,0 v* + ... = exp (tX) &,

ol X = v*d,. Nous avons ainsi un groupe abélien monoparamétrique de transfor~

v w

mations ponctuelles T qui associent au point sur la trajectoire correspondant a la
valeur ¢t du paramétre le point correspondant a la valeur t + .

14



Soit ensuite donné, sur la variété X,, un champ de points contrevariants u“(¢")
(un agrégat de caractéristique <1, 0, O)) ; nous allons définir le champ de points con-
trevariants *u(&").

Nous dirons que le point contrevariant ‘u(¢") est la translation paralléle du point
contrevariant u“(n”) suivant une courbe y joignant les points &, " sur la variété X,
lorsque ‘u%(&") est 'image du point u%n’) par 'homographie existant entre les
espaces locaux Py(n), Py(£), associée a la courbe y donnée.

Le champ de points contrevariants *u%£*) c’est le champ que nous obtenons par
translation paralléle suivant la trajectoire du champ vectoriel v* = v*(&”) sur 1%
cela signifie que nous procédons a la translation du point correspondant a la valeur ©
du parametre au point correspondant a t + .

Considérons maintenant de plus prés la trajectoire y passant par un point &
choisi sur X,. Désignons par 5" le point de la courbe 7 tel que

2
(7.3) n* =exp(—tX) & = & — tv“+%v”6vv"—... ,

ou l'on a n* = &* pour t = 0. Nous pouvons évidemment écrire pour le champ de
points contrevariants

(74) (&) = ul(@) + (& — n) [0, 44y + .. -

D’apres la définition des points contrevariants *u%(¢*) nous savons que c’est un
point *X(&") pour lequel

(79 *X(&) = W) K2 ) ALE) s

ce qu’on trouve aisément & partir de (3.6). Nous avons donc

(7-6) () = ') B ).

Comme nous savons que (3.13), donc aussi (3.14,) a lieu, nous pouvons écrire
(7.7) (&) = u(n’) + (&) u”n"[all;"],,v + e

Si nous fixons le point #°, la relation (7.7) pourra &tre écrite comme suit

(7.8) (&) = u'(n’) + W[ *u" ]y + ... .

11 faut alors se rendre compte du fait que le point contrevariant *u%¢") satisfaisant
a I’équation (7.7), ou (7.8) resp., C’est le point contrevariant u®(£*) translaté paralléle-
ment du point #° au point ¢* suivant la courbe y. L’application u*(&”) — *u%(&")

15



tv

sera désignée par ’opérateur P et 'on a

(1.9) P us(E) = *us(®).

Soient maintenant u*(¢%), v*(¢*) deux champs de points contrevariants; k, I étant
tv

deux constantes. Nous voyons alors que I’opérateur P jouit des propriété suivantes:

tv
I. Si u%(&") est un point contrevariant, P u*(&”) est aussi un point contrevariant.

IL P(u(&) + I(E) = kP u'(&) + 1P (&)
sv tv (s+t

IL P Pui(&) = P u'(&).
IV. lim ¢~ {u*(&") — };u“(fv)} = v" D, u'(&").
t—0

La démonstration de la proposition citée découle immédiatement des raison-
nements précedents. Puis, on voit (cf. [8]) que la relation suivante a lieu

(7.10) ;u"(fv) = exp (— 1" D,) u*(&’) = u*(&") — * D" + ... .

Calculons d’abord d/dt P u%(€*). Nous voyons alors que I'on a

(t+7)u

dipu(é)—hmr e u(é)—Pu(é)}

= P {lim r“(P ui(&) — u(&)} = — P v* D,

=0
et, d’'une maniére tout analogue, nous voyons que

' Sﬁ }'§ ui(&) = (-1 1';(1;" D, ) u%(&")

a lieu; cela achéve notre démonstration.
Ayons maintenant sur X, deux champs vectoriels u®, v*; soeint u, v les parameétres
correspondant a ces deux champs. Supposons que nous ayons
(7.11) Lr*=0.")
u
Soit donné sur la variété X, un champ de points contrevariants u®("). Procédons
4 une translation parallele du point contrevariant u*(&*) sur uu®, ensuite sur vv®,

puis sur —uu® et enfin sur —wvv®. En vertu de la relation (7.11) les quatre transfor-
uu*

mations ponctuelles T, ... appliquées dans I'ordre mentionné nous rameénent en

fin de compte a la position initiale. Nous allons trouver maintenant le point contre-
variant que nous obtenons par la transformation mentionnée. Nous voyons que

7y Le symbole £ désigne la dérivée de Lie.
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—0V% —uu® ppx yyu*

(7.12) u(&)= P P P Pu(f)=
= exp (v0"D,) exp (uu*D,) exp (—vv*D,) exp (—uu*D,) u*(¢*) =
= u"(&") — uv(u’D, v"D, — v'D, u*D,)u" + ... .
En vertu de (6.28) on a évidemment
(7.13) (#'D, v"D, — v'D, u"D,) u® = 2D, D, uu"v* +
+ 285D uvu’ + (£Lv*) Du’ = Ri,uuwv" + (Lv*)Duc.

Les relations (7.11), (7.12), (7.13) nous donnent alors
(7.14) , w(&) = u'(&) — uvuuPRGp, . ub(&’).

Nous voyons donc que le point contrevariant ‘u“(¢”) que nous obtenons par transla-
tion du point contrevariant u%(£*) suivant une courbe fermée ne dépend pas de la
facon dont nous choisissons la connexion affine auxiliaire sur la variété X,, mais
seulement de la connexion de la variété P}y, ou plus exactement de dépend que de
I'agrégat de courbure-torsion. La variété X, joue seulement le réle du domaine des

paramétres. En vertu des équations (7.14) nous voyons que
(7.15) RY4=0

est la condition nécessaire et suffisante pour que I’espace P,(£*) — centre de 'espace
local Py(&") — reste inchangé (se transforme en lui-méme) par le transfer paralléle
suivant une courbe fermée. Si

(7.16) Rl =0,

alors le transfer paralléle de espace local Py(£") du point *¢” au point £ ne dépend
pas de la courbe joignant les deux points en question.

II. VARIETE 4%y A CONEXION AFFINE

Supposons 2 présent que les espaces locaux soient des espaces affines 4y(£") a N
dimensions et que ce soient les espaces tangents a la variété fondamentale X,. Dans
Pespace Ay(&") choisissons un repere

(8.1) M, I, ... 1y.

Soient M, I,%) des fonctions scalaires du point & de la variété X, et soit M un point
de la variété X,. Dans chaque espace local Ay(¢") soit donné un sous-espace A,(£")

8) Dans cette deuxiéme partie nous écrivons partout:

ab,...=1,2,..,N; M,P,...=q+1,...n,n+p—gqg+1,..,N;
By ... =1,2,...,n; A,B,... =1,..,9,n+1,...n+p—q;
a=0,1,...,N; A=0,4.

]
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3 p dimensions (0 £ P = N), appelé centre, et dans ce sous-espace choisissons un
repére

(8.2) M1y, ... 0.1y, g, q=min(p,n).

La connexion de la variété A7y soit donnée par les équations

(8.3) dM = oI, o = Igdé,
dI, = otl,, ) = I, dE*.

L’ensemble des fonctions I's, I', sera appelé objet de la connexion de la variété A7 -
Les changements admissibles de la base locale sont

(8-4) I,=031,, o =0, ¢=Détlgf| +0,
M=M + 1, ™=0.

Les changements admissibles des paramétres de la base fondamentale de X, soient
(1.1). Si nous n’admettons que les transformations affines (8.4) de la base et les
changements (1.1) des paramétres, nous obtenons immédiatement par spécialisation

A P 5o crrik s u s
du cas projectif la définition de I'agrégat affine de caractéristique ( , Ds ) et sa
v t
différentielle covariante en specialisant les raisonnements précédents.

DVii e _ dVaiiieie: 48

At...Ay by b AeuVy vl
(8.5) dr ldt et ar GV e + e
= GV e — e TV S+
— = TV s — L PGV ),
ou Gfu, G est I'objet de la connexion affine auxiliaire définie sur la variété X, par
les équations
(8.6) dN = @"J,, " = Gy d&f,

dJ, = @bJ,, ol = G, d¢7,
d’oll par changements des parametres (1.1) et de la base locale

(8.7) Jo=A%T,, J. = A%J,.
. e e 0 s
Lorsque nous nous bornons aux agrégats de caractéristique (0, 0, ) , hous obtenons,
t

en principe, la différentielle covariante du tenseur généralisé au sens du travail [11].

Supposons maintenant que dans ’espace local Ax(€) la base soit choisie de telle
que M,1,,...,1, soit le repére de ’espace tangent a la variété X, au point &* et que
Pespace local soit I’enveloppe linéaire de cet espace tangent et de I’espace affine
a (N — n) dimensions associé a tout point ¢ de la variété X,. L’espace tangent
et ’espace (N — n)-dimensionnel mentionné sont supposés avoir un et un seul point
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commun, savoir M(¢"). La variété A’y dont les espaces locaux sont définis de cette
maniére-13 sera désignée par 4 »n»> tandis que A7y dénotera une variété prise au sens.
bien connu (voir [11]), dont les espaces locaux sont des espaces affines & N dimen-
sions. Nous pouvons donc considérer la connexion de la variété X,, donnée par les
équations (8.6), comme connexion induite sur la variété X, par une ,,(N —.n)-
direction normale‘‘; pour un choix convenable de la base (8.1)

(8'8) . ’ Ia =_Ja9 . '

la connexion de la variété X, sera donnée par les équations

(8.9) Gy=Tj;, G =TS

¥

Nous voyons que par différentiation covariante d’un agrégat affine de caractéristique
u N , SR u s 3.

< , Ds > nous obtenons un agrégat affine de caractéristique < C D > D’une
v t v+ t

maniére tout & fait analogue au cas projectif nous obtenons le tenseur généralisé de:

.. \ 1 .
courbure-torsion (agrégat affine de caractéristique (;, 0, g), ((2), 0, 1) — soit tout:

court: tenseur de courbure-torsion.
(8.10) Gapr = 200G lum + 260Gl s Sap = Glag»
R = 20ul i + 2Ll faipy s (Foe = T2) -

Nous appellerons tenseur de courbure les agrégats Ggg;, R:,,,,. Par le tenseur de
torsion ponctuelle nous entendrons

(8.11) ‘ wp Ragis Ropa -

Nous savons déja que R(f[’,,‘7 = 0 est la condition nécessaire et suffisante pour que la

variété A}y soit un systéme a n paramétres de sous-espaces 2 p dimensions d’un
espace affine 3 N dimensions.

(8.12) . R, =0

est la condition nécessaire et suffisante pour que tout vecteur de ’espace vectoriel
(&%) de Tespace local affine Ay(&”) soit invariant par le transfer parallele de
’espace local suivant une courbe fermée sur la variété X,. Les raisonnements faits
dans le cas projectif entrainent que

(8.13) - RY¥7:=0

est la condition nécessaire et suffisante pour que I’espace affine A, (centre de I'espace
local Ay) soit invariant par le transfer paralléle de I’espace local suivant une courbe:
fermée, invariant en tant qu’espace ponctuel, mais non pas point par point. Si nous.
avons

(8.14) ... RYE=0
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(R34 est appelé tenseur de torsion de direction), alors la direction Ay(&") du centre
A, (&) de Tespace local Ay(E") reste inchangée par le transfer paralléle suivant une
courbe fermée, et réciproquement.

Si nous étudions au lieu de la variété /‘f;N la variété plus générale A,y et que la
connexion affine de la variété X, soit donnée tout a fait arbitrairement comme une
connexion auxiliaire, nous voyons que la signification géométrique de I’annulation
du tenseur de courbure-torsion et de ses sous-tenseurs, donnéz ci-dessus, reste la
méme également pour la variété A%y et ne dépend pas du choix de la connexion
auxiliaire. Nous n’allons pas nous intéresser de plus preés au fait que la théorie
développée ici est une généralisation du calcul tensoriel classique: Il est manifeste
que C’est une généralisation et un complément du calcul tensoriel généralisé de M.
A. Svec (voir [11]), ou les rapports au calcul tensoriel classique sont clairement
expliqués.
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Pe3roMme

OBOBIIEHHBIE MHOI'OOBPA3Ms KEHUTI A

BOI'VYMMJI HEHKIJI (Bohumil Cenkl), Ilpara

B pabote wusyyarorcs 00600LIeHHBIe MHOroo0pasuss KeHura ¢ mpOeKTHBHOK
CBsi3HOCTBIO P, y. BBOmuTCA T. Ha3. obobuennoe mensoproe ucuucaenue. TIpoek-
THBHBIH arpearaT HEKOTOPOH XapaKTepHCTHKH, SBISIOIMACA 0600IeHrEeM KiIacCu-
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€CKOro MOHATHS TEH30pa, ONpEENeTCs KaK MHOXECTBO (GyHKIMH Vji i« pi--je,
YAOBJIETBOPAIOIMX COOTHOmenMIo (2.2). CBssHOCTH MHOroo6pasust P, y naHa
cucTemoit ypasHeHuil (3.4). Jajee mOka3aHO, YTO MOXHO BBECTH MPOEKTHBHBIN
IuddepeHuan arperat 000l XapaKTepUCTHKH, €CJIM BBECTH BCIOMOTATEJILHYIO
addurnyrO CBA3HOCTL Ha OCHOBHOM MHOroo6pasuu X,. Ha mHOroobpasum P} y
C IPOEKTHBHOM CBA3HOCTBIO ONpEessieTcss 0000IEHHBIH TEH30p KPUBM3HBL U IOKa-
3aHa CBSI3b C TCH30POM KPHBU3HBI, ONPEJEICHHBIM IIPU HOMOILM yYPaBHEHUI CTPYK-
Typsl (6.10). ArperaT KpUBH3HBI-KDY4CHHs ONpejelsieTcs: ypasHeHusivu (6.20),
a arperaT Kpy4YeHHUS — YpaBHEHUIMU (6.21). OO00ONICHHBI TEH30p KPUBH3HBI
U arperat KpUBHU3HBI-KPYYCHHSI SBIIIOTCS, COOCTBEHHO IOBOPS, 00OOILEHNEM TeH-
30pa KPUBHM3HBI MHOTOOOpA3Ms CO CBS3HOCTBHIO B KJIACCHYECKOH KOHIETIUY, €CIIH
MCXO[IUTh M3 Q-00bekTa cBsi3HOCTH (6.24) Mmi u3 G obGbekTa cBssHOCTH (6.25)
MHOroo6pasus P', y. Tloka3aHO, YTO paBEHCTBO HYJIO arperata Kpy4YeHHs SBJISCTCS
HEOOXOJMMBIM U JOCTATOYHBIM YCIOBHUEM [JISL TOrO, YTOOBI LIEHTP JIOKAJILHOTO
NPOCTPAHCTBA OBLI HMHBAPHAHTHBIM IPH MapajUleIbHOM IIEPEHOCE JIOKAJIHHOTO
OPOCTPAHCTBA IO 3aMKHYTOH KPUBOIL.

Bo BTOpOI# yacTu paboTH ykazaHHBIE pe3yJbTaThl HPUMEHSIOTCS K MHOOOpa-
suro A, y ¢ abduHHOM CBS3HOCTBIO. B 3TOM cilydae XapaKTepu3yeTcs PaBeHCTBO
HyJIo AByX adQUHHBIX arperaToB Kpy4eHus, a MMeHHO adduHHOrO arperata Tovey-
HOTO Kpy4eHus u apdHHHOTO arperata KpyyeHHs HampaBiieHuil. PaBeHCTBO HyIIO
adpuHHOTO arperaTa TOYEYHOTO KPYYCHHS UMEET TOT XK€ IeOMETPHYCCKUI CMBICI,
KaKk ¥ PaBeHCTBO HYJIO IPOCKTUBHOTO arperata kpydeHus. OJHaKo, IS TOTO,
9100l ObLUI MHBAPMAHTHBIM TOJILKO 3aMep IIEHTpa JIOKAJIbHOTO IPOCTPAHCTBA NPH
napaJuleIbHOM IIEPeHOCe JIOKAJIbHOTO IPOCTPAHCTBA 110 3aMKHYTOW KPUBOM, HE0O-
XOIMMO M JOCTATOYHO, 4TOOBI ad(UHHBIA arrperaT Kpy4eHHsl HaIpaBJICHHH ObLI
TOXIECTBEHHO PaBEH HYJIO.
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