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YexocJioBauknii MaTemaTuyeckuii xkypuaa 1. 13 (88) 1963, [lIpara

SUR LES CORRESPONDANCES ENTRE DES ESPACES
PROJECTIFS A CONNEXION PROJECTIVE LINEAIRE

‘Marius 1. STokA, Bucarest
(Regu le 19 janvier 1963)

On détermine les formes euxquelles nous pouvous réduire le tenseur H}k
de M. G. Vrianceanu d’une correspondance entre deux plans dans le cas ou
ses composantes sont des fonctions linéaires des coordonnées.

Admettons deux plans projectifs P,(x, y) et E,(u', u?) entre lesquels nous avons
la correspondance définie par

(1) ul =di(x,y), (i=12).
Les directions caractéristiques de la correspondance (1) sont fournies par I'équation
) I}, dy® + 3}, dxdy? + 31}, dx*dy — 1?3, dx®* = 0

oull j-,‘ est le tenseur projectif de 1’espace P, fourni par les formules

. . 5t Sl
H}k'_—rj'k—;]rk_;’crj, (i,f,k= 1,2)

I, étant la connexion affine de I'espace P,, et I, = I’ b

La correspondance (1) est de la premiére, de la deuxiéme ou de la troisiéme espéce
selon que I’équation (2) a des racines distinctes, une racine double ou une racine
triple [1].

Le professeur G. VRANCEANU a démontré que la correspondance (1) est de la pre-
miére, de la deuxiéme, ou de la troisi€éme espéce selon que la forme quadratique

¥ =1I,, dx* + 2I1,, dx dy + II,, dy* (II;; = I} II;)
est non-dégénérée, dégénérée, ou identique nulle [2].")

Il a démontré également que le tenseur Hj-,, peut étre considéré comme associé
a la correspondance (1) si [3]%)

(3) d, — 2¢,, — b — 2da, + 3cb, — ad, + 3(c* + bd)y =0,
a — 2by, — ¢,o — 2ad, + 3bc, — a,d + 3(b* + ac)x =0

ota=1IMs b=1I, c=—IM},d=1I3,.

1y Page 154. 2) Page 131.
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Dans le cas du tenseur IT%;, constant, le prof. G. Vridnceanu a démontré [4]*) que
nous pouvons réduire ce tenseur a I'une des formes

1) Oy, =113 =+1; 2) Ii,=1; 3) M3, =1,

les composantes non écrites étant nulles. Dans le premier cas, la correspondance est
de la premiere espece, dans le deuxieme cas de la deuxieme espece et dans le troisiéme
de la troisiéme espéce.

Dans cette étude nous determinons les formes auxquelles nous pouvons réduire
le tenseur IT}, dans le cas ol ses composantes sont des fonctions linéaires de variables x
et y.

Par conséquent, nous considérons le tenseur I1 j-k fourni par les formules

@ a=ox+ By 4y, b=ox+ By 47y, ¢=ax+ B3y +7;,
d=oux+ B4y +7,

ol a;, B, y; sont constantes et o} + f; # 0 pour au moins une valeur de j (j=1, 2,
3, 4) car, dans le cas contraire, le tenseur IT}, serait constant.

Si B; #+ 0, par le changement de variables X = f2x, y = a;x + B,y + y;, nous
pouvons obtenir IT:, = y, c’est a dire ¢, =y, = 0, f; = 1.

Si a; % 0, B; = 0, par un changement de variables X = o;x + 7, § = \/(|0C1|) ¥,
nous pouvons obtenir a; = +1, f; =y, = 0.

Si @y = B; = 0, par un changement de variables nous pouvons obtenir IT}, = 7
(1 =0,1), c’est a dire oy = f; = 0, y; = n.

Nous avons donc a considérer les cing cas suivants:

[1]: =Py =7y,=0;
[2]: o =P =0, y,=1;
[3]: =1, Bi=y9,=0;
[4]: o =—1, fi=y9=0;
[5]: o =7 =0, B =1.
Dans le cas [1], en procédant comme ci-dessus nous avons les sous-cas suivants:
[L.1]: % =Pr=y,=0;
[1.2]: 0 =p=0, y,=1;
[1'3]: =1, f=y,=0;
[1.4]: a =y,=0, B,=1;
[1.5]: oy =92=0, B,=—1.
3) Page 499.
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Dans le cas [1.1] nous avons les sous-cas

[L.11]: a3 =Py =79;=0;
[L1.2]: a3 =P3=0, y3=1;
[1.1.3]: az=1, B3=9y;=0;
[1.1.4]: a3 =—1, B3=7;=0;
[1.1.5]: ay=79;=0, f3=

Finalement, dans le cas [1.1.1] nous avons les sous-cas
[1111] oy = 1, 4=')’4=0;

[1.1.1.2]: oy =y,=0, Ba=1;
[L.1.1.3]: d, =7,=0, Bo=—1.

Par le changement de variables X = y, j = —x, la connexion IT7; = y, donc la
connexion du cas [1.1.1.2], est transformée en connexion de la troisiéme espéce
[15]: oy, = x.

Par le changement de variables X = y, § = —x, la connexion IT?; = —y, donc

la connexion du cas [1.1.1.3], est transformée dans la méme connexion [I3].
Par le changement de variables X = y, j = x, la connexion IT}, = x, donc la
connexion du cas [1.1.1.1], est transformée dans la connexion de la troisi¢me espéce
1
[I15]: My, =y.
Donc, dans le cas [1.1.1], la connexion IT} est réduite a 'une des formes [15],
[11,].

Dans le cas [1.1.5], le systéme (3) n’est pas vérifié.
Dans le cas [1.1.4], le systéme (3) est vérifié identiquement.

Si B, # 0, a, = 0, par le changement de variables X = B4y + ¥4, J = x, nous
obtenons la connexion de la deuxieme espéce

[15]: My =ix, N, =M% =—y, (A+0).
Sia, + 0, B, + 0, 3, par la transformation

‘34 +,§_4.‘y+_y_4.’ j;';_—x,

X = —"1 X
3(Ba = 3) 3oy 3oy

nous obtenons la méme connexion [I5].
Si a, #+ 0, B, = 3, par la transformation

1
X=—(tgx +3y+7), J=x,
3a,
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nous obtenons la connexion
[115]: M, =3x+y, H,=—1I%=—y.

Si a,# 0, fs= 0, par un changement de variables X = a; 'y, ¥ = x, nous
obtenons la connexion .
[ ]: My =y+2, H,=—-1%=—y.

Si oy, = B4 = 0, par un changement de variables nous obtenons la connexion
[IV3]: Oy =1, O, = -3 = -y,

ou la connexion [I5] avec 4 = 0.
Dans le cas [1.1.3], nous obtenons, d’une maniére analogue, les connexions

[112/3 H;2=AX, H}2=-—H§2=y,
[115]: My, = =3x+y, Hi,=—-1% =y,
[1115]: Oy,=y+ A, IIl, =13, =y,
[1V5]: : My, =1, Mi,=—13, =

Dans le cas [1.1.2], si ay = 0, il résulte que B, + O et par le changement de
variables X = S,y + 74, J = x, nous obtenons la connexion

[V.]: Oy, =Ix, M, =—-MN3,=1, (L+0).

Si B, =0, il résulte a, + O et par le changement de variables X = oz 'y, y =
= x + a; 'y,, nous obtenons la connexion
[Vlz]: My =y, H}2=—H§2=1-

Si o, % 0, B4 # 0, par un changement de variables nous obtenons la connexion [V, ].
Donc, dans le cas [1.1], la connexion I}, est réduite a 'une des formes [14],

[15], [15], - [VL].
Nous considérons maintenant le cas [1.2]. Dans ce cas le systéme (3) nous fournit
B3 = Bs = 0. Donc, la connexion IT, s’écrit

my, =0, Ij,=-H3=1, —1Ii =I5 =ax +7y;, I} =X+ 7,.

Si oy = 0, il résulte o, + 0, et par le changement de variables

- - 3 Ya
f=-y, 7= = Ye)x -5
NACH
nous obtenons la connexion de la premicre espece
[11]1 Héz'_—y’ H}1=—H§1=l, Hiz‘"“‘”%z:'{-

Si oy = 0, il résulte a3 =+ 0 et par le changement de variables nous obtenons la
connexion

[11,]: nm,=-mn3 =1, M,=-M3=+y,
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si y, = 0, et la connexion

[Hlx]: Héz'_—l’ Hi1=“H§1=)“» H}2=—H§2=iy, (’1*0)’
siys #+ 0.
Siay #+ 0, ay *+ 0, par un changement de variables

X=-Y, )_)____Z(“ai)

(x3x + y3),
o3

nous obtenons la connexion
[IV1]3 H;2=)’+A: H}1=—H§1=1, H}2=—H§2=uy, (:”4:0)‘

Dans le cas [1.3], le systéme (3) n’est pas vérifié.
Dans le cas [1.4], le systéme (3) nous fournit B3 = 0, a, = f4 = y, = 0. Donc,
la connexion IT}, s’¢écrit

Ny, =M%}, =0, Hi,=—M3, =y, —IMj;=I} =ax+ y;.

Si a3 = 0, par un changement de variables nous obtenons la connexion [II;] ou
la connexion [1V5] ayant ¢ = 0.

Si a3 %+ 0, par le changement de variables

- 1 _
X=———(mx+7s), ¥=y,
\/(]oc3|)
nous obtenons la connexion
[Vil: Ny, =M% =+x, O, =-13=y.

Dans le cas [1.5], nous obtenons les mémes connexions.
Donc, dans le cas [1], la connexion IT, est réduite a Pune des formes [15], [115],
(L] - [IVa] [, - s [Va -
Dans le cas [2], le systéme (3) nous fournit
(20, + B3) =0, By(20, + B3) =0, 3oz — 284 + 39,(By + 20,) = 0,
Uty + 20383 + 0yBs + @By =0, wfy + 263 + 28,8, =0,
—ay + 30273 + 68373 + 3P4y, + 3By = 0.

Ce systéme admet les solutions

9 3a
o, =B,=B3=0, 0‘4=*$ B =—3

et
20,

% = s By= =2y, ag=-——%, Ba=~—=,
2 :

_ 30‘25%)’3 + 30‘%[32?2 - 0‘3
B3

4
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Dans le premier cas, la connexion I1 ;,‘ est
Héz’—‘ 1, Hiz= “H§2=?z, —H}1=H§1=cx3x+)’3,
9a5y 3

m; = *”—23*236*'”2—3)"*‘?4-

11 en résulte que a3 # 0.
Si y, = 0, par le changement de variables

%3

5= wl) x + 23 \/(l“SD 7=
\/(l 3I) + o3 o i/(‘“s

294
57 35w’

3

nous obtenons la connexion
2) -

Héz=1, H}1=——H§1=—_tx, H%l'_‘i

[vL]:
Siy, # 0, par le changement de variables
1673 9 3
£=—(0x+ ), §= S Dahay g Ty +v4),
3 3uy 2
nous obtenons la connexion
15
My =Mj, = -5 =1, HOj, = -1} = —}“x”"l_é’

[vi,]:
9 34 27

my="x+>y+=—.

T Y

Dans le deuxiéme cas, la connexion IT j-k est

my,=1, I3 = — T3, = ayx + oy + 72,
2
—I}, =13 = — _Of_z(azx + B2y) + 73,
B2
2 2 20 _ o3
o =- 3%% (22x + B2y) + 3%abars + Z(:zﬁz)’s = (B, +0).
2

2
Si o, = 0, par le changement de variables

1
X=|p%x, ¥=— + 72)
X=|Blx, ¥ \/(Iﬁzl) B2y + 72

nous obtenons la connexion [IV,] avec ¢ = 1 si y; = 0, et la connexion (11, ]

siy; =+ 0.
Si o % 0, par le changement de variables
- - 1 Bay: — o2
X=1Bslx, J=———(0x+ B2y) + 77—
’ NI R N

nous obtenons la connexion [IV,] ayant ¢ = 1 ou [III;].
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Dans le cas [3], le systéme (3) devient

305205 + B3) + 233 — Ba) =0, By(2, + B3) + p3 =0,
72202 + B3) + 93 =0, u(Br — 1) + az(ey + 28;3) + 0,8, =0,
2438, — 1) + 3B3(xx + 2B3) = 0, 74(385 — 2) + 3ps(0, + 2B3) + 3P4y, = 0.
Ce s;'stéme admet les solutions

I° ay=a3=P3=93=P,=7.=0, f, =1;

2% =Py =y3=0a,=0, B, = é, Ba = 3z, 74 = 03y,;

. oy =a3=fy=y; =0, =P, =0, .Bz=§;
12,

4. gy =y =fy=93=04=PF,=7,=0, B, %1, 3, 5;

?.%=4m*mm=an=£u%=—%m+wa
3
3ps(os + 383
ﬁ‘t — 3((13 + 3ﬂ§), Yy = ‘J)3( 3 B3)’
B3
o V3 3.B§ 3ﬁ§ 38373
6.d=— :’:0’ =1’ =_)a=_“‘_yﬁ=___5 =_—’
2 Bs B Y2 5, 3 4 4 YRR 4
o 2
T°. oy = —3/53 + 0, B, =%’ V2=§‘;“3‘, 3 = "%’éﬁg, a4=§—1—/3§, Bs = _%ﬁ§§
3
B3 Y3
80' (x:’:_“l :_2 s T ’é > = - = =
2 2B3 B3 Bss 3B B2 2, + f V2 2%, + B
« _ Bg - 40‘% @ = — (o — B3) (20, + Bs)z B, = 3B5(20, + B3)
3 T 4 — b 4 — b
4 4 4
_ 393(20, + B3)
4 = ———4 .

Dans le cas 1°, la connexion IT}, est réduite & la connexion [I3] avec 4 = 1, ou
a la connexion

[vir]: Oy, =I1% =x, IIl, = -I%=y.
Dans le cas 2°, nous obtenons la connexion [I3] avec 4 = 3, ou la connexion
[IX1]3 M =3x, i, = — M3, =y, iy = —M3; = + x, H%l = +3y.
Dans le cas 3°, nous obtenons la connexion [I5] avec 4 = 3
[Xi]: My =3x, Miy=—M3 =y, O} =1.
Dans le cas 4°, la connexion IT}, est réduite a 'une des connexions [I5], [V,] avec

A=1,[I5]ayant A = 1.
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L. est réduite

Dans le cas 5°, la connexion IT;

, A
[XIi]: M}, =3x, M, = — 15, = x + y, ny =-13 = —§x+%y,

42 + 3
H%1=

(x + 2y).

Dans le cas 6°, nous obtenons la connexion

Xy My =x, 0, = —M3, =x+y, I}; = —-15 = —ix + ),
mi =Jix—3y.
Dans le cas 7°, nous obtenons la connexion
[XI}]: M3, =x, i, = =3, = x + 2y, O}, = — I3, = 5ix + %,
i = — Shx — oy + .

Dans le cas 8°, nous obtenons la connexion [15], [V,] ou

, 1 1—422
[XIVJ: 1, = x, IIj, = _H§2=/1x_2/1+1y’ Hh:*n;x:' 4 x4+,
1 — 221+ 1)? 322 + 1
H%1=( )( ) x + ( )y (’{:’:_%9—%»—1’_2)-
4 4
Dans le cas [4], nous obtenons la connexion [I,], [V,] et
[15]: I, = — x,
[vill{]: O3, =M} = —x, I}, = -3, = — y,
[IX’; : Héz = —3x, Hiz = —ng = =) Hil = _Hgl = *x, Hfl = 13y,
[X,l,]: Hé?-: _%x’ H;2= _H§2= - Y Hfl':l?
" A
[X113 Hé2=~3x, H}ZZ—H§2=x—y7 H11=—H§1=§x+§,
42 + 3

[XIG]: Mo = —x,0lj, = =13, = x — y, [}, = — 13, = — 3x + ),

H%l ='1x‘_- %y7
[XINf): M3 =—x, Hi,=—-I3,=x-2y, O}, =13 = — X + %,

M= — St i34,
[X1V7]: H§2=—x,n}2=—11§2=/1x+2'1+1y,

1 — 422 '
H}l = H;l = 4 X =),

» _ (1=2@r+1)y _3(2,1+1)y

1
1Ty, 4 x 2 A+ -3 -%-1-2).
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Dans le cas [5], nous obtenons les connexions [II;], [VI,], [I,], [III5], [IV,] et
[le]: H;Z =) H}I = “,Hiz = + Xx, H%l =+ y,

[XVL,]: M=ty Oi, = —M3 =x, i, = =13 = —y, I1; = £ 9,
[XVIL]: Oy, =4y, O, = -0}, =x, 1}, = —1I3, =x + y,
i, = +3x — Ay,
[XVIL]: O3, =y, i, = =13, = £ x+ A O}, = —I5; = +Ax — y,
I, = 9x,
[XIX,]: M} =y 0}, =13 = —6x+ yII;; = — I3, = +6x — 3y + A,
I3, = 162x + 27y,
XX, Iy =y, M= =M = ——x £y, I, = 221 = ) x = 2.

Ml =2y
(A=2)y, O} == D)x+ 2222 -3)y, (A +0,1,2).
Nous avons donc le théoréme:

Si les composantes du tenseur H;k sont fonctions linéaires de variables x at y,
celui-ci est réduit, par des changements de variables, a I'une des formes [I;],
[1L,], [I,]—[VL,], [I;]—[XX,]- La correspondance entre les plans P, et E, est,
dans les deux premiers cas de la troisiéme espéce, dans les six cas suivants de la
deuxiéme espéce et dans les vingt derniers cas de la premiére espéce.
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Pe3rome

O COOTBETCTBUSIX MEXIY IMTPOCTPAHCTBAMU C JIMHEMHOM
IMPOEKTUBHOU CBA3HOCTLIO

MAPUYC U. CTOKA (Marius I. Stoka), Byxapecr

Ecii 3a7aHbl [Be IPOCKTHBHBIE IUIOCKOCTH Po(x, y) u A,(u', u?), Mexay koro-
PBIMH MMEETCSI COOTBETCTBHE ’

(1) ut=ui(x,y), i=12,
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TO XapakTepUCT HYCCKUE HANPABJIEHUSI COOTBETCTBUS (1) JaHbl ypaBHEHHEM
) I3, dy® + 30}, dx dy? + 301, dx*dy — 12, dx® = 0,

rae II — NpoeKTHBHBIN TEH30p NPOCTPAHCTBA.

Cornaco Tteopuu O. Bopysku coorsercrBue (1) SBIETCS COOTBETCTBHEM
TIEPBOTO, BTOPOTO WJIM TPETHETO POJa CMOTPs IO TOMY, €Cii ypaBHeHHe (2) nMeeT
Pa3JINYHBIC KOPDHHM, OIWH JBYXKPATHBIH KOpPEHb WJIM TOJIbKO OJMH TPEXKPATHBIA
KOPEHb.

T". BpanueaHy Halles yCJIOBHsI, KOTOPBIM JOJDKHBL YAOBJIETBOPATH KOMIIOHEHTBI
I}, IPOEKTHBHOTO TEH30pa, YTOGHI OHHM ONPENEIISUIA COOTBETCTBHE ).

Ha ocHOBaHMEM 3THX pe3yJbTATOB B CTaThe BBIBEACHBI (POPMYJbI, K KOTOPHIM
cBomuTes TeHsop ITh, B cilyvae, KOI/ia €ro KOMIIOHEHTBI SIBJISFOTCS JIMHEHHBIMH
GYHKIMSAMH OT NEPEeMEeHHBIX X, .

631



		webmaster@dml.cz
	2020-07-02T19:36:17+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




