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Yexoca0BanKHii MaTeMaTH4ecKHit xypuai, 1. 13 (88) 1963, Ilpara

EIN SATZ UBER TEILWEISE GERICHTETE GRAPHEN

A. Apim, Szeged, K. CuLik, Praha und G. PoLLAK, Szeged
(Eingegangen am 20. Dezember 1962)

Es wird eine notwendige und hinreichende Bedingung angegeben, wann
ein teilweise gerichteter Graph einen starken Homomorphismus gestattet.

Eine Menge I', in der eine binire irreflexive Relation o(x, y) definiert ist, heif3t
ein teilweise gerichteter Graph. Die Elemente von I heiflen die Punkte des Graphen.
Um die spiteren Betrachtungen zu vereinfachen, fiilhren wir die weitere Relation
o(x, y) = o(x, y) & o(y, x) ein.

Hat der (teilweise gerichtete) Graph G eine mehr-eindeutige Abbildung x — x’
auf den Graphen G, so daf

o(x,y)=x =y x =+,
o(x, y) & o(y, x) = o(x', ¥y') & (¥, X') »
o(x, ») & a(y, x) = o(x', y) & o', x')

gilt, so sagen wir, daB diese Abbildung ein starker Homomorphismus ist. (In der
zweiten Formel kommt notwendigerweise die Aquivalenz vor. Die Umkehrung der
dritten Formel ist auch giiltig, wenn x’ und y’ verschieden sind.) Jeder Graph gestattet
wesentlich hochstens einen starken Homomorphismus.

Satz. Ein teilweise gerichteter Graph G gestattet dann und nur dann einen starken
Homomorphismus, wenn die folgenden Bedingungen o), B) fiir jedes Tripel x, y, z
verschiedener Punkte erfiillt sind:

o) o(x, y)&o(x, z) = o(, 2), B) o(x, y) & o(z, x) = o(z, ) .

Beweis. Es sei angenommen, daB G einen starken Homomophismus gestattet,
und seien ferner die Prdmissa von ) giiltig. x" und y’ stimmen iiberein. Wir sondern
zwei Fille danach ab, ob o(z, x) gilt oder nicht. Wenn es gilt, so ist auch o(x, z)
erfiillt, so daB x’ = z’ gelten muB; daraus folgt o(y, z). Gilt o(z, x) nicht, so ist
o(y’, z') wahr und ¢(z’, y') falsch (wegen der Ubereinstimmung von x’ und y’).
Dies impliziert o(y, 2)-
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Seien nun die Pramissa von B) wahr. Es geniigt den Fall zu betrachten, daB o(x, z)
nicht gilt. Da o(z’, y') wahr und ¢(y’, z’) falsch ist, muB o(z, y) gelten.

Umgekehrt, sei G ein Graph, der die Eigenschaften o) und B) besitzt. Wir zeigen
zuerst, dal die Relation ¢ im folgenden Sinne transitiv ist: wenn die verschiedenen
Punkte a, b, ¢ den Relationen o(a, b) und o(b, c) geniigen, so wird auch o(a, c)
erfiillt. Tatsichlich, die Anwendung von o) bzw. B) fiir b, a, ¢ als x, y, z (der Reihe
nach) versichert die Giiltigkeit von ¢(a, c) bzw. ¢(c, a).

Sei ein Graph G’ durch die folgende Vorschrift definiert:

1) Es gibt eine wohlbestimmte Abbildung x — x’ von I" auf die Punktmenge von G,
und zwar x’ = y’ (x =+ y) gelte genau im Falle o(x, y),

2) o(x', y')(x" + y’) gilt genau dann, wenn es zwei Punkte x,, yo von G gibt,
so daB x, = x"und yo = )’ ist, und ferner o(xo, y,) gilt.

Die erste der Eigenschaften, durch die die starken Homomorphismen definiert
wurden, ist trivial erfiillt. Wir werden nun beweisen, daB3 die folgenden Behauptun-
gen gelten:

(I) sind x" und y’" zwei verschiedene Punkte von G', so gilt hichstens eine von
o(x', y') und o(y’, x'),

(1) gilt o(x’, y") und sind x,y beliebige inverse Bilder von x',y' (der Reihe
nach), so ist auch o(x, y) wahr.

(I) und (IT) versichern — wie man einsehen kann — daB die betrachtete Abbildung
jede Eigenschaft besitzt, durch die die starken Homomorphismen definieren.

Um (I) zu beweisen, sei es angenommen, daB o(x’,y") = o()',x") =1 fir
irgendein Punktpaar von G’. Es gibt Punkte x,, x,, y;, ¥y, von G, die x; - x’,
X2 = xl’ V1 yl5 V2 = yl’ Q(xl’ yl): Q(yZ’ x2) erfiillen. Da O'(XI, x2) gilt’ 0() ver-
sichert o(x,, y;); o(y1, X,) folgt dhnlicherweise aus a(y,, y,) und B). So ergibt sich
a(x,, y;) im Gegensatz mit x’ # .

Seien x, y, x;, y; derartige Punkte, daB x » x',x; > x, y => y,y;, >y, x" + )/,
o(xy, y;) gelten. Durch die Anwendung von o) ergibt sich g(x, y,), und davon g(x, )
durch B).

Bemerkung. Man kann leicht weitere Begriffe des teilweise gerichteten Faktor-
graphen und des einfachen teilweise gerichteten Graphen einfiihren und zugehorige
Sétze dhnlicherweise wie bei K. CULiK: Zur Theorie der Graphen. Cas. pro pést. mat.
83 (1958), 133 —155, ableiten.
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Pesowme
OOHA TEOPEMA O YACTUYHO OPMEHTUPOBAHHOM I'PA®E
A. AIAM (A. Adam), Ceren; K. YVJIMK (K. Culik), Ipara; I. IIOJUJIAK (G. Pollik), Cerex

YacTHYHO OpPHUEHTHPOBAHHBIM rpadoM pa3ymeeTcsi MHOXECTBO I', HA KOTOPOM
onpeziesieHo uppediiexcuBHoe GuHapHOe oTHOLIeHKE g(x; y). OToOpakeHue x — X’
YaCTHYHO OPHEHTHPOBaHHOro rpada G Ha G’ Ha3bIBAETCS CWJILHBIM TOMOMOPHU3IMOM,
eciu:

1) o(x, y) & o(y, x) = x" = y'(x * y),
2) e(x, y) & o(y, x) = o(x", y') & o(¥', X') »
3) a(x, ) & oy, x) = g(x', ') & o(v', ¥') -

YacTHYHO OPHEHTHPOBAHHBIA rpad MOmycKaeT CHJIbHBIE TOMOMODP(H3M HMEHHO
TOraa, KOTAa Tl KaX A0 TPOMKM X, ¥, Z OTJIMYHBIX APYT OT APYra BEPILIMH UMEIOT
MECTO CJICAYIOLIHE COOTHOLICHUS:

®) o(x, y) & oy x) & o(x, z) = e(y, 2) ,
B) o(x, y) & o(y» x) & o(z, x) = o(2, y) .
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