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YexocaoBankuii MaTemaTuyueckuii xypaasu, 1. 13 (88) 1963, Ilpara

UBER EINIGE RADWERTPROBLEME DRITTER ORDNUNG

MicHAL GREGUS, Bratislava

(Eingegangen am 31. Juli 1961)

In der Arbeit sind drei Arten von Randwertproblemen gelost, welche sich
auf die Differentialgleichung der Form (a) beziehen, deren Koeffizienten
Funktionen von x € (— 00, 00) und vom Parameter A € (44, 4,) sind und
gewisse Voraussetzungen erfiillen. Die Losung der Randwertprobleme ist
mit Hilfe der Eigenschaften der sogenannten Biischel von Losungen der
Differentialgleichung (a) durchgefiihrt. Im letzten Teil der Arbeit ist ein
Problem gelost, welches sich auf die Existenz der Nullstellen der Ableitung
der Losungen der Differentialgleichung (a) bezieht. Das Problem wurde in
der Arbeit [1] fiir Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten
gelost.

Einleitung. In den Arbeiten [2], [3] wurde ein Randwertproblem, welches sich
auf die Differentialgleichung

(a) . ym+2Ayr+[Al+b]y=O
und die Randbedingungen

ya) =0, ay(b) —ay'(b) =0, Biy(c) — By'(c) =0
(—o<a<b<c< o)

bezieht, unter gewissen Voraussetzungen iiber die Koeffizienten der Differential-
gleichung (a) geldst.

Im ersten Teil der Arbeit 16sen wir dasselbe Randwertproblem dritter Ordnung,
allerdings unter anderen Voraussetzungen iiber die Koeffizienten der Differential-
gleichung (a).

Im zweiten Teil werden zwei dhnliche Randwertprobleme geldst, in welchen die
erste Randbedingung im ersten Falle y’(a) = 0 und im zweiten Falle y"(a) = 0 ist.
Dabei werden die sog. Biischel von Losungen zweiter und dritter Art gebraucht.
Im dritten Teil wird die Existenzfrage der Nullstellen der Ableitung der Losung y
der Differentialgleichung (a) mit den Anfangsbedingungen y(a) = y’(a) = 0 be-
handelt.

Unter gewissen Bedingungen hat nidmlich die Losung links von a keine Null-
stellen, aber ihre erste Ableitung kann dort Nullstellen haben.
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Mit dieser Frage beschiftigte sich G. SANsoNE [1] fiir die lineare Differential-
gleichung dritter Ordnung mit konstanten Koeffizienten.

1. Betrachten wir nun zwei Differentialgleichungen der Form (a)
(a1) V' +24y" + (A" + b))y =0,
(az) 2" + 242" + (A" + b))z =0.

Wir setzen voraus, dass A'(x), by(x), b,(x) stetige Funktionen mit 0 < b,(x) <
< b,y(x) (x € (— 00, 0)) sind; es gelte jedoch by(x) = 0 in keinem Intervall. Dann
gilt der folgende Satz:

Satz 1. Wenn jede Losung der Differentialgleichung (a,) mit einer Nullstelle
unendlich viele Nullstellen hat, dann hat auch jede Lisung der Differentialglei-
chung (a,) mit einer Nullstelle diese Eigenschaft. Wenn ferner y(x) eine Lésung
von (a,) und z(x) eine Lisung von (a,) mit den Eigenschaften y(a) = y'(a) = 0,
y'(a) # 0, z(a) = z'(a) = 0, z"(a) % 0 ist, dann ist die erste rechts von a liegende
Nullstelle der Losung z(x) nicht grésser als die erste rechts von a liegende Nullstelle
der Lisung y(x).

Beweis. Es ist bekannt [4], dass die notwendige und hinreichende Bedingung
dafiir, dass jede Losung der Differentialgleichung (a,) mit einer Nullstelle unendlich
viele Nullstellen hat, ist, dass jede Losung der Differentialgleichung (a;) mit einer
doppelten Nullstelle wenigstens noch eine weitere Nullstelle hat.

Setzen wir also voraus, dass die Losungen der Differentialgleichung (a,) oszillieren,
d.h., dass jede Losung mit einer Nullstelle deren zugleich unendlich viele hat. Es
sei y(x) eine Losung von (a;) und z(x) eine Lisung von (a,) mit y(a) = y'(a) = 0,
y"(a) > 0, z(a) = z'(a) = 0, z"(a) = y"(a). Ferner sei x, die erste rechts von a
liegende Nullstelle der Losung y und X, sei die erste rechts von a liegende Nullstelle
der Losung z. Es muss gezeigt werden, dass X; < x, gilt.

Statt (a,) konnen wir
2" + 24z + (A" + b))z = — (b, — b))z
schreiben. Es sei Y1, ¥, ¥3 ein Fundamentalsystem von (a,), dessen Wronskische

Determinante gleich 1 ist. Durch die Variation der Konstanten kann man leicht
festellen, dass

W 2(x) = y(x) — f That) = ba(0)] 2(2) W, 1) dr

gilt, wo

y1(x), y2(x), ya(x)
W(x, 1) = | y1(1), y2(1), ys(t)
y1(®0, ¥, yi()

ist.
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Es ist klar, dass W(x, 1) bei festem ¢ eine Losung der Differentialgleichung (a,) mit
einer doppelten Nullstelle im Punkte ¢ darstellt. Es ist deshalb W(x, ) = 0 fiir
t £ x e<{a, x;). Aus der Beziehung (1) folgt dann schon die Behauptung unseres
Satzes. '

2. Im Folgenden seien die Koeffizienten A = A(x), A" = A'(x), b = b(x) = 0
der Differentialgleichung (a) stetige Funktionen von x e(—o0, c0) und b(x) = 0
gelte in keinem Intervall.

Es seien yq, y, Losungen der Differentialgleichung (a) mit den Eigenschaften
y1(@) = vi(@) = 0, ¥i(a) + 0, y,(a) = y4(a) = 0, yy(a) + 0, a & (—co, co). Es ist
bekannt [5], dass jede Losung y der Differentialgleichung (a) mit der Eigenschaft
y(a) = 0 als y = ¢;y, + c,y, geschrieben werden kann (c,, ¢, sind Konstanten)
und die Differentialgleichung zweiter Ordnung

(c) oy’ — o'y + (0" + 24Aw) y =0
erfiillt, wo w = w(x) eine Losung der adjungierten Differentialgleichung
(b) 2" + 24z + (A = b)z =0

ist und folgende Eigenschaften hat: w(a) = w'(a) =0, w"(a) + 0, w(x) * 0 fiir
x > a.

Diese Menge der Losungen wird als Biischel der ersten Art im Punkte a genannt.

Es ist weiter bekannt [4], dass es Losungen y;, y, von (a) gibt, welche die folgenden
Eigenschaften haben:

1. Die Funktion w = y{y5 — y1J, ist eine Losung von (b) und ist auf der ganzen
Zahlenachse von Null verschieden.

2. Die Funktionen y,, y, bilden ein Fundamentalsystem von (c).

Es sei w = €™, n sei eine natiirliche Zahl. Dann geht die Differentialgleichung (c)
n die Form
(cy) ey" — ne™y’ + e (n* + 24)y =0
iiber.

Wenn wir die Differentialgleichung (cl) nach x differenzieren, so erhalten wir nach
entsprechender Kiirzung mit " die Differentialgleichung

(o) y' + 24y + (A +n* +24n + A)y =0.

Es ist bekannt [4], dass jede Losung von (a) mit einer Nullstelle oszilliert, wenn
die Gleichung (c) in irgendeinem Intervall (a, co) oszillatorisch ist.

Wenn A(x) = — k, k > 0 ist, dann ist (c,) fiir alle geniigend grossen n oszillato-
risch und mit n — oo strebt die Entfernung zweier benachbarter Nullstellen gegen
Null. Fiir geniigend grosse n oszilliert also jede Losung der Dlﬁerentxalglexchung (o)
mit einer Nullstelle.
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Wenn ferner y(x) die Losung der Differentialgleichung (o) mit einer doppelten
Nullstelle im Punkte a ist, dann konvergiert die Entfernung jeder ihrer zwei Null-
stellen mit wachsendem n gegen Null, weil zu dem Biischel im' Punkte a eine Lsung
der Differentialgleichung (c,), welche diese Eigenschaft besitzt, gehort.

Satz 2. (Oszillationssatz). Die Koeffizienten der Differentialgleichung (a)

A= Ax,4), A" = aiA(x, A), b =b(x,1) seien stetige Funktionen von x e
X
e(—o0, ) und Ae(Ay, Ay). Es sei weiter |A(x, A)| <k, |A'(x, )| £k, k>0
fiir alle x e(—o0, 00) und Ae(Ay, A,) und es gelte lim b(x, A) = +oo gleich-
Ao Ay

mdssig fiir alle x e (— o0, 00). Es seien a < b € (— o0, o) feste Zahlen und y(x, 1)
sei eine Losung der Differentialgleichung (a) mit der Eigenschaft y(a, ) = 0.
Dann wdchst mit wachsendem A — A, die Anzahl der Nullstellen der Ldsung y
in (a, b) ins Unendliche, wobei die Entfernung jeder zwei benachbarten Null-
stellen gegen Null strebt..

Beweis. Essei —o0 < a < b < 0. Es sei y(x, 4) eine Losung von (a) und z(x, n)
eine Losung von (o) mit y(a, A) = z(a, n) = 0. Aus dem Oszillationssatze folgt
die Existenz eines solchen N > 0, dass z(x, n) fiir alle n > N in (a, o) oszillatorisch
ist. Wenn wir (a) mit (o) vergleichen, so sehen wir, dass zu jedem n > N ein solches
A e(Ay, A,) existiert, dass fiir jedes A > 1, 4 (A, 4,) die Beziehung b(x, 1) =
= n® + 2A(x, ) n + A'(x, 1) besteht. Daher folgt aus dem Satz 1, dass y(x, 1)
oszilliert, sobald z(x, n) in (a, 00) oszilliert. Da mit wachsendem n — oo auch die
Anzahl der Nullstellen der Losung z(x, n) in (a, b) unbeschrinkt wichst und dabei
die Entfernung zweier benachbarter Nullstellen gegen Null strebt, so besitzt auch
y(x, ) fiir A > oo diese Eigenschaft. Damit ist der Satz bewiesen.

Satz 3. (Randwertproblem). Es seien die Voraussetzungen des Oszillationssatzes
erfiillt. Ferner seien a,b,c (—0 < a < b < ¢ < ) feste Zahlen und «, ay, B, B,
stetige Funktionen des Parameters A € (Ay, A,), fiir welche |o| + |a;| > 0, |f] +
+ |By| > 0 gilt, wobei fiir A (A, A,) entweder B(1) = 0, oder B(A) # 0 ist.

Dann existiert eine solche natiirliche Zahl v und eine Folge Ay, Ay 415 .oy Aysp, -0y
der Werte des Parameters A e (Ay, A,) zu welchen solche Funktionen y,, y,,, ...,
woos Vytps - gehoren, dass y,., = ¥(x, A,,,) eine Lisung von (a) ist, die Rand-
bedingungen

y(a5 }'v+p) =0,
OC1('1\:+p) J’(b’ }‘v+p) - o‘(/1v+p) yl(ba lv+p) =0,
ﬁl('lv-i*p) y(C, /’lv-l-p) - B(lv+p) y’(c’ xv*—p) = 0
erfiillt und in (a, c) gerade v + p Nullstellen hat.

Der Beweis des Satzes ist derselbe, wie der Beweis der entsprechenden Randwert-
probleme in den Arbeiten [2], [3], nur ist es nétig anstatt der dort verwendeten
Oszillationssdtze den Satz 2 anzuwenden.
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Im Beweis benutzt man die Eigenschaften des Biischels erster Art im Punkte a
und die stetige Abhéngigkeit der Nullstellen jeder Losung des Biischels vom Para-
meter A.

Die erste Randbedingung ist fiir jede Losung des Biischels ¢,y + ¢,y, erfiillt und
die zweite Randbedingung erhélt man durch passende Wahl der Konstanten ¢y, ¢,.

Bemerkung. Durch eine geeignete Wahl von a, o, 8, B, erhalten wir verschiedene
Arten von Randbedingungen wie in den Arbeiten [2], [3].

3. A= A(x), A" = A'(x), b = b(x) = 0 seien stetige Funktionen von x € (— 0, c0)
und b(x) = 0 gelte in keinem Intervall. Es ist bekannt [1], dass fiir die Losungen der
Differentialgleichung (a) folgende Integralidentitéiten gelten:

(2) yy" = 3% + Ay* + [¥ by? dt = Konst, '

(3) ¥+ 24y + 7 (b — 4’) y dt = Konst.

Fiir die Losungen der Differentialgleichung (b) erhilt man analogische Identitéten,
wenn man in (2) und (3) —b(x) anstatt b(x) schreibt.

Essei yy, ¥, ¥3 ein Fundamentalsystem von Losungen der Differentialgleichung (a)
mit den Eigenschaften y,(a) = yi(a) = 0, yi(a) = 1, y,(a) = y3(a) = 0, y5(a) = 1,
ya(a) = yi(a) = 0, y3(a) = 1.

Es ist bekannt [1], dass @; = y;y, — yiyz, @, = y1¥5 — Yiys, 03 = y,05 —
— y3ys Losungen der Differentialgleichung (b) sind, welche die Eigenschaften
oy(a) = 0i(a) = 0, wi(a) = —1, wy(a) = wj(a) =0, wya)= -1, wia)=0,
ws(a) = —1, wi(a) = 2A(a) haben. Es gilt folgender

Satz 4. Fiir x > a ist w,(x) # 0. Wenn A(x) < 0 fiir x e(— o0, o) ist, dann ist
ws(x) £ 0 fiir x >a. Wenn A(x) £0, A(x) + b(x) = 0 fiir x e(—o0, o0) ist,
dann ist auch w,(x) * 0 und wy(x) + 0 fiir x > a.

Beweis. Die erste Behauptung folt unmittelbar aus der Integralidentitit (2)
fiir die Losung ,(x) der Differentialgleichung (b).

Die Integralidentitit (2) fiir die Losung w;(x) lautet '

0305 — 305 + Awl — J bw?dt = — A(a).
Daraus folgt die Behauptung fiir w;(x).
Die Integralidentitit (3) fiir w,(x) lautet

0y + 24w, —J‘(A’ +b)w,dt =0.

a
Wenn wir von hier fiir w} in die Beziehung (w,w}) = w,w) + w3’ einsetzen, so
erhalten wir
X
(0,0%) = —2405 + wzj (A" + b) w, dt + @y .

a

Daraus folgt die Behauptung fiir w,(x). Damit ist der Satz bewiesen.
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Bezeichnung. Die Menge der Losungen c,y, + ¢,V2, WO ¢y, ¢, beliebige Konstan-
* ten sind, werden wir ferner als Biischel von Losungen der Differentialgleichung (a)
zweiter Art im Punkte a bezeichnen.

Ahnlich werden wir die Menge der Losungen c;y, + €2¥3, WO cy, ¢, beliebige
Konstanten sind, als Biischel von Losungen dritter Art der Differentialgleichung (a)
im Punkte a bezeichnen.

Es ist bekannt [5], dass jedes Element der angefiihrten Biischel die Differential-
gleichung zweiter Ordnung der Form (c) erfiillt, in welcher w = w, fiir den Fall
des Biischels zweiter, und @ = w; fiir den Fall des Biischels dritter Art zu setzen ist.

Satz 5. Es sei w(x) + 0, w,(x) + 0, w;(x) =+ 0 fiir x > a. Wenn die Lésungen des
Biischels erster Art im Punkte a fiir x > a oszillatorisch sind, dann sind auch die
Lésungen der Biischel zweiter und dritter Art im Punkte a fiir x > a oszillatorisch.

Der Beweis folgt aus der Konstruktion der Biischel und aus der Eigenschaft der
Lsungen der Differentialgleichung zweiter Ordnung der Form (c).
Esseien 0 = A(x, 1) = — k, k > 0, |A'(x, A)| £ k, b(x, 1) > 0 stetige Funktionen

von x € (—o0, o0) und A € (A4,, 4,). Ferner sei lim b(x, 1) = + oo gleichmissig fiir
A=Az

alle x e (— o0, 0). Unter diesen Voraussetzungen gilt die Behauptung des Oszilla-
tionssatzes 2 auch fiir die Biischel zweiter und dritter Art, und es kann folgender
Satz bewiesen werden:

Satz 6. Es seien a,b,c(—0 <a <b <c < o) feste Zahlen und «, «, B, B;
seien Funktionen mit denselben Eigenschaften wie im Satz 3. Es sei ferner i eine
der Zahlen 1, 2.

Dann existiert eine solche natiirliche Zahl v und eine Folge i, A}, ., cos v+p, .
der Werte des Parameters ) € (Ay, A,) zu welchen solche Funktionen yi, yi, ., ...

ces Vot ps oo gehbren, dass yi,, = y(x, /lvﬂ,)'elne Losung von (a) ist, die Rand-—
bedingungen
y(i)(a’ ;L\i:+p) =0,

oc1("Lf’+p) Y(b, Aysp) — (2, +p) ¥'(b, ’1:+p) =0,
ﬂl(lv+p) y(e, 4 +p) B4, ) V(e }”v+p) =0

erfiillt und in (a, c) gerade v + p Nullstellen hat.

Bemerkung. Wenn man «, oy, B, f; passend wihlt, so erhilt man spezielle
Randwertprobleme. Setzen wir z.B. oy =0, 8, = 0, so haben wir die Randbe-
dingungen

y'(a, ;L) = yl(b’ l) = y’(‘:’ )') =0
oder .
y”(a’ /1) = y,(b’ '1) = y’(c’ l) =0.

Ahnlich kann a = b gesetzt und o, oy, B, By entsprechend gewihlt werden.
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4. Die Koeffizienten 4 = A(x), A" = A'(x), b = b(x) =2 0 der Differentialglei-
chung (a) seien stetige Funktionen von x € (— o0, o) und b(x) = 0 gelte in keinem
Intervall.

Es sei y(x) eine Losung der Differentialgleichung (a) mit der Eigenschaft y(a) =
= y(a) =0, y"(a) > 0, a e(— o0, ).

Aus der Integralidentitdt (2) folgt, dass y(x) links von a keine Nullstelle hat.
Wenn A(x) £ 0 fiir x e (— oo, o) ist, dann hat sogar die erste Ableitung von y(x)
keine links von a liegenden Nullstellen.

Weiterhin setzen wir voraus, dass A(x) > 0 fiir x e (— oo, o0) ist.

G. SansoNE [1] hat fiir Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten
folgenden Satz bewiesen:

Es seien A(4), Q(4) solche stetige Funktionen des Parameters 4 e (4,, ), dass
A(2) > 0, Q(4) > O und

IIA

lim A()) = + oo , Q(4) 210g3.
i too [24(1)]*"? 97

& > 0 sei eine beliebige Zahl. Dann existiert ein solches A, € (4,, 00) und eine solche
Losung y(x, 1) (einzige Losung bis auf die lineare Abhédngigkeit) der Differential-
gleichung

4) V' + 240y +QA)y =0

mit der Eigenschaft y’(a, 2) = 0, welche zusammen mit der ersten Ableitung y'(x, 1)
fiir A > A, in irgendeinem Punkt des Intervalls (a, a + J) verschwindet.

Ist die Funktion Q(4)/4(4) beschrinkt, so existiert fiir unendlich viele Werte des
Parameters A eine Losung y(x, 1) von (4), welche die Randbedingungen

y(@ ) =0, ya+46 )=y@a+61)=0
erfiillt.
Lemma 1. Es sei y eine Losung von (a) und z eine Lisung von (b) mit y(a) = y'(a) =

=0, y"(a) * 0, z(X) = z"(X) = 0, z'(X) # 0. Dann sind die Beziehungen z(a) = 0
und y'(X) = 0 dquivalent.

Der Beweis des Lemma ist dem Beweis des Satzes 3 in der Arbeit [6] vollkommen
dhnlich.

5. Betrachten wir die Differentialgleichung dritter Ordnung
%) u” + 240" + Qou =0,

wo A, > 0, Q, > 0 Konstanten sind.
Die zu der Differentialgleichung (5) adjungierte Differentialgleichung lautet

(6) V" + 240" — Qv =0.
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Lemma 2. Es sei A(x) 2 Ay, A'(x) + b(x) 2 Q, fiir x e(— o0, 00); v(x) sei die
Losung der Difierentialgleichung (6) mit der Eigenschaft v(a) = v"(a) = 0,
v'(a) > 0 und x, sei die erste rechts von a liegende Nullstelle der Losung v(x).
Fiir die erste Nullstelle X, > a der Losung z(x) der Difierentialgleichung (b) mit
der Eigenschaft z(a) = z"(a) = 0, z'(a) > 0 gilt dann X; < X;.

Beweis. Die Differentialgleichung (b) kann in der Form

2" 4+ 2442 — Qoz = 2(Ag — A) ' + (b — A" — Q) z

geschrieben werden.
Durch die Variation der Konstanten kann man leicht feststellen, dass

7 z2x) = v(x) + sz[AO — A()] 2'(t) W(x, t)dr + Jx[b(t) — A'(1) — Q]

. z(f) W(x, t) dt
gilt wo
v,(x), v2(x), v3(x)
W(x, 1) = | vy(1), va(1), vs(t)
vi(1), va(1), v5(1)

ist. Dabei stellt v;, v,,v; ein Fundamentalsystem der Differentialgleichung (6),
dessen Wronskische Determinante gleich 1 ist, dar.

W(x, t) ist bei festem ¢ eine Losung der Differentialgleichung (6), und aus der
Integralidentitit (2) folgt, dass W(x, t) = 0 fiir x = ¢ gilt.

W/(x,t) = Wi(x, t) ist bei festem ¢ eine Losung der Differentialgleichung (6)
mit der Eigenschaft W (1,1) =0, W/ (t,1) = —1, W{.(t ) =0. Deshalb ist
W,(x, t) £ 0 fiir t £ x € {a, x;». Die Beziehung (7) kann jedoch als

(%) = o(x) + fx[A’(t) + B() — o] (1) W(x, 1) dt — 2 j 4o — A®)].
’ 2(1) Wy(x, 1) di ’

geschrieben werden. Daraus und aus den Voraussetzungen folgt die Behauptung
des Lemma. -

Satz 7. Ay, Q, seien solche positive Konstanten, dass eine nichttriviale Losung u(x)
der Differentialgleichung (5) mit der Eigenschaft u'(a) = u(b) = u'(b) =0,
a < b existiert. Es sei weiter A(x) = A,, A'(x) + b(x) £ Q, fiir x e(— o0, o).
Dann existiert eine solche Lésung (die einzige bis auf die lineare Abhdngigkeit)
der Differentialgleichung (a) mit der Eigenschaft y'(a) = 0, welche zusammen mit
ihrer ersten Ableitung in irgendeinem Punkte des Intervalls {a,b) verschwindet.

Der Beweis folgt aus Lemma 1 und 2.

Satz 8. A = A(x, 1) >0, A" = A'(x, 1) £ 0 seien stetige Funktionen von x e
€ (—o0, ) und 1 €(Ay, A,), wobei A'(x, 2) = 0 in keinem Intervall gelte. Weiter-
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sei lim A(x, 1) = +oo gleichmdssig fiir alle x e (— o0, ) und a, b(a < b) seien
A=Az
feste Zahlen. Dann existiert fiir unendlich viele Werte (Eigenwerte) des Parameters

A e(Ay, Ay) eine Lésung y(x, A) der Gleichung

(@) Y+ 24(x,2)y =0,

welche die Randbedingungen y'(a, ) = y(b, 1) = y'(b, 1) = 0 erfiillt.
Beweis. Durch Differentiation der Gleichung

© z" + 24(x, )z =0

erhalten wir die zu (@) adjungierte Differentialgleichung

(b) 2" + 24(x, ) ' + 24 (x,A)z = 0.

Es sei z(x, ) eine Losung von (¢) mit z(a, 2) = 0. Dann ist auch z"(a, A) = Ound z
ist zugleich eine Losung von (b). Aus dem Sturmschen Oszillationssatz fiir die
Differentialgleichung zweiter Ordnung geht hervor, dass fiir unendlich viele Werte
des Parameters A € (4;, 4,) eine Lésung z(x, A) von (¢) existiert, welche die Bedin-
gungen z(a, A) = z(b, 2) = 0 erfiillt. Da z(x, A) eine Losung der Differentialglei-
chung (b) mit der Eigenschaft z(a, 1) = z"(a, A) = 0, z(b, X) = 0 ist, so existieren
fiir die erwdhnten Eigenwerte nach Lemma 1 Eigenfuntionen y(x, 1), welche Losun-
gen der Differentialgleichung (a) sind und die Randbedingungen y’(a, ) = y(b, 1) =
= y'(b, 1) = 0 erfiillen. Damit ist der Satz bewiesen.
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Pe3rome
O HEKOTOPKEIX KPAEBBIX INPOBJIEMAX TPETBEI'O TIOPSAAKA
MUXAJI 'PEI'VII (Michal Gregus), Bpatuciasa

B paGoTe pelieHO HECKOJBbKO KpaeBBIX MpoOJieM, KacaroluXcsl MHTErpajioB Aug-
(depenumanbHOrO ypaBHEHHS

(a) V" +24(x, )y + [A'(x, 2) + b(x, )]y =0
C KPaeBBIMH YCIOBHAMH

e d) =0, w(d) y(b, ) = ald) y(b,7) = 0,
B2 e, ) = BR) (e, 2) = 0,

HJIM C KDaeBbIMH YCJIOBHMSIMH, B KOTODBIX TepBOe U3 3TuX yciosuit y(a, 1) = 0
u3MeHHUTCS B ycaosue y'(a, A) = 0, wu B ycnosue y”(a, A) = 0, npu onpe/ieIeHHBIX
IpPEAMOJIOKEHUAX OTHOCUTENBbHO Kko3ddumueHToB AuddepeHnuaIbHOro ypaBHe-
uust (a) u dynxumii o4), «y(4), B(4), B1(4), npuuem a < b < ¢ CyTh AEHCTBUTEIBHBIE
qmCHa.

Ianee B paboTe peiena npobiiema, kacaromascs CyIeCTBOBAHHUS HYJIEBbIX TOYEK
Npou3BOJHON pemrenust y mudbepennuansHoro ypasHeHust (a) €O CBOMCTBOM
y(a, 2) = y'(a,2) = 0, y"(a, 2) + 0. D1y npobiemy paspeunnn Jx. Cancone [1]
nis peuteHui auddepeRnuasbHOro ypapHeHus: TUNA (2) ¢ MOCTOSHHBIME K03(du-
HUEHTAMH.
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