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YexocioBankuii MaTemaTuuecknii xypuaa, 1. 13 (88) 1963, Ilpara

SUR LA GEOMETRIE DIFFERENTIELLE DES RESEAUX
CONJUGUES DANS E,

Avrors SvEc, Praha
(Regu le 24 juillet 1961)

On définit le réseau pseudoconjugué sur une surface dans I’espace euclidien
et ’on montre qu’il existe des surfaces a réseau conjugué, sur lesquelles il
y a un réseau pseudoconjugué orthogonal particulier.

1. La surface dans E,. Dans I’espace euclidien E, & n dimensions (dans tout le
travail, nous supposons n = 5) soit donnée une surface décrite par le point 4 =
= A(u, v). A tout point A(u, v) de cette surface nous associons un repére orthogonal
{4;1,, ..., 1,} de telle maniére que {4;I;,1,} soit le repére du plan tangent au
point A. Les équations différentielles du mouvement du repére sont alors
(1) dA = a)lIl + (DZIZ > dIa = wt’:Iba

A+ ol=0; ab=1,...,n;

les équations d’intégrabilité bien connues étant satisfaites

2 [do?] = [@’wf], [do)] = [0iwt]; a,b,c=1,..,n.
La surface est donc donnée par les équations différentielles
®3) w'=0; i=3..,n;

avec les conditions d’intégrabilité (i = 3, ..., n)

4) [0'0i] + [0*wi] =0.

Le lemme de Cartan donne

) ] = a,0' + bo?, o) =bo' + cw?

avec les conséquences différentielles

(6) [da; — 2b0] + Ya;0}, '] + [db; + (a; — ¢}) @} + Y b0}, 0*] =0,
[db; + (a; — ¢;) ©F + Ybjol, w'] + [de; + 2b,0} + Yok 0?] = 0.

Les équations (5) et (6) sont valables, bien entendu, aussi pour i = 3,...,n. Le
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symbole ) désigne une summation étendue aux valeurs j = 3,...,n; j £ i. Il en
découle pour les mémes i en vertu du lemme de Cartan

@) da; — 2bwi + Ya,0i = a; 0! + a,0%,
db; + (a; — ¢;) 0} + Ybo} = a0 + apo?,
de; + 2b,wi + Ye;ob = aj0" + ay0?,

soit encore, dans la notation usuelle,

(®) =0 pour a=1,....,n, e =e =0 pour i=3,..,n,
) da; = 2be} — Yasel,

ob; = (c; — a;) e — ijeé,

Sc; = —2bel — Ycsel pour i=3,..,n.
Ensuite
(10) [do'] = - [0*0l], [do?] = [0'w]]
de sorte que
(11) so' = elo?, s0* = - do'.

Evidemment

(12) d?4 = (do' - vw?)I; + (do* + vie!)I, +‘f o'l
ou o
(13) ¢! = olo' + 0io? = a(0')? + 2bw'0® + c(w?)?

sont ce qu’on appelle formes asymptotiques de la surface. Les équations (9) et (11)
donnent

(14) ¢! = — Yejp’
de fagon que le systéme linéaire de formes quadratiques {¢'}, engendré par les formes
@3, ..., ¢", correspond 2 la surface d’une maniére invariante.

En tout cas, il est possible de spécialiser le repére de telle fagon que I’espace oscu-
lateur (qui est & cinq dimensions au moins) est situé dans I’espace, dont le repére est

{A4;1,,1,,15,1,,15}. Alors, on a évidemment ¢° = ¢” = ... = ¢", et la surface est
donnée par les équations linéaires (3), (5) pour i = 3,4, 5et
(15) 0] =w3=0

pour = 6, ..., n, qui se ferment par les équations (6) pour i = 3, 4, 5 et par
5 5
(16) [ Y aw} o]+ [Y bof, 0®] =0,
i=3 i=3

5 5
[Y b}, 0] +[Y o}, ®*] =0 pour a=6,...,n.
i=3 i=3
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2. Surfaces a réseau conjugué. Considérons le cas, ol la surface posséde un réseau
conjugué, ce qui signifie que I’espace osculateur en chacun de ses points est & quatre
dimensions. Dans ce cas-1a, il est possible de choisir le repere de telle maniére que
'on ait ¢ = 0, la surface étant donnée par les équations (3), (5) pour i = 3,4
et (15) pour « = 5, ..., n qui se ferment par les équations (6) pour i = 3, 4 et par

(17) [a;0% + a,0%, ©'] + [by0% + bywl, ©*] =0,
[b30% + byol, ©'] + [c30% + cq0f, @] =0
pour a = 5, ..., n. Les formes ¢3 et ¢* sont linéairement indépendantes de sorte que

as by c;

(18) rang =2;

ay by cy |

cela entraine I'indépendance linéaire de deux des formes a5 + a,w%, b;03 + byw3,
c30%5 + c,0%, la troisieme étant une combinaison linéaire de ces deux-la. Supposons

(19) M(as05 + a,0f) + Ay(b305 + byol) + As(c;05 + c,0%) =0

ol un 4; au moins est différent de zéro.

Essayons d’aller plus loin dans la spécialisation du repére. Choisissons les vecteurs
I, 1, de telle fagon que la droite déterminée par le point A4 et par le vecteur I, ou I,
soit ’axe de ’angle que font les tangentes du réseau conjugué. Si K, et K, sont les
vecteurs tangents des courbes du réseau conjugué au point A, on a nécessairement

(20) K, =cosol; +sinpl,, K,=cospl, —singl,

en changeant, si besoin est, 'orientation du vecteur K,; ’angle ¢ n’étant manifeste-
ment égal ni & zéro ni a %n, nous avons sin 2¢ #+ 0. Pour que K, et K, soient effecti-
vement les vecteurs des tangentes conjuguées, il faut qu’il existe t; = 0 et ky tels que

(21) {d(A + thl)}w‘=cos<p,w2=—sin¢ = lel s

le point A; = A + t,K, est alors la transformée de Laplace de la surface considérée.
L’équation (21) peut s’écrire comme

(cos @ — t; sin @ dp — t, sin pwi)I; + (— sin ¢ + t; cos @ dp + t; cos pwi) I, +
+ t(az cos® ¢ — c5sin® @) Iy + t;(a, cos® ¢ — ¢y sin? @) I, =
= (k; — dt;) (cos @Iy + sin ¢I,)

ou il faut substituer @' = cos ¢, @* = — sin ¢ dans do, »? et dt,. Nous avons donc
(22) azcos®p —cysin? 9 =0, aycos’p —cysin2p =0,
On détermine alors la valeur correspondante de

(23) t,(do + w?}) = 2sin ¢ cos ¢
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en y substituant de nouveau pour d¢ et w}. De (22) découle Iexistence des fonctions
us, uy pour lesquelles

(24) az =uzsin® ¢, c3 =uzcos’ ¢,
a, = uysin> @, c4 =uycos’o.
Compte tenu de (18), on voit immédiatement que byu, — byuz =+ 0.
La surface considérée est donnée par les équations
(25) ' =0 pour i=3,..,n,
®} = uysin? o' + byw?, 3 = by + uscos? pw?,
o} = u,sin? o' + b,w?, % = b,w! + uy cos? pw?,
wi=w;=0 pour a=3S5,...,n
qui se ferment par les équations

(26) [sin? @ dus + ujsin 29 dp — 2bsw} — u, sin® s, o'] +
+ [dbs — u; cos 2907 — b3, @*] =0,
[db; — uj cos 2pw] — b0}, '] +
+ [cos? ¢ duz — us sin 2¢ do + 2b;0?7 — u, cos® pwsi, ©?] =0,
[sin® @ duy + u, sin 2¢ dp — 2b,0% + uj sin® poi, '] +
+ [db, — u, cos 29wl + by}, @*] =0,
[dbs — u4 cos 20w} + byws, o] +
+ [cos® ¢ du, — uysin 2¢ dp + 2b,07 + uj cos® pwi, »?] =0,
27 sin? p[uswi + ua0f, o] + [b;05 + b}, ©*] =0,

[b30% + by}, @'] + cos® p[uz0% + uswi, @*] =0 pour a=35,...,n.

Ecrivons les équations du systéme (26) successivement sous la forme

(26") [V10'] + [¥,0?] =0, [Y,0'] + [¥s0*] =0,
[V40'] + [¥s0?] =0, [Yso'] + [Ys0’] =0.

Les formes
sin2 @ . Y3 — cos? @ .Y, = 2bs07 + ussin2¢pde,
sin? @ . Yg — cos? @ . Y, = 2b,07 + u, sin 29 do

sont des combinaisons linéaires des formes w!, w? et comme elles sont linéairement
indépendantes, nous pouvons €crire

(28) 0? = ro' + s0?, do = ¢, + @,0°.
La surface est alors donnée par les équations (25) et (28), qui se fermentj'par les

équations .
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(29) sin? p[dus — uy0}, o'] + [db; — b0}, @*] + () [0'®?] =0,
[dby — b0}, ©'] + cosp[dus — uy0}, ©*] + (.) [0'w?] =0,
sin? p[du, + us03, '] + [db, + byoi, ©*] + (\) [0'®?] =0,
[db, + by03, @'] + cos? p[du, + u303, 0?] + () [0'®?] =0,
(30) [dr o'] + [ds 0?] + (.) [0'@?] =0,
[do,0'] + [de,0*] + (.) [@'®*] =0
et (27).
Si nous fixons les u-courbes et les v-courbes paramétriques de telle fagon que les

vecteurs I, et I, soient les vecteurs tangents aux courbes v = const, ou u = const
resp., nous pouvons écrire

(31 o'=adu, *=bdv.
La surface est donnée par les équations (31), (25) et

(32) o} =Rdu + Sdv, do = ¢,du + ¢,dv

qui se ferment par les équations

(33)  asin® ¢[du; — u,w3, du] + b[dby — b3, dv] + () [dudv] =0,
a[db; — byw$, du] + b cos® p[du; — usmi, dv] + (.) [dudv] =0,
asin? p[du, + usw3, du] + b[db, + byws, dv] + () [dudv] =0,
a[db, + byw}, du] + b cos® [du, + uzw}, dv] + (.) [dudv] =0,

(34) a sin® p[us0% + uy0f, du] + b[by0} + bywf, dv] =0,
a[byw§ + bywf, du] + b cos® p[us0} + u,wi, dv] =0
pour a=35,...,n,
(35) [da du] — bR[dudv] =0, [dbdv] — aS[dudv] =0,
(36) [dR du] + [dS dv] + (.) [dudo] = 0,
37 [de, du] + [de,dv] = 0.

L’équation (23) devient
(38) t,{b(¢. + R)cos ¢ — a(p, + S)sin ¢} = 2sin ¢ cos ¢
de sorte que la distance entre le point 4 et la transformée de Laplace 4, est une

certaine fonction des invariants ¢, ¢,, ¢,, a, b, R, S.

Soit donné un domaine de paramétres (u,v) et deux fonctions indépendantes
Fe(xl,xz, X3, U, V), ¢ = 1,2. Nous demandons s’il existe dans E, une surface
A(u, v) a réseau conjugué telle que: 1° en tout point de la surface, les tangentes aux
courbes u = const, v = const, sont axes des angles que font les tangentes conju-
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guées; 2° pour I'angle 2¢ et les distances AA;, AA_, entre le point A de la surface
donnée et les transformées de Laplace correspondantes, on a

Fg(2¢9 :‘1—/_41’ H—l’ u, U) =0,

Les conditions précédentes peuvent étre écrites d’une maniére plus générale sous la
forme

(39 G @y Pus Py 4 b, R, S, u,0) =0, o =1,2.

On en obtient par différentiation (nous désignons par G la dérivée partielle de G,
d’aprés la i-éme variable) pour ¢ = 1, 2

(40)  GPdg, + G®de, + G da + G db + G dR + G dS +
+ (GVg, + GP)du + (CPVp, + G)dv =0,

par différentiation extérieure nous obtenons une identité. Le probléme est donc
donné par les équations (31), (25), (32) et (40) qui se ferment par les équations (33)—
—(37). Ce systéme est en involution et I'on a (dans la notation usuelle de Cartan)
p=2,q =s; = N =2ndesorte que les surfaces en question existent et dépendent
de 2n fonctions d’une variable.

3. Réseaux pseudoconjugués. Dans l’espace euclidien E, soit donné un systeme
biparamétrique de droites (pour simplifier, nous l’appellerons congruence bien
qu’il soit indécomposable en deux systémes de surfaces développables) p = p(u, v),
ot chaque droite est formée des points X = A(u, v) + tI(u,v), t e(—o0, + ).
A chaque droite p(u, v) il est alors possible d’associer, d’une fagon invariante, un
espace euclidien a trois dimension E;(u, v), déterminé par le point A(u, v) et par les
vecteurs I(u, v), I(u, v), I(u, v). A la congruence de droites L, il correspond ainsi
une congruence de droites a connexion euclidienne £ dont les espaces locaux sont
E;(u, v); la transformation de l'espace E;(u,v) dans l'espace E} = E;(u + du,
v + dv) est donnée par la projection de E;(u, v) dans Ej dans la direction de I’espace
E,_3(u, v) totalement orthogonal & E,(u, v). Ce procédé a été décrit d’une fagon
détaillée dans mon travail [ 1]. La congruence % a (dans le cas général) deux systémes
de surfaces développables que j’appelle surfaces pseudodéveloppables de la con-
gruence L.

Maintenant, soit donnée dans E, une surface 7 et sur elle une couche de courbes V.
Les tangentes 4 cette couche forment une congruence L qu’on peut, en général,
décomposer en deux systémes de surfaces pseudodéveloppables, qui découpent sur =
deux couches de courbes. Une de ces deux couches, c’est, bien entendu, notre V;
Pautre couche V' sera appelée couche pseudoconjuguée a la couche V. Le systéme
de deux couches V,, V, sur la surface 7 sera appelé réseau pseudoconjugué, si V;
ou V, est pseudoconjugué a V,, ou V; respectivement. On ne sait encore rien sur la
structure de la correspondance ¥V — V’; on ne sait méme pas s’il existe, sur
une surface générale, un réseau pseudoconjugué. Commé il découle des résultats

544



du travail [1], toute surface développable d’une congruence Lest en méme temps sa
surface pseudodéveloppable, de sorte qu’un réseau conjugué de la surface considérée
est en méme temps son réseau pseudoconjugué.

Dans le cas de surfaces a réseau conjugué, je me bornerai a la démonstration
de I’existence d’une surface a laquelle j'imposerai une condition tres forte: sur cette
surface, il doit y avoir un réseau pseudoconjugué orthogonal (différent du réseau
conjugué), dont les courbes bisectent en chaque point ’'angle que font les courbes
du réseau conjugué, passant par ce point.

Supposons la surface donnée par les équations (25) et (28) qui se ferment par les
équations (27), (29), (30). Le repére est alors spécialisé de telle maniére que si V;
et V, sont les couches telles que les vecteurs tangents a leurs courbes sont I; et I,
respectivement, alors le réseau (Vy, V,) est pseudoconjuguée. Cherchons tout d’abord
la couche V7, pseudoconjuguée a la couche V;. En raison de la spécialisation effectuée,
nous avons

(41) dI, = 0'J; + 0?J,
ol
42)  Jy=rl, +uysin® @Iy + uysin? @I, , Jy =sl, 4+ byl; + byl,.

A chaque droite A + tI; on a donc associé un espace local E;, déterminé par le
point A4 et les vecteurs I, J,, J5 (attention: {4; I,, J,, J3} n’est pas une base ortho-
normale!). Si maintenant Jy, ..., J, sont des vecteurs linéairement indépendants
et orthogonaux a E;, d’ailleurs quelconques, il est certainement permis d’écrire

(43) dA =71 + 2 J, + 35 + ... + T,
dI, =1, + 1), + ©3J5 + ... + 1J,,

It

la congruence -# sera alors donnée par les équations
(44) VA =10, +12J, + %0y, VI, =11, + 13, + 135,
VI, =10, + 130, + 1305, VJ3 =130 + 130, + 13J5.

Déterminons les surfaces développables de la congruence .Z. Pour une telle surface,
il existe deux fonctions g et k telles que

(45) V(4 + ol,) = kI, ,
soit encore
@+ o) Iy + (P + o)) Jy = (k— < —de — et} ]y,

on doit donc avoir 7% + gt} = 0, 1* + o1} = 0. L’équation des surfaces dévelop-
pables devient enfin (par élimination de g)

(46) 2} — 312 = 0.
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L ]
Nous voyons de I’équation (46) qu’il nous faut obtenir les décompositions (43 ,).
Pour dI,; nous I’avons déja fait dans (41), de sorte que

(47) =0, P=0', 1}=0w®.
Posons pour simplifier
(48) cay =), By = ()
de sorte que
Bij = Bji» orj =P, o2 =0y3=0,
Bix =P =P =0 pour k=4,...,n.

En formant successivement les produits scalaires de I’équation (43,) par les vecteurs
1,, J,, J3, nous obtenons

49) o' =1, a0’ = By17 + Byt 07 = 317 + fayrd.
Nous avons

g B Bas| _ | (0202 (020

Bas Bss| | (J2J3) (J3J3)
les vecteurs J,, J; étant linéairement indépendants. L’équation (49) entraine alors
(50) 1 = BTN (22835 — 023B23) @7, T = BT (23812 — %22P23) @

de fagon que I’équation (46) se décompose, en vertu de (47) et (50), en w* = 0 (ce qui
donne la couche V;) et I’équation suivante de la couche V;, pseudoconjuguée a la
couche V;:

(51) (223822 — %22B23) @' — (232833 — 0338,3) @ = 0.

D’une maniere tout a fait analogue, on trouve que la couche V;, pseudoconjuguée
a la couche V,, a pour équation

= [Jla J3]'[J2s J3] :*:0,

(52) (213B22 — 012P53) @' — (212833 — #13f33) @ =0
ol
(53) “;j = (IEJ}) s ﬁ:; = (J:J;) s
Jy= —rly + byls + bd,, Jj= —sI; + uzcos®> ol + uycos® ol, .

Si la couche Vj coincide avec V, et V, coincide avec V5, on a, bien entendu,
’ ’ ’ ’
(54) %2833 — 0p3B23 = 0, ai3B%, — ai,f53 =0

ce qui sont les équations originales de notre probléme. En modifiant (54), nous
obtenons : : v . ;

(55) r(b3 + b3) — s(usby + ushy)sin? ¢ =0,
s(b3 + b}) — r(uzbs; + ugby)cos? 9 = 0.

546



Les expressions
(56) iy = b3+ b2, i, =usbs + usb,
sont les invariants de la surface considérée, car il découle de (29) que
Oby = byet, b, = — byet, OSuy = uget, Su, = — uset

donc aussi di; = di, = 0.

Les expressions r et s sont aussi invariants; cela découle de (30,). Examinons,
du moins partiellement, leur signification géométrique. Sur la surface considérée n
ayons une couche de courbes V' donée par I’équation

(57) K0! — kjw? =0 cest-d-dire o' =kr;, © = kKK,

et un systeme de surfaces réglées v, tangentes a 7 suivant les courbes de la couche V,
et telles que les droites génératrices aux points particuliers soient déterminées par les
vecteurs I, c’est-a-dire par les vecteurs tangents aux courbes de la couche V; étudiée
plus haut. En vertu de

d(A + tI,) = (dt + @) I; + (0* + tw?) I, + twil; + toll,

le plan tangent a la surface réglée du systéme v, au point A + tI; (¢ & 0) est déter-
miné par le point A4 et les vecteurs I, et

(58) I, = (t7'0* + 0}) I, + 0}l; + oil,

ol, bien entendu, (57) doit &tre substitué a w!. Le plan asymptotique de cette surface
est alors donné par le point 4 et les vecteurs I, et

I =1lml, = 0, + 0}l; + oil,.

t—

Ce plan est perpendiculaire au vecteur I, si et selement si (I,1,) = (II,) = 0, donc
w? = 0. Nous obtenons ainsi: La congruence de droites, formée des tangentes aux
courbes de la couche V, de la surface mn, peut étre décomposée d’une seule maniére
en une couche de surfaces yéglées V telles que le plan asymptotique de chacune
de ces surfaces réglées, correspondant au point A de la surface m, soit orthogonal
a la tangente a la courbe de la couche V,, passant par le point A; la décomposition V
est donnée par I’équation
(59) o} =ro' +s0* =0.
La proposition reste valable si I’on échange les couches V; et V,. Cela détermine
la signification géométrique de I’annulation d’un des invariants r, s. La couche (59)
sera appelée couche asymptotique de la surface 7. Comme sI; — rl, est le vecteur
tangent a la courbe de la couche asymptotique et (20) sont les vecteurs tangents aux
courbes du réseau conjugué de la surface 7, la couche asymptotique coincide avec
une des couches du réseau conjugué si, et seulement-si, ssin @ = =+ rcos ¢,
c’est-a-dire

(60) o $sin?g = rtoos?g.

547



Considérons enfin la signification géométrique de I’annulation des invariants (56).
La surface réglée développable formée des tangentes a la courbe de la couche V;
c’est-a-dire w? = 0) a d’aprés (41) son plan tangent déterminé par le point 4 et les
vecteurs Iy, J,; son union linéaire avec le plan tangent a la surface # au point 4,
c’est-a-dire ’espace E;, est déterminé par le point A4, par les vecteurs, perpendiculaires
I'un a lautre, I, I, et

J, — rl, = uysin® @Iy + uy sin? oI, .
D’une maniere analogue, le plan asymptotique de la surface réglée, formée des tangen-
tes aux courbes de la couche V; suivant une certaine courbe de la couche V, (c’est-a-

dire @' = 0), est déterminé par le point A et les vecteurs I, et J3; son union linéaire
avec le plan tangent, c’est ’espace Ej, déterminé par le point 4, les vecteurs I, I, et

J3 —sl, = byl; + by, .
Les espaces E; et E} sont perpendiculaires si, et seulement si,(J, — rl,, J3 — sl,) =
= 0, c’est-a-dire si i, = 0. Lespace EY est perpendiculaire a lui-méme, c’est-d-dire
le vecteur J, — s, est isotrope si, et seulement si, i; = 0. Il résulte de I’équation
dI, = w'J, + w?J4, ou J5, J5 sont donnés par (53), qu’il est possible d’échanger
les réles joués par les couches V; et V,.

Revenons maintenant aux équations (55). Supposons le cas général de i,i, + 0;
en éliminant i, et i, nous obtenons I’équation (60), donc, sur la surface considéré,
la couche asymptotique coincide avec une des couches du réseau conjugué. Suppo-
sons, pour fixer les idées,

(61) ssing =rcos @,
la suivante équation étant alors
(62) b3 + b} = (u3bs + uyb,)sin ¢ cos ¢
C’est-a-dire 2i, = i, sin 2¢. Les surfaces considérées sont données par les équations
(25), (28), (61) et (62). 1l résulte de (61) et (28,)
sin @ ds = cos ¢ dr — (rsin @ + s cos @) (¢,10" + @,0%)
donc les équations (30) deviennent
(63) [dr, sin po' + cos pw?] + (.) [0'w*] =0,
[do '] + [de,0®] + (.) [0'®?] =0.
Si nous écrivons
4
Ab, = db, — b,w?, Ab, = dbs + b33,
4
Auy = dus — u0%, Au, = dug + U303,

nous obtenons de (62) 'équation

(64) 2b;Aby + 2b,Ab, = (byAu; + byAu, + uAbs + u4Ag4) sin ¢ cos ¢ +
+ (u3b3 -+ u4b4) Cos 2(p . ((lel + (0260 )
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et le systéme (29) devient

(65) sin® p[Auz0'] + [Aby;0?] + (.) [0'@?] =0,
[Absw'] + cos? p[Aus0?] + (.) [0'0?] =0,
sin? p[Aug0'] + [Aby0?] + () [0'w?] =0,
[Ab,o'] + cos® p[Aus0’] + () [0'w®] = 0;

I

il n’est pas necéssaire de récrire le systéme (27). Le systéme entier (25), (28), (61), (62)
et (63), (65), (27) est en involution, de sorte que les surfaces en question existent et
dépendent de 2n — 2 fonctions d’une variable.
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Pe3rome

K ITU®OEPEHIIMAJIBHOM T'EOMETPUU COIIPSIXKEHHBIX
CETEN B E,

AJIOUC MBELL (Alois Svec), INpara

ITycTh Ha MOBEPXHOCTH 7, ONUCHIBAEMO# TOUKOM A(, v) B €BKIMIOBOM IIPOCTPaH-
ctBe E,, maH ciioif KpuBBIX B; MyCTh KacaTeJdbHble K 3TUM KpUBBIM A(u, v) + tl(u, v)
ONHUCHIBAIOT NPSMOJIMHEHHYI0 KOHrpysHumio L. Kaxayio XacaTelbHYI0O MOXHO
NOTPY3UTh B WHBapHaHTHOEe FE,(u, v), oOpa3oBaHHOE TOUKOH A(u, v), U BEKTOPAMH
I(u, v), 1,(u, v), I,(u, v). TIpoexTupyst E;(u, v) B E;(u + du, v + dv) B HampasieHu:
npoctpancTBa E,_;(u, v), TOTaJIbHO NMEPHEHIUKYJIPHOTO K E3(u, v), MBI IOJIy4aeM
13 L IpsIMOJIMHEWHYIO KOHTPYIHIMIO C €BKIMIOBOM CBS3HOCThIO Z; cM. [1]. Pas-
BEPTHIBAIOUIMECS] MOBEPXHOCTH KOHTPYIHIMHK £ BBICEKAIOT Ha 7 CJIOHN B U majbHeii-
it cioit B’, ncesdoconpancennviii ¢ B. CeTb HA TMOBEPXHOCTH 7, COCTABJICHHYIO
u3 cioeB B, u BV,, MBI HA30BEM NCEEA0CONPANCEHHOU cemblo, ecit B, cO0TB. B,
SIBJISIETCSL TICeBIOCOTIPSDKEHHBIM € B,, cooTB. 8.

IToxazaHo uto ¢ E, cywecmsyrwom HO8epXHOCMU CO CACOVIOWUMU CBOLICIBAMU:
1° onu obaadarom conpsxcennoti cemoio, 2° cemv, Kpugble KOMOpoL 0eAAm HONOAAM
8 KaxcOoil mouKe y204 Kpugblx ConpadicenHoli cemu Asasemca (00i13aTENBHO OPTO-
TOHAJIBHOM) 1Ce800CONPANCEHHOU cemblo. Dmu nogepxHocmu 3agucam om 2n — 2
@yHKYUii 00HO20 nepemeHH020.
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JI51s. IOBEPXHOCTEH C COMPSIKEHHOM CeThIO JOKA3BIBAETCA CIEAYIOMAs TEOPEM a
cymecTBoBaHus: ITycmbv Oana obaacm napamempos (u, V) u 08e He3agUCUMbLe
pyuxyuu F (Xy, X5, X3, u, v). Tozda 6 E, cyuecmgylom nogepxHocmu ¢ ConpANCeHHOi
cemvlo mak, umo: 1° kacameavhvle Kk Kpugbim u = const, v = const 6 Kkaxcooii mouke
N0BEPXHOCMU AGAAIOMCA OUCCEKMPUCAMU Y2A08, 00PA3YeMbIX CONPANCEHHbIMU KaCa-
meavHbIMU, 2° 041 y2aa 2 CORPANCEHHbIX KacameavHvlx u paccmosnuii AA,, AA_,
MOoYeK UCXOOHOU NOBEPXHOCMU OM  COOMEemcmeenHblx npedpasosanuii Jlaniaca
umeem mecmo F,2¢, AA;, AA_, u, v) = 0. Dmu nosepxnocmu 3asucam om 2n
@yHKYUiL 00HO20 NEpeMeHH020.
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