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YexocioBauKkHii MaTemMaThHyecknii skypnas, 1. 13 (88) 1963, Ilpara

SUR LA DIFFERENTIABILITE DU TETRAEDRE DE FRENET
DANS L’ESPACE E,

ALENA BiLkovA, Praha
(Regu le 5 juillet 1961)

On étudie la classe différentielle des éléments du tétraedre de Frenet pour
une courbe régulicre dans I’espace Ey, la courbe étant déterminée au moyen
des coefficients dans les formules de Frenet. Le travail est une extension de
deux articles de E. CECH, consacrés aux mémes problémes.

Le présent travail forme une suite aux articles [1] et [2] de E. CEcH. Son but est
d’étudier la classe différentielle des éléments du tétraedre de Frenet pour une courbe
réguliere C dans I’espace E,; la définition de la courbe réguliere a été donnée dans
les travaux mentionnés de Cech. Cette définition est d’ailleurs étroitement liée
a celle de classe différentielle d’une fonction f(t) signée par cl f que voici:

Définition 1. Nous dirons que cl f = 0 si la fonction f(¢) est continue; de méme nous
aurons clf = r si f(t) admet une dérivée r*™ f(t) continue; enfin clf = oo si
clf = r pour tout r > 0. Nous poserons clf = r si cl f = r mais la relation cl f =
= r + 1 n’a paslieu. La classe différentielle d’une fonction vectorielle, ou bien encore
la classe différentielle d’'un produit extérieur sera définie comme le minimum des
classes différentielles des composantes. Plus généralement, la classe différentielle

d’un objet géométrique G est définie comme min ¢l G; ou G,, A € 4, sont les coordon-
Aed
nées non-homogenes de ’objet donné G.

Nous avons ensuite la

Définition 2. Une courbe C, c’est-a-dire un ensemble de points X = X(¢), sera dite
réguliere (et le parameétre ¢ sera également dit régulier) si les conditions suivantes
sont satisfaites:

a)clX =1,

b) il existe un systéme orthonormal de vecteurs e; = eft), i = 1,2, 3,4, et un
systéme de fonctions scalaires K; = K(t), j = 0, 1,2, 3, tels que I’on ait cle; = 1,
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clK; 2 0, K; + 0 pour tout t, et que les grandeurs X, e;, K; soient liées par les
formules de Frenet

P dx
1 — = Kye, ,
0 o= Kot
d d d
(2 ch- Kie,, 2o Kie, + Kjes, - - Kye, + Kse,,
dt dt t
de,
— = — Kje
dt 3¢3
Posons
3) X = x.e; + Xy, + Xze3 + Xue4.

Désignons ensuite par E;, i = 1, 2, 3, 4, les arétes du tétraédre de Frenet au point X,
déterminées par les vecteurs e;, i = 1,2,3,4. Soient F;;,i,j =1,2,3,4, i <},
les plans passant par le point X et déterminés par les vecteurs e;, e;; soient enfin
G;, i = 1,2,3,4, les hyperplans passant par X et orthogonaux aux arétes E;, i =
=1, 2, 3, 4. Pour les classes différentielles des éléments E;, F;;, G; nous obtenons
en vertu de la définition 1 les relations

ij»

4 clE; = min(cl[Xe], cle)),
Q) cl F;; = min (cl [Xee;], cl[ee;]),
(6) clG; = min(cle;, clx;).

Supposons maintenant qu’on s’est donné les valeurs
7 cdK;,=r;, i=0,1,2,3.

Nous aurons alors a déterminer a I’aide de (7) les valuers de cl X, cl E;, cl F;;, cl G,,
I’exception faite du cas banaldery =r; =r, = r; = oo.

Cependant, revenons encore a la définition 1. Il serait possible d’accepter la
convention de ne considérer que des fonctions ayant partout la méme classe différen-
tielle. Alors clf = 0 signiferait que la fonction f(¢) est une fonction continue du
parameétre ¢ mais qu’elle n’admet en aucun point une dérivée continue. Or, dans le
présent travail, le probléme sera envisagé d’un point de vué plus général. Ainsi, en
écrivant cl f = 0, nous entendrons par cela que la fonction f(f) est continue dans
tout le domaine ou elle est définie, sans éliminer le cas ou elle admette en certains
points des dérivées (voire d’ordres supérieurs); toutefois il doit y avoir au moins
un point ou la dérivée n’existe pas ou bien n’est pas continue. Le cas de cl f = r,
r > 0, doit étre interprété d’une fagon analogue. En ce qui concerne les extrémités
du domaine de définition de la fonction en question, la continuité et les dérivées
devront étre entendues comme continuité a gauche, ou a droite, etc. R

Revenons maintenant au but principal de notre travail, et qui est de trouver la
classe différentielle de certaines grandeurs, étant donné les valeurs (7). Si nous
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interprétons en (7) cl K; de la fagon plus générale dont nous venons de parler, il
faudra aussi interpréter de la méme fagon les résultats que nous aurons obtenus.

Remarque 1. Si nous bornons nos considérations a un seul point, arbitraire mais
fixe, alors cl f(t) = r signifie la méme chose dans les deux interprétations possibles,
4 savoir: il existe au point donné une dérivée r*™ continue, mais la dérivée d’ordre
r + 1 n’existe pas ou bien n’est pas continue. (Cela signifie, bien entendu, que la
fonction f(¢) doit étre définie dans un certain voisinage du point ¢, donné; mais ce
n’est que pour t = t, que nous examinons la valuer de cl f(r).) Comme le domaine
de définition tout entier n’est que I’ensemble de ces points particuliers, nous voyons
que les résultats auxquels nous aboutirons en acceptant I'interprétation plus générale
de la notion de clf(t), pourront étre interprétés aussi bien au sens de la définition
plus étroite: Si pour toutes les valeurs de i cl K; a exactement la méme valeur dans tous
les points de Iintervalle ot nous prenons les valeurs du paramétre ¢, alors toutes les
grandeurs considérées auront aussi la méme classe différentielle dans tous les points
en question.

Tout le procédé de calcul est basé d’une part sur quelques formules, analogues aux
formules (1), (2) et (3), d’autre part sur quelques raisonnements élémentaires con-
cernant la classe différentielle d’une somme, d’un produit, etc, que nous allons
donner dans ce qui suit.

11 nous faudra avant tout étendre le tableau (5.3) de I’article [1]. Dans ce but, les
formules suivantes nous seront utiles:

(8) d[elez] - Kz[e1e3] , gm]_ = Kl[ezes] - Kz[elez] + K3[€124] ,

dt dt
dlese d|e,e
% = K1[9294] - Ks[eleB] > -[—eil]‘ = - Kl[ele3] + K3[9234] >
dfe dfese
Ldzt&:—l = — K,[eje,] + K,[eses] — Ks[ezes] s [—(;tfl = — K,[ese,] -
Les formules (1), (2) et (3) entrainent
dx1 dx2
9 — =Ky + Kix,, —= = — K;x; + K),x3,
() dt 0 1V2 dt 141 243
dx dx
(T:= = Kyx; + Ksx,, —d_t4= — K3x;3.
Ensuite )
(10) [Xe1] = - xz[elez] - x3[e1e3] - x4[e1e4] >
[Xez] = xl[exez] - xs[ezes] - x4[e2e4] s
[Xe3] = xl[eles] + xz[ezes] - x4[e3e4] s
[Xes] = xi[eseq] + x,[eses] + x3[eseq],
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(11) % — K,[Xe,], ‘Li‘i] _ Ko[eres] — Ki[Xe ] + Ko[Xe,],

d—~[§:3] = Ko[ese;] — K [Xe,] + K;[Xe,], ii%*] = Ko[eseq] — Ks[Xes] .

Enfin, nous nous servirons aussi des formules

(12) [Xeje,] =  x3eq — x4e5, [Xejes] = — Xzeq + X4¢5,
[Xejea] =  xje5 — x3e5, [Xeyes] = xpe4 — Xqeq,
[Xeses] = — xqe5 + x3e1, [Xeses] = X185 — Xzeq,

d[ Xe,e df Xe e
(13) ﬁ-[—d;—%l = K,[Xese;5], d[Xesea] _ K [Xeses] — Ky[Xeqe,]| + Ka[ Xeye,],

dt
d[XTe:ed = K,[Xe,e,] — Ks[Xeyes],
ﬂ[_Xaetfi] = Ko[eeze5] — K [Xeyes] + Ka[Xeze,],
d_%fd‘: Kolejeses] — Ki[Xejen] + K[ Xese,] — Ki[Xezes],
% = Ko[eyese,] — K[ Xeze,] .

En dehors des formules que nous venons d’écrire, notre travail se concentrera
surtout sur quelques raisonnements élémentaires concernant la classe différentielle
d’une somme, ou d’un produit, etc, qui vont étre donnés sous forme de théorémes:

Théoréme 1. Pour toute paire de fonctions scalaires (de fonctions vectorielles,
de produits extérieurs ou généralement pour toute paire de tenseurs ), les rela-
tions suivantes ont lieu:

(14) cl(u £ v) 2 min(clu, clv),
(15) cl(u £ v) =min(clu, clv)siclu % clv.

Démonstration. La formule (14) est évidente. Pour démontrer (15) posons
w = u + v. Soit clu < clv, ce qu’on peut supposer sans restreindre la généralité.
Si I'on avait maintenant clw > clu = cl (w F v), on aurait en vertu de (14) la
relation clu = min (cl w, clv) > clu, ce qui est contradictoire.

L’énoncé peut facilement étre généralisé au cas de plusieurs fonctions.

Théoréme 2. Pour toute paire de fonctions scalaires u(t), (), on a la relation

(162) cl(u.v) = min(clu, clv),
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et si v & 0 dans I’intervalle ou nous examinons la classe différentielle, alors
(16b) cl (u/v) = min (clu, clv).

La démonstration est évidente.
On peut renforcer I’énoncé du théoréme 2 et obtenir le

Théoréme 3. Si clu < clv, v(t) + 0, pour t e ty, t,), alors on a

(17) c[u(t).v(t)] =clu.

Démonstration. Rappelons-nous tout d’abord qu’aux extrémités de I'intervalle
{1y, t,) il s’agit toujours de continuité a gauche, ou a droite, de dérivée a droite, etc,
et qu’il serait également possible de considérer tout simplement un intervalle ouvert.

. Posons w = u . v et supposons que cl w > cl u. Alors en vertu de ce que v(t) = 0,
nous avons u = w/v pour t €{t;,1,> et d’aprés (16b) nous obtenons cl u = min .
. (clw, clv) > clu, ce qui est contradictoire.

En tant que cas particulier nous obtenons

clk.u(t) =clu(f), k= const+0.

Il est évident que les formules (16a), (17) subsistent méme pour un nombre plus
grand de fonctions et qu’une formule analogue a (17) peut étre établie pour le cas
d’un quotient de deux fonctions.

Remarque 2. Nous jugeons bon de remarquer en ce lieu que 'hypothése de
v(t) # 0 pour t e {fy, 1, est en effet essentielle. Considérons p.ex. les fonctions
u(t) = Csin(1/t) + 2, ted—1,1>, u(0)=2;
o(t) = t°sin (1/1), ted—1,1>, v0) =0,

et examinons cl u(f). Nous avons

u'(f) = 3t*sin (1/t) — tcos (1/1) pour ¢t + 0, u'(0) =0,
u"(t) = 6tsin (1/t) — 4 cos (1/t) — t~* sin (1/t) pour ¢ £ 0,

tandis que u”(0) n’existe pas. Donc cl u(f) = 1. D’une maniére analogue on trouve
que clu(t) = 2. De méme nous trouvons

cl [u(r) . v(t)] = el [(£*sin (1/t) + 2). > sin (1/1)] =
= cl (¢* sin® (1/¢) + 2¢°sin (1/1)) = 2,

et donc cl [u(?) . v(1)] > clu, bien que clu(r) < clu(r).

En étudiant la classe différentielle des éléments particuliers du tétracdre de Frenet
nous pourrions éluder les difficultés dues aux valeurs nulles de certaines grandeurs
en introduisant chaque fois un systéme de coordonnées tel que les grandeurs en
question ne s’annulent ni en ce point ni au voisinage de ce point donné. D’apres
le théoréme bien connu de Borel, il serait alors possible de diviser 'intervalle fermé
donné en un nombre fini de parties telles qu’un choix convenable du systeme de
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coordonnées (éventuellement différent pour chaque partie) permetterait d’éliminer les
difficultés en question. Si nous ne le faisons pas, il pourra arriver qu’en estimant la
classe différentielle d’'un produit nous ayons a écrire au cours de certains calculs
auxiliaires des inégalités au lieu d’égalités. Mais comme le présent travail fait voir,
cela regarde vraiment des calculs auxiliaires seulement, sans intervenir dans les

résultats finals. Nous n’allons donc pas éliminer ces valeurs nulles.

Remarque 3. Dans les articles [1] et [2] on ne tient parfois pas suffisamment
compte de ’hypothése mentionnée du théoreme 3, bien que, en d’autres lieux, le signe
d’inégalité fait voir que I’auteur n’éliminait pas non plus les valeurs nulles. Toutefois,
il y a une certaine inexactitude dans [1], p. 610'*, ou au lieu de ¢l x, = ry + 3 il faut
lire cl x, = ro + 3, car on I’a déduit de la relation dx,/dt = — K3x3 avec cl K3 =
=r =ry + 2,clx3 = ry + 3, mais ou x3 peut bien s’annuler pour certaines valeurs
de t. De méme, p. 611,4, il doit y avoir cl x, = ro + 2 au lieu de cl x, = ry + 2,
la méme situation se réproduit encore a plusieurs reprises. Néanmoins, ces inexacti-
tudes n’ont aucune influence sur le résultat final que ’on obtient méme a partir des
relations exactes.

Théoréme 4. Si le vecteur donné a(t) + 0 pour t € t,,t,), alors dans le méme
intervalle {t,,t,> on a

(18) cla = min(cl|a|, clay),
a, étant le vecteur unité correspondant au vecteur a.

Démonstration. Nous avons

) la| = /(a? + ... + a?),
% = (a,a} + ... + a,a;)(1/la]).

A partir de la relation (19) et compte tenu de la fagon de calculer les dérivées d’ordres
supérieurs de la fonction a, nous obtenons

(20) clla| = cla.

On a ensuite a, = a(1/|a]), d’ou

(1) claogmin<clil—|, cla):cla.
a

De (20) et (21) nous obtenons

(22) cla < min (clay, clla]).

D’autre part, la relation @ = |a| . a, entraine d’une fagon évidente
(23) cla = min(cl |a|, cla,).

En combinant (22) et (23) nous obtenons (18).
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Théoréme 4'. Le théoréme 4 reste vrai si 'on y remplace le vecteur par le produit
d’une fonction scalaire non-nulle et d’un produit extérieur unité.

Théoréme 5. Soit b(r) un vecteur de la forme
b(t) = f(1) . ao(1) ,

ou f(t) est une fonction scalaire, pour t e (ty, t,», qui peut s’anuler (méme plu-
sieurs fois) dans cet intervalle, et ot ay(t) est un vecteur unité, avec

(24) clf(r) < clay(t) .
Alors nous avons
(25) clb(t) = clf(7).
Démonstration. On a évidemment
(26) clb(t) = clf(1).
Supposons maintenant que nous ayons
(27) clb(t) > clf(t).
Alors partout ol cl f(¢) prend sa valeur minimum, il faut que I’on ait
clb(t) = cl [f() . ap(t)] > cl f(¢).
Soit ¢, un tel point. Nous avons donc d’apres (27)
cl [f(to) - ap(te)] > €l f(to) - 1)

Or, ay(t) est un vecteur unité. En chaque point ¢ au moins une des composantes
de ay(?) est non-nulle. Sans restreindre la généralité nous pouvons supposer aq(t,) +
% 0. D’aprés (24) nous avons alors cl f(f) < clay(t), donc aussi cl f() < cl ag(2).

En raison du choix du point ¢, nous avons également cl f(t,) < cl ag,(t,). Mais en
posant t = t, dans (17) nous trouvons

cl by (to) = cl [f(to) - ao1(to)] = min [cl f(to), claoys(to)] = el f(to)
donc

clb(t,) = min cl by(ty) = cl by(ty) = clf(to) .

15isZn

Or, compte tenu du choix du point #,, ceci est en contradiction avec (27). En vertu
de (26) nous avons donc cl b(t) = cl f(¢), c’est-a-dire (25), c.q.f.d.

Théoréme 5'. Un théoréme analogue au théoréme 5 est également valable pour
les produits extérieurs.

1y Par cl f(ty) on signale le fait qu’on examine la valeur de cl f(¢) en = t,. Le symbole cl ay(¢,)
a une signification analogue.
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Théoréme 6. Pour un vecteur ¢ de la forme

c = f(t).a(r)
ot 'on peut avoir a(ty) = 0 pour ty e ty, t,) et ou clf(t) < cla(t), on a
(28) cle = min [clf(), cla(t)] = clf(2).

La démonstration est évidente.
Dans certains cas on peut avoir vraiment cl ¢ > cl f(¢). Cela se voit aisément en
appliquant la remarque 2 aux composantes du vecteur c.

Théoréme 6'. Le théoréme 6 subsiste méme pour les produits extérieurs.

Remarque 4. Le fait que (28) est une inégalité (et non pas une égalité) n’est pas
toujours respecté en [1]. Nous y trouvons p. ex. p. 611* la relation cl [Xese,] =
=71+ 20ur =ry+ 1 (dapres (5.11,)). Mais nous avons

% = K,[Xeje;], cdK,=r,=r=ro+1, cl[Xejes]2r,+2

(voir p. 611"). Il en découle d’aprés notre théoréme 6’ cl [Xe e,] = ro + 2 seulement.
Cependant, ceci et d’autres inexatitudes semblables n’ont aucune influence sur les
résultats finals de Cech.

Théoréme 7. Pour un vecteur d de la forme

d = f(1) . a(1)
ou f(f) #+ 0 pour t €{t;, t,>, et clf(t) > cla(t), nous avons
(29) cld(t) = cla(t).

On nélimine pas le cas ou a(t) = 0 méme pour plusieurs valeurs de t prises dans

{ty, to).

La démonstration de ce théoréme est tout a fait analogue a celle du théoréme 3.

Théoréme 7'. Le théoréme analogue au théoréme 7 est valable pour les produits
extérieurs.

Théoréme 8. Pour toute paire de vecteursa, b on a
(30) cl(a.b) = min(cla, clb)
(31) cl[ab] = min(cla, clb).

La démonstration est évidente.

I1 est aisé de voir que le signe d’inégalité ne peut pas étre écarté de (30) ou de (31),
quelle que soit la relation existant entre cla et cl b.

Il est clair que la formule (31) peut &tre généralisée & un nombre plus élevé de
facteurs.
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Théoréme 9. Soit a un vecteur € E,, n = 2, soit

n’
(32) a=ae; + ...+ aue,

ou a; =ayt), i =1,2,...,n, sont des fonctions scalaires du paramétre t pour
t ey, t,), et les vecteurs e; = ej(t), j = 1,2,...,n, forment pour tout t € {t1, 1,7
un systéme orthogonal. Soit ensuite

min cla; < mincle;.
1<isn 15j<n
On a alors

(33) cla = min cla;. ?)

1<igu
Démonstration. Nous pouvons supposer sans restreindre la généralité que
(34) cla, <cla;, i=23,...,n,
(35) cla; <cle;, j=1,2,...,n.
Alors évidemment

(36) clazcla;.

Supposons maintenant que nous ayons l'inégalité
37 cla>cla, .

Or, la relation (32) entraine

(38) [ae; ...e,] = aj[ese,...¢,].

D’aprés les formules (35), (37) et (31) généralisées au cas de plusieurs facteurs, nous
avons

(39) cl[ae,...e,] > clay.

D’autre part, la formule (31), également généralisée, 'orthonormalité du systéme
des vecteurs e;, j=1,2,...,n, la formule (35) et le théoréme 5’ impliquent la
validité de

(40) cla,[ee,...e,] =clay.

Or, les relations (38), (39) et (40) prises ensemble sont contradictoires, donc la relation
(37) ne peut pas étre vraie. Compte tenu de (36) et (34), nous en obtenons enfin (33),
c.q.f.d.

Remarque 5. Il ne changerait pas beaucoup a la démonstration si nous géné-

ralisions un peu les hypotheses du théoreme 9 de fagon a pouvoir admettre

2) Nous supposons ici qu’il peut y avoir plusieurs fonctions scalaires a; qui ont la classe diffé-
rentielle minimum. Autrement le théoréme 9 serait une conséquence banale du théoréme 5 et
de la formule (15).
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pour a,(t) * 0, te{t;,1,), cla; = cle; (les indices étant choisis comme dans
la démonstration, c’est-a-dire cla; < cla;, i =2,...,n). Pour a, = ... =a, =0,

I’énoncé donné est alors renferné dans I’énoncé du theoréme 4.

Théoréme 9'. Le théoréme 9 reste valable méme pour les combinaisons linéaires
de produits extérieurs.

La remarque 5 s’applique également au théoréme 9'.

Dans les articles [1] et [2], les théorémes 1—8 sont appliqués tacitement, les
théorémes 9 et 9’ de notre travail sont nouveaux. Dans ce qui suit, nous appliquerons
sans cesse ces théorémes, sans les citer explicitement.

Revenons maintenant & notre probleme principal. 11 faudra tout d’abord étendre
le tableau (5.3) du travail [1]. Nous allons établir de nouveau aussi la derniére co-
lonne de ce tableau sans nous servir des relations cl [eje,| < ¢l [ejees] + 1,
cl[eje,] < cle; + 1, qui ne sont pas évidentes a priori.

Compte tenu des colonnes 4°—7° du tableau (5.3) de [1] la formule (31) donne des
grandeurs cl [e;e;] une estimation assez peu précise

41 clee]zr+1, i,j=1,..,4,i<j.

A présent, nous allons examiner de plus pres les neuf cas du tableau cité.

Soit d’abord ¢l K; = ¢l K, = ¢l K5 = r. Les formules (41) et (8) avec le théoréme
9’ donnent alors

cl[eje,] = cl[ejes] = cl[ejes] = cl[eses] = cl[eeq] =cl[eses] =7 + 1.
Pour ry =r,ry 2r + 1, ry = r (voir (7)), il résulte des formules (8,)—(85) que
cl[ejes] = clejes] = cl[eyes] =cl[ees] =7 + 1,
et ensuite les formules (8,) et (8¢) impliquent d’aprés le théoréme 4’ que I’on a
cleje;] = cl[eses] = r + 2
Pour ry =r, =r,r3 2 r + 1, les relations (8), (41) et le théoreme 9 entrainent
cl[eje,] = cl[ejes] = cl[ees] = cl[eyes] = cl[eses] = cl[ezes] =7 + 1.
D’une maniére analogue, nous trouvons pour r; = r + 1, r, = ry=r
cl[eje,] = cl[eses] = cl[eje,] = ¢l [eges] = cl[eyeq] = cl[ezes] =7 + 1.
Siry=r,r, 21+ 1,ry =r + 1, les formules (8,)—(85) donnent
cl[eies] = cl[ejes] = cl[ese;] = cl[eses] =7 + 1,
d’ot en vertu de (81), (8) et du théoréme 4’ nous obtenons

cleje;] =clese,] =1 + 2.
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Soitr; =r + 1,7, Zr + 1, ry = r. Comme auparavant, nous voyons que
clejes] = cl[eje,] = cl[eyes] = cl[eses] =7 + 1,
cleje,] = clfese,] =1+ 2.

Considérons ensuite le cas ou ry =r, r, = r + 1, r; = r + 2. Il découle alors
des formules (8,)—(85) que I'on a

cl[eje;] = cl[eje,] = cl[ees] = cl[eeq] =7 + 1,
d’ot d’aprés (8;) et (8)
clee,] =cleses] =7+ 2.
Danslecasoury Zr + 2,r, Zr + 1, r; = r, nous obtenons de fagon analogue

cl[ees] = cl[ejeq] = cl[eyes] = cl[eses] =7 + 1,
cfeie;] =cleses] =7 +2.

Considérons maintenant le dernier cas, savoir celui ou r;, =r+ 1, r, =r,
r3 2 r + 1. Les formules (8;), (8,), (85) et (8¢) donnent dans ce cas-la

clfee,] = cl[eje;] = cl[eye,] = cl[eses] =1 + 1.
11 nous reste a déterminer cl [e;eq] et cl [e,e;]. Or
d?*[e,e dK
‘id:z 4] = _dtl [3294] + Kl(—Kl[ele«t] + Kz[e3e4] - K3[e2e3]) -
dK,
- th [eres] — K3(K1[e2e3] — K,[eqe,] + K3[e1e4]) =

= L1[9132] + Lz[e1es] + L3[3134] + L4[3293] + Ls[eze4] + LG[e3e4] s

ounous avons posé L, = K,K3, L, = — dK;/dt, Ly = — K} — K3, L, = —2K,K3,
Ls = dK,/dt, Ly = K;K,.Onaalorscl L, = r(d’aprés le théoréme 3, carcl K, = r,
cdKyzr+1, K;+0), clL,zr, cdLy=zr+1, clLy,=2r+1, clLs>r,
cl Ly = r. Nous avons donc d’aprés le théoreéme 9’ cl(d*[e,e,]/d?*) = r, donc
clleje ] =r + 2.

De facon analogue

d2
“%zt‘zze‘s]’ = - dalgtl [eres] — Ki(Ky[eses] — Ky[ere,] + Ki[eges]) +

dK
+ _dtg [‘3284] + Ks(=Ky[eses] + K;[eses] — Ki[ezes]),
d’ou cl (d*[e,e,]/d1?) = r, donc cl[eze;] = r + 2.
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En résumant les résultats précédents nous obtenons le tableau (42).
“2)

c Ky K, K3 €1 € es ey [egey] [ege;] [egey] [eses] [eyeq] [ezeq)
r r r r+1 r4+1 r+1 r+1 r+1 r+1 r+1 r+1 r+1 r+1

r =r+1 r r+1 r+1 r+1 r+1 r+2 r+1 r+1 r+1 r+1 r+42

r r =r+1 r+1 r+1 r+1 r+2 r+1 r+1 r+1 r4+1 r+4+1 r+1
=r+1 r r r+2 r+1 r+1 r+1 r+1 r+1 r+1 r+1 r+1 r41
r =>r41 r+1 r+1 r+1 r+2 r+2 r+2 r+1 r+1 r+1 r+1 r+42
r+1 =r+41 r r+2 r+2 r+1 r+1 r+2 r+1 r+1 r+1 r+1 r42

r =r+1 =r+2 r+1 r+1 r4+2 r+3 r+2 r+1 r+1 r+1 r+1 r42
=r+2 =r+1 r r+3 r+2 r+1 r+1 r+2 r+1 r+1 r+1 r4+1 r42
=r41 r =r+1 r+4+2 r+1 r+1 r+2 r+1 r+1 r+2 r+2 r+1 r41

En nous servant de ce tableau et des formules données ci-dessus, nous examinerons
maintenant, dans les neuf cas en question, la classe différenticlle des éléments parti-
culiers du tétracdre de Frenet. Nous le ferons méme pour les éléments dont s’occupe
le travail [1], mais sans utiliser ’énoncé donné dans [1], p. 600, ligne 15—17, ou
’on dit que la différence de deux termes consécutifs de la suite (cl X, ¢l Ty, ..., cl T,_)
ne peut étre égale qu’a 0,1 ou —1. Cet énoncé constituera seulement un résultat de
nos calculs.

Casl.ry=r,=ry=r.

Le tableau (42) nous montre que cle; =r + 1, i = 1,...,4, cl[eee;] =r + 1,
i,j=1,...,4,i < j. En vertu du théoréme 4 il découle de la formule (1) que cl X =
=r+2pourro2r+1(ro =clK,), clX =ry, + 1 pour ry < r. Pour ry 2 r,
les classes différentielles des expressions [Xe;], [Xese;] et x; = Xe; sont au moins
égales a celles des éléments e; et [e;e;]. Il en résulte d’aprés (4), (5) et (6) que la classe
différentielle de tous les éléments du tétraedre de Frenet est égale a r + 1. Pour
ro < r nous obtenons d’abord I’estimation grossiére clx; =cl(X.e) = ro + 1,
i =1,...,4. Les formules (9) donnent alors

(43) cx, =ro+1, cx;2ro+2, i=2,3,4.

i =

En vertu de (4)—(6) nous trouvons alors a partir de (10,)—(10,), (12,)—(12)
ClE, =clEy=clE,=clF,3 =clF,y, =clF3y =clG, =ry +1.

Pour r, = r — 1 les formules (43) et (6) donnent cl G, = cl G; = cl G, =1y + 2.
De méme (12,)—(12;) donnent cl[Xese,] = ro + 2, cl[Xejes| = 1o + 2,
cl[Xeje,] = ro + 2, donc d’aprés (5), et toujours pour 7o = r — 1, onacl Fy, =
=clF;; =clFyy =ry+2 La formule (10,) implique également cl[Xe,]
>ro + 2, mais cle; =ry + 2 pour ry = r — 1, donc d’apres (4) on a cl E;
= ro + 2. Pour ry < r — 2 les formules (43) et (9) montrent que

(44) cx, =ry+2, cxza=ro+3. 7)

v

3) Pour simplifier, nous écrivons cl X3 4 2 ro + 3 au lieu de deux inégalités cl x3 = ry + 3,
clxy = ry + 3; la méme convention sera adoptée dans la suite, partout ou elle ne peut conduire

a des malentendus. .
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La formule (10,) implique alors ¢l [Xe,| = ro + 2, mais puisque cle, = r + 1 >
2 ro + 3,nous avons cl E; = ry + 2. Deméme (12,) et (12;) impliquent ¢l [ Xe e;] =
= cl[Xese,] = 1o + 2, donc ¢l Fy3 = cl Fy, = ry + 2. Enfin, il résulte de (44)
et (6) que cl G, = ro + 2. Pour ry = r — 2, il découle ensuite de (44) et (6) que
cl Gy = ¢l G, = ry + 3, et en vertu de (12,) on trouve cl [ Xe,e;] = ry + 3.

Comme cl[eje,] =r +1=ry+ 3 si ro =r — 2, nous avons dans ce cas-la
clFy, =ry+ 3.Pourry < r — 3(9)et(44)donnentclxy =ry + 3,clxy, 21y + 4
(avec clx, = rog + 4 pour ry < r — 4); (6) implique alors ¢l G5 = ry + 3, c1 G, =
=t, + 4. Ensuite (12,) donne pour ro < r — 3: cl[Xee,] =clx; =1y + 3,
donccl Fy, =ry + 3. Lecasde r; = r, = ry = r est donc complétement examiné.
Les résultats sont résumés au tableau I.

Casll.ry=r,ry,zr+1,ry=r.

D’apreés le tableau (42) nous avons ici cle; = cle, = cley = cle, = cl[eqe;] =
= cl[ejes] = cl[eyes] = cl[ege,] = r + 1, cl[eje,] =cl[eses] =r + 2. La
formule (1) donne alors ¢l X =r + 2 pour ro 2r + 1 et clX =ry+ | pour
ro £r.Sirg =1+ 1, les classes différentielles des expressions [Xe;], [Xe;e;] et
x; = X . e; sont au moins égales aux classes différentielles des expressions e;, [e;e;]
correspondantes, donc d’aprés (4)—(6) nous avons clE;=clGj=r + 1, i,j=
=1,...,4, etaussi cl Fj3=clFy, =clF,;=clF,,=r+1,clF;, =clFy, =
= r + 2. Les éléments qui ont la classe différentielle » + 1danslecasoury = r + 1,
ontla mémeclasse r + 1sir, = r. De plus, il résulte de (13;) quecl [Xeje,] = r + 2,
et comme cl[eje,] =r + 2, on a cl Fy, =r + 2 méme dans le cas de r, = r.
Ensuite, la formule (13¢) entraine pour r, = r Iégalité cl [Xese,] = r + 1, donc
d’apres (5) cl F3, = r + 1. Pour ry < r nous obtenons d’abord I’estimation cl x; =
=c(X.e)=ro+ 1,i=1,...,4, et puis d’aprés (9)

I

(45) cx; =ro+1, clx,3,2r0+2, ro=r—1.

En vertu de (10,)—(10,), (124)—(12¢), (45), (4), (5) et (6) nous avons pour ro < r:
clE, =clE; =clE, =clF,; =clF,, =clF3, =clG =ry + 1.Sirg=r — 1,
la classe différentielle des éléments [Xe, |, [Xejes], [Xeseq], X5, X3, X, sera d’aprés
(104), (32,), (125) et (45) au moins égale arg + 2, aveccle(i = 1,...,4) = cl [eje;] =
=clleje,] =r+1=ry+2, donc clE; =clF3=clF,=clG,=clG; =
=cl Gy =1y + 2. Dans le cas de ry, = r — 1, il ne reste qu’a déterminer cl F,,. La
formule (13,) entraine I'inégalité ¢l [Xeje,| = 1o + 3,carcl K, 21 + 1 =ry + 2,
cl[Xejes] = 1o + 2.0rcl[eje,] =7 + 2 =r, + 3,doncd’aprés (S)onacl Fy, =
= ro + 3. Pour ry = r — 2 (45) et (9) donnent

(46) clx; =ro+2, clxgu=ro+3, rosr—2.

Les formules (10,), (12,) (125) et (46) entrainent alors en raison de (4), (5) et (6):
clE; =clFy3 =clFiy =clG, = ry 4+ 2. De plus, pour r, = r — 2 nous obtenons

clGyq=r¢+3,carcley 4y =r + 1 =r, + 3. 1l découle alors de la formule (13;)
que pour ro ST —2 on a cl[Xeje,| =ro+3, car clK, =1+ 1 =7, + 3,
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cl[Xejes] = ro + 2, et puisque cl [e;e,] = r + 2 = r o+ 4,0onaclFy, =ry + 3.
Pour ry < r — 3 (46) et (9) donnent clx; = ro + 3, clx, = ro + 4 (avec cl x, =
=71y + 45siry<r—4); daprés (6) on a alors cl Gy =1y + 3, cl G, =1y + 4.
Le résumé des résultats valables dans le casoury = r,r, 2 r + 1, r3 = r, est donné
dans le tableau II.

CasIlll.ry=r,=r,r3=r + 1.

Le tableau (42) donne dans ce cas: cle; , 3 =r + 1, cle, =r + 2, cl[eee;] =
=r+1pouri,j=1,...,4, i <j. La formule (1) implique alors cl1X =r + 2
sirg=2r+1,etclX =ry+1siry=r. Danslecas oury,=r+1,la classe
différentielle des éléments [Xe;], [Xe.e;] et x; = X . ¢; est, en vertu de (30) et (31),
au moins égale & celle des éléments e; et [e;e;] correspondants; la classe différentielle
de ces derniers détermine donc d’aprés (4)—(6) la classe différentielle des tous les
éléments du tétraédre de Frenet. Il en est de méme dans le cas o ry, = r, & I’exception
des grandeurs cl E, et cl G, qu’il faut déterminer autrement. Dans le cas ou ry = r,
il résulte de I’équation (11,) que I'on a cl[Xe,] = r + 1 (car on a cl Ky = ry au
second membre de I’équation (11,), la classe différentielle des autres éléments qui
y figurent étant supérieure a r,), donc d’aprés (4) nous avons cl E, = r + 1. L’équa-
tion (9,) entraine clx, = r + 2 et d’aprés (6) on a c1 G, =r + 2. Si ry < r, on
adabord clx; =cl(X.e)=r+1,i=1,...,4, et puis d’aprés (9)

47) cx; =ro+1, clx,3,2r0+2, ro<r.

1l en résulte en vertu de (10,)—(10,), (12,)—(126), (4), (5) et (6) que 'on a cl E, =
=clE; =clE, =clF,;=clF,y =clF3, =clG;, =ry,+1 pour ro, <r. De
Pautre coté, les relations (47), (10,), (12;)—(125) montrent que la classe différentielle
des éléments [Xe, |, [Xeye, ], [Xeie;], [Xeye,], x5, X3, est au moins égale a ry + 2,
orcle, =cl[ee,] = cl[ejes] =cl[eje,] =cle, =cley=r+ 1 =r,+ 2 pour
ro=r—1, donc clE;, =clFy, =clFy=clF;, =clG, =¢clG; =ry + 2.
Dans le cas olt ry = r — 1il ne reste qu’a déterminer cl G,. Or (47) et (9,) impliquent
clx, = ry + 3, dou d’aprés (6) ontirecl G, = ry + 3,carcle, =r + 2 =r, + 3
sirg=r—1.Siry £r — 2,(47) et (9) donnent

(48) cx,=ro+2, clx34=2ro+3, ro<r—2.

En vertu de (10,), (12,), (125), (48), (4), (5) et (6) onaalorscl E; = cl F{; = cl F|, =
=clG, =ry + 2 pour ro £ 1 — 2 et, de plus, (48), (12,), (5) et (6) entrainent
clFy, =cl Gy =ry + 3 pour rq = r — 2. Il résulte alors de (9,) et (48) que pour
ro=r—2onaclx,2ry+4, etcommecle,=r+2=ry+4siryg=r— 2,
nous avons cl Gy =r, + 4. Si rg = r — 3, (48) et (9) impliquent ¢l x; = r, + 3,
clx, = ry + 4, et daprés (12,), (5) et (6) nous voyons que cl F;, = cl G; = r, + 3,
cl G, = ry + 4. Les résultats concernant ce cas-1a sont résumés dans le tableau I11.
CasIV.ryzr+ 1, ry=ry=r.

Le tableau (42) donne pour ce cas: cle; =r +2,cle, 53, =1 + 1, cl[ee;] =
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=r+ 1pouri,j=1,...,4, i <j La formule (1) entraine cl X =r + 3 si ry =
>2r+2,etcl X =ry+1sirg =r+ 1. Dansle casour, = r + 1, la classe différen-
tielle des éléments [ Xe; |, [ Xe;e;] et x; = X . e; est au moins égale a celle des éléments e;
et [e;e;] correspondants; il en résulte que la classe différentielle des éléments e; et
[eie;] détermine d’aprés (4)—(6) la classe différentielle de tous les éléments du
tétraédre de Frenet. Il en est de méme dans le cas de r, = r, a exception de cl E,
et de ¢l G;. Comme dans ce cas-la on acl [Xe,] = r + 1, il découle de (11;) que I’on
aclXe =r+ 2, donc cl E{ = r + 2. Similaire, cl x, = cl (X . ez) > r + 1, donre
d’aprés (9) clx; = r + 1. Alors, il découle de (6) ¢l G; = r + 1. Sir, < r, nous
obtenons d’abord clx; = cl(X .e;) = ro + 1, et puis d’aprés (9)

(49) clx, =ro+1, clx3,2r0+2, ro<r.

En vertu de (10,)—(10,), (124)—(12¢), (49), (4), (5) et (6) nous avons alors cl E, =
=clEy=clEy=clF,3 =clF,, =clF3;, =clG, =r, + 1 pour r, < r. Comme
dans ce cas-la cl [Xe,] = ro + 1, il découle de (11,) que cl[Xe;| = r, + 2 pour
ro < r, donc d’apres (4) cl E; = ry + 2. De 'autre coté, il découle de (12,)—(12;)
et de (49) que la classe différentielle des éléments [ Xe e, |, [ Xe e;] et [ Xe e, | de méme
que celle de x, 3,4 sont au moins égales a ry + 2, donc d’aprés (5) et (6)onacl Fy, =
=clF3=clFy=clG,=clGy=clGy=71r9+2 pour ro=r—1. Si ry £
< r — 2, il résulte de (49) et (9) que 'on a

(50) clx, =ro+2, clxsa2ro+3, fo<r—2.

En vertu de (12,), (125), (50), (5) et (6) nous obtenons alors cl F;; = cl F,, =
=clG, =ry +2pourry < r — 2. Deplus,siry =r — 2nousavonscl [ Xe,e, |
2 ro + 3 d’apres (50) et (12;), d’ot en vertu de (50), (5) et (6) nous obtenons ¢l F,,
=clG; =cl Gy =ry+ 3. Siry=<r— 3, nous avons d’aprés (50) et (9) cl x5
=ro+3,clxy =ry+ 4 (avecclx, =ry + 4 sir, <r —4), donc d’aprés (12,
cl[Xeje,] = ro + 3 et ensuite d’aprés (5) et (6) cl Fy, = clG, =1y + 3, cl G, =
= ro + 4. Le tableau IV résume ces résultats.

v

S~

CasVary=rry,zr+1,ry=r+ 1L

Le tableau (42) donne dans ce cas: cle; =cle, = cl[ejes] = cl[eje,] =
=cl[ese;] = cl[eses] =7 + 1, cle; =cle, = cl[eje,] = cl[eses] =1 + 2.
Pourry 2 r + lonaenvertude(1)cl X =r + 2, pourr, < ronaclX =r, + 1.
Si rog 2 r + 1, les relations (30) et (31) font voir que la classe différentielle des
éléments [Xe;|, [Xee;] et x; = (X . ¢;) est au moins égale a celle des éléments e;,
[eie;] correspondants. D’apreés (4)—(6), la classe différentielle de tous les éléments
du tétratdre de Frenet est donc déterminée par celle des éléments e; et [ee;]. 11 en
est de méme des éléments E,, E,, F 3, Fi4, Fy3, F,4, Gy et G,,danslecas ol ry = r.
Ensuite on a pour ry =r:clx; =cl(X.e)2r+ 1,i=1,...,4, et les formules
(9) donnent alors ’estimation plus précise

(51) cx;=zr+1, cx,zr+1, clxz2r+2, cxg2r+2, (ro=r).
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11 découle ensuite de (515) et (51,) d’apres (6): ¢l G; = ¢l G, = r + 2. De plus on
a évidemment — toujours pour ro =r — cl[Xe] = r + 1, cl[Xee;] 2 r + 1,

Vol

donc en vertu de (113), (11,) et (135) on a cl[Xes] = cl[Xe,] = cl[Xese ] =
=r + 1, et d’aprés (13;) cl [ Xe,e,| = r + 2. D’aprés (4) et (5) on a ensuite cl E; =
=clE, =clF3,=r+1, cl F, =r + 2. Pour r, <r nous obtenons d’abord
clx; =cl(X.e) = ry + 1;puis, il résulte des formules (9) que 'onacl x; = ry + 1,
clx; 3,4 = 1o + 2, donc ensuite cl x3 4 = ry + 3, c’est-a-dire

(52) cx; =ro+1, clx;2rg+2, clxzg2ro+3, ro<r.

11 s’ensuit alors des formules (10,)—(10,), (12,), (12,)—(12), (4), (5) et (6), par
application itérée des formules (52) que nousavonscl E, = cl E; = cl Ey = cl Fy3 =
=clF,, =clFy3, =clG, =ry + 1 pour ry < r. Les formules (10,), (12;)—(125)
entrainent cl Xe,|=ro+2, cl[Xeje,| 2 ro+3, cl[ Xejes] 2o +2, cl[Xee ] =
=>ry + 2, ce qui donne dans le cas de ro =r — 1: clE; =clF;3 =clF, =
=ro+2, clF, =ry+3, car cle; =cl[ejes] =cleje,] =r+1=ry+2,
cl[eje,] =r + 2 =r, + 3. 1l résulte ensuite de (52) et de (6) pour ro =r — L:
clG,=ro+2,clGy=clGy=ry+ 3. Si rg <r—2,il découle de (9) et (52)

(53) clxy=ro+2, clxy=ro+3, clx,2ro+4, r<r—2.

Alors nous avons d’aprés (10;) et (12,)—(125): ¢l [Xe | = ¢l [Xejes] = ¢l [Xejey| =
=ro+ 2, cl[Xee,] = ro + 3, donc d’aprés (4) et (5): clE; = cl Fy3 =cl Fyy =
=ro+ 2, clF;, =ry+ 3. De plus, on a d’aprés (53) et (6) pour ro < r — 2:
clG, =ry + 2,clG; = ry + 3, et si nous tenons compte de ce que cl x, = ry + 4
pour ry < r — 3, nous obtenons en vertu de (53) et (6) encore cl G4 = ry + 4
pour ry < r — 2. Les résultats sont résumés dans le tableau V.

Cas:Vliry=r+1L,r,zr+1,r;=r.

Le tableau (42) donne dans ce cas: cle; = cle, = cl[eje,| = cl[eses] =1 + 2,
cles =cle, = cl[eje;] = cl[ese,]| = cl[eye5] = cl[eyes] = r + 1. L’équation (1)
entraine cl X =r +3 pourrg2r+2,clX=ry+ 1pourro=r+1 Siry,=
= r + 1, la classe différentielle de tous les éléments du tétraédre de Frenet est
déterminée, tout comme dans les cas précédents, par la classe différentielle des
éléments e;, [e;e;] correspondants, on a donc clE; = clE, = clF;, = cl F3, =
=clG, =clG,=r+2,clE;=clE, =clF;3 =clFy =clF,; =clF,, =
=cl G; = cl G, = r + 1. En tenant compte des formules (30), (31), (4), (5) et (6),
nous trouvons facilement que le second groupe d’éléments (c’est-a-dire Ej, E,, etc)
a la classe différentielle » + 1 méme dans le cas de ry = r,oul'onaclX =r + 1.
Quant a la classe différentielle des éléments du premier groupe (E,, E,, etc), elle est
encore & déterminer, pour le cas de r, = r. Tout d’abord, il est clair que pour tout i, j
nous avons cl [Xe;] Z 7 + 1, cl[Xeee;] = r+ I, clx; =cl(X.e;) =r + 1. Il en
résulte en vertu de (11;), (13) et (92) que la classe différentielle des éléments [ Xe, ],
[Xeje,] et x; est au moins égale a r + 2, tandis qu’a partir de (11,), (134) et (9;) nous
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trouvons que cl [Xe,] = cl [Xese,] = clx; = r + 1. Siry = r, nous obtenons donc
d’aprés (4)—(6) les égalités clE, =clFj, =clG, =r+2, clE, =clF3, =
= cl G, = r + 1. Soit ensuite r, < r. Alors nous avons d’abord cl x; = cl (X .e;) =
= ro + 1, d’ott en vertu de (9) il découle clx; =ry + 1, clx, 34 2 1o + 2, €t si
nous reprenons la relation (9,), nous obtenons enfin

(54) cx;=ro+1, clx;=ro+2, clxzga=2ro+2, ro<r.

Alors, il s’ensuit de (10,)—(104), (124)—(126), (54), (4)—(6) que 'on a cl E, =
=clE;=clE, =clF,;=clF,y =clF3y =clGy =r,+ 1, clG, =ry + 2
(pour r, < r). Ensuite on obtient d’aprés (11;): cl[Xe ] =ro + 2, car (10,)
entraine cl[Xe,] =ro + 1 et donc clE; =ry+ 2. Si ro=r — 1, il découle
de (54), (12,), (12;), (5) et (6) que clFy3 =clFy =clGy =clGy =71, + 2,
car cl[eje;] = cl[ejey] =cles =cle, =r + 1 =ry + 2 pourry, =r — 1. Com-
me cl[Xejes] = 1y + 2 (en vertu de (54) et (12,), comme nous I'avons déja vu
ci-dessus), nous avons d’aprés (13;): ¢l [Xe,e,] = ro + 3, et donc ¢l Fy, = ry + 3
pour ro = r — 1, car cl[eje;] = 7 + 2 =71y + 3. Siry < r — 2, il résulte de (54)
et (9)

(55) clxzqa2ro+3, ro=r—2.

11 découle ensuite de (54,), (55), (12,) et (125): cl [Xejes] = cl [Xejes] = ro + 2,
et donc ¢l Fy3 =clFy, =1y + 2 pour ry <1 — 2. De (12,) et (13;) il s’ensuit
alors cl [Xeje,| = rg + 3, doucl Fyp =rg + 3 (pourry £ r —2).Sirg =1 — 2,
il découle de (55):c1 G5 = ¢l G, = ry + 3,carcle; =cley, =r + 1 = ry + 3 pour
ro = r — 2. Enfin, siry < r — 3, il résulte de (54,), (55), (95) et (9,4): cl x3 = ry + 3,
clxy = rg + 4 (avec clx, =1y +4 pour ry <r —4) et donc clGy =ry + 3,
cl G4 = ry + 4. Le résumé des résultats est donné dans le tableau VI.

Cas VILry=r,rp2r+ 1, r32r + 2.

Dans ce cas-ci, nous avons (cf. le tableau (42)!): cle, = cle, = cl[e,e;] =
= cl[eje,] = cl[eses] = cleeq] =71 + 1, cley = cl[eje,| = cl[ezes] =1 + 2,
cle, =r + 3. D’aprés (1), nous avons cl X =r +2 pour rp 2r —l et clX =
=ro+ 1sirg<r. Sirg=r+ 1, la classe différentielle des éléments [Xe,.], i =
=1,2,3 et [Xee;], i,j=1,2,3,4, i <j,et x;=X.e;, i=1,2,3, est, en vertu
de (30) et (31), au moins égale & la classe différentielle des éléments e; et [e;e;],
donc d’aprés (4)—(6) nous avons clE; =clE, =clF3 =clF;, =clF,; =
=clF,,=clG, =clG,=r+1, clE=clF;, =clF;, =clG3; =r + 2. Les
éléments qui ont pour ro = r + 1 la classe différentielle égale a r + 1, ont d’apres
(30), (31) et (4)—(6) la méme classe pour le cas de ry = rolucl X = r + 1. Revenons
encore au cas de ry, = r + 1 ou il faut déterminer encore la classe différentielle des
éléments E, et G,. Comme cl [Xe;] = min (¢l X, cle;) = r + 2, nous avons d’aprés
(114) cl[Xes] = r + 2, donc d’aprés (4) cl E, = r + 2. Ensuite, on a clx; =
=cl(X .e;) = r + 2 en vertu de (30), donc d’apres (9,) nous avons cl x, = r + 3.
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Or cle, = r + 2 de sorte que (6) entraine ¢l G, = r + 3. Si r, = r, on a évidem-
mentcl [Xe,] Zr+1,i=1,..,4 cl[Xee;]2r+1,i,j=1,...,4,i <j, dou
en vertu de (113), (11,) et (136) on trouve cl[Xe;] = cl[Xe,] = cl [Xese,] =
=r + letdaprés (13;) cl [Xese,| = r + 2. En vertu de (4) et (5) nous avons donc
clE;=clE, =clF3, =r + 1,clF, = r + 2. Ensuite,clx; =cl(X.e) 2 r + 1
pour i =1,...,4, et donc cl x3 = r + 2 d’apres (93) et clx, = r + 3 d’apres (9,).
Nous avons donc d’apres (6) c1G; =r + 2,cl G, = r + 3. Si ry < r, nous avons
d’abord clx; = cl (X .e;) = ro + 1, et puis d’apres (9) clxy =ry + 1, clx, 34 =
= 1o + 2, ce quientraineclx; 4, = ry + 3 etenfinclx, = ry + 4. En somme, nous
avons

(56) clx; =ro+1,clx,2ro+2,clxs=ro+3,clx,2ro+4, ro<r.

En vertu de (56), (10,)—(10,4), (12,)—(12¢) et (4)—(6) nous avons cl E, = cl E; =
=clE, =clF,3 =clF,, =clF;, =clG, =ry+ 1. De l'autre cdté, il découle
des équations (10,), (12,) et (12;) que la classe différenticlle des éléments [Xe, ],
[Xese;] et [Xe e,] est au moins égale a ry + 2, et (12,) et (56) entrainent cl [ Xe e, | =
2rg+3pourrg<r.Sirg=r—1,onacle =cl[ees] =cl[eje,] =1y + 2,
clleje,] =ro +3,cle, =rg + 2,cle; =rg + 3,cle, =ry + 4, donc — compte
tenu de (56) — on a d’aprés (4)—(6): clE; =clF,3 =clFy, =clG, =ry + 2,
clF, =clGy=ry+3,clG, =1y +4.Sirg £r — 2(9) et (56) donnent

(57) cx;=ro+1, clx,=ro+2, clxy=ro+3, clx,=ry + 4,
ro Sr—2.

Alors, en vertu de (10,), (12,) et (12;), nous avons cl [Xe;] = ¢l [Xeses] =
= cl[Xeje,] = ro + 2, et d’apres (12,) cl[Xeje,]| = ro + 3. Ceci avec (4)—(6)
entraine dans le cas ou ro = r —2: clEy =clF3=clF, =¢clG, =ry + 2,
clFi,=clG; =ry+ 3, clG, =ry + 4. Les résultats qui viennent d’étre établis
sont résumés dans le tableau VII.

Cas VIIL.: riy Z2r+ 2, r,2r+ 1, r; =r.

Le tableau (42) donne dans notre cas: cle; = cle, = cl[eje;] = cl[ese,] =
=cl[ejes] =cl[ejes] =r + 1, cle, =cl[eje,] =cl[eses] =7 +2, cle, =
=r + 3. 1l résulte de la formule (1) que clX =r +4sir,2r + 3, etclX =
=ro+ lsirg<r+2 Sirg2r+ 2, la classe différentielle des éléments [Xe;],
[Xeie;] et x; = X . e; est d’aprés (30) et (31) au moins égale a la classe différentielle
des éléments e; et [e;e;] correspondants; il s’en ensuit en vertu de (4), (5) et (6) que
pour ro = r + 2 la classe différentielle de tous les éléments du tétraedre de Frenet
est déterminée par celle des éléments e; et [ee;]. Il en est de méme si ry =r + 1,
a l’exception des éléments E; et G, leur classe différentielle devant étre déterminée
autrement. D’aprés (31) nous avons ¢l [Xe,] = r + 2, d’ou d’aprés (11,) cl [Xe,]| =
= r + 3, et daprés (4) cl E; = r + 3. Ensuite, si rp =7+ 1, on a clx, =
=cl(X.e,) = r + 2,donc d’aprés (9;) cl x; = r + 2, d’olt en vertu de (6)°cl G, =
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=r + 2. Si r, = r, nous voyons a I'aide des formules (30) et (31) que la classe
différentielle des éléments [Xe;] pour i =1,...,4, [Xee;] pour i,j=1,...,4,
i<j,etx;=X.e pour i =1,...,4 est au moins égale & r + 1, donc d’aprés
(4)—(6) nous avons clE; =clE, =clFi3 =clF, =clF,3 =clF,, =clG; =
=cl G, = r + 1. Ensuite, il découle de la formule (11,) pour ro = r que l'on
acl[Xe,] =r + 1, et puis il découle de (11;) que cl [Xe,]| = r + 2. Donc d’apreés
(4) nous avons cl E; = r + 2, cl E, = r + 1. En raison de I’estimation de cl [ Xe;]
et cl [Xe;e;] que nous avons obtenue ci-dessus, nous trouvons d’aprés (13,) et (134):
cl[Xeje,] = r + 2, cl[Xese,] = r + 1, donc d’aprés (5) nous avons cl Fy, =
=r+2, clFy, =r+ 1. Enfin (9) donne clx; =r + 1, clx, 2r + 2, et en
vertu de (6) nous obtenons clGy =r + 1, c1G, =r + 2. Si ry <r — 1, nous
avons d’abord clx; =cl(X.e)=2ro + 1, pour i =1,...,4, dou d’aprés (9)
clx; =ry+ 1, clx, 3,4 2 1o + 2, et en vertu de (9,) clx, = ro + 2. Nous avons
donc en somme

(58) clx;=ro+1, clx,=rog+2, clxza2ro+2, ro<r.

En vertu de (10,)—(10,) et de (12,4)—(126) nous avons alors cl [Xe,] = cl [Xe;] =
= cl[Xe,] = cl[Xeyes] = cl[Xe,e,] = cl[Xesey] = ro + 1, et d’aprés (4)—(6)
nous obtenonscl E, = clE; =clEy =clFy3 =clFyy =clFyy =¢clG, =1y + 1,
cl G, = ry + 2 pour ry < r. Puis en vertu de (11,) on a cl [Xe,| = r, + 2, donc
cl Fy = ry + 2. En vertu de (12,) et (12;) nous avons cl [Xeses] = ry + 2,
cl[Xeje,] = ro + 2, et en raison de (13,) aussi cl[Xese,] = ro + 3. En tenant
compte des inégalités ainsi déduites et des relations (58) et (6), nous obtenons pour
ro=r—1l:clF, =ro+3,clF3=clF,=clG;=clG, =ry + 2.Pourry <
< r — 2 il découle de (58) et de (93), (9,)

(59) clxy=ro+1, clx,=ro+2, clxz42ro+3, re<r—2.

On a donc d’aprés (12,) et (12;) cl [Xeje;] = cl [Xeje,] = ro + 2, et puis d’aprés
(13y) cl[Xeje,] =ro + 3. En vertu de (5) nous avons alors ¢l Fy, =ry + 3,
clF3=clFy =ry+2. Siry=r—2, nous avons ensuite d’aprés (59) et (6):
clG; =clG, =ry + 3.Siry £ r — 3, nous obtenons a partir de (59) et (9): cl x5 =
=ro+3,clxy =21y + 4(avecclx, = ry + 4, pour ry < r — 4), donc d’aprés (6):
cl Gy =ry + 3, clG, = ry + 4. Le tableau VIII résume ces résultats.

CasIX:ryzr+ 1L, r,=r,ry2r+ 1.

Dans ce dernier cas le tableau (42) nous donne les égalités: cle, = cley =
= cl[ese,]| = cl[ejes] = cl[ese,] = cl[ese,] =7 + 1,cle; = cle, = cl[eje,] =
= cl[e,e5] = r + 2. L’équation (1) implique alors d’une maniére analogue aux
cas précédents que I'on a clX =r + 3 pour ro =2r +2, clX =ry + 1 pour
ro <r+ 1 Sirg2r+1,la classe différentielle des éléments [Xe;], [Xese;] et
x; = X . e;, une fois de plus, est au moins égale a la classe différentielle des éléments e;
et [ee;] correspondants, donc d’aprés (4)—(6) la classe différentielle de tous les
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éléments du tétraédre de Frenet sera déterminée par la classe différentielle de 1’élé-
ment e; ou [e;e;] correspondant. Pour la méme raison, les éléments qui ont la classe
différentielle r + 1si ry = r + 1 ont la méme classe si r, = r. Comme pour r, = r
onacl[Xe]zr+1, i=1,...,4 cl[Xee]zr+1,i,j=1,...,4 i<}j, il
résulte des formules (11,), (133), (114) et (13,) que nous avons cl [Xe,| = r + 2,
cl[Xejes] = 1 + 2, cl[Xey] = cl[Xeyes] = r + 1. De méme clx; = cl (X .e;) =
=r+ 1 pour i=1,...,4, donc d’aprés (9) on a clx;, =r + 1, clx, =r + 2.
En vertu de (4)—(6) nous obtenons alors cl E;, = cl F,3 =cl Gy =r + 1, clE; =
=clF4,=clG,=r+2 Siry=<r—1, nous avons d’abord clx; =cl X .e; =
=ro+ 1,i=1,...,4, et puis il s’ensuit de (9)

(60) clxy =rg+ 1, clx,32r,+2, cxg2ro+3, ro<r.

En vertu de (10,)—(10,), (12,)—(12¢) nous obtenons alors cl [Xe,] = cl [Xe;] =
= cl [Xe,] = cl [Xeye5] = cl [Xeye,]| = cl [Xesey] = 1o + 1, et de (11,) il découle
cl[Xe,] = ro + 2. Donc, d’aprés (4) et (5) onaclE, = clE; = clE; = cl Fy3 =
=clF,y =clF3, =19+ 1, clE; =r, + 2. En vertu de (12;), (12,) et (60) nous
trouvons

(61) o[Xee,] =1y +2, cl[Xees] =1 +2,

et puis en vertu de (13;), (61) et de la relation cl [ Xe,e, ] = ro + 1 déduite ci-dessus,
nous avons

(62) c[Xee, =ro+2, ro<r.

Donc d’aprés (5) on a cl F, = rq + 2 pour r, < r. De plus (60) et (6) donnent
clG; =ry+ 1 pour ro £r — 1. Si ry = r — 1, nous obtenons d’aprés (60), (61),
(5) et (6) les égalités clF, =clF,3 =clG,=¢clG; =r,+2, clG, =ry + 3.
Sirq £ r — 2, nous avons d’aprés (60) et (9)

(63) clxy=ro+1, clx,=ro+2, clxg=ro+3, clxg=r, +4,

ro=<r—2.

Donc, d’aprés (12,) on a cl[Xe,e;] = ro + 2 et d’aprés (13;) on a cl[Xe,e, ]
= ro + 3. Alors (5) nous donne cl F;3 =ry + 2 pour ro £r —2 et clFy,
=ro + 3 pour ro = r — 2. En vertu de (63) et (6) nous avons ensuite ¢l G, =
=ro+2sirg Sr—2etclGy;=ry+3,clG, =ry + 4siry=r — 2. En vertu
de (63) et (9) nous avons ensuite

v

(64) clxy=ro+3, clxy=ro+4, ro=r—3.

Alors il résulte de (12,) cl [Xe,e,] = ro + 3 et d’aprés (5) ¢l Fy, = ro + 3. En vertu
de (64) et (6) nous obtenons enfin cl G; = ry + 3, cl G, = r, + 4. L’étude du
dernier cas IX est donc achevée. Les résultats sont résumés dans le tableau IX.
Tous les résultats en général sont résumés dans le tableau X, ol I'on a cependant
changé un peu la signification de la lettre r. (Il est aisé de voir que nous y avons posé
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r=minclK;, i =0,...,3.) Le tableau X contient le tableau (5.12) du travail [1]
ou T, est ’élément que nous avons désigné ici par E;, T, par F,, et enfin T; cor-
respond 2 notre élément G,. De méme, le tableau (13) du travail [2] correspond a un
cas spécial de notre tableau X si nous y considérons seulement les éléments X, E, E,,
Es, Fy, (dénoté par F; dans [2]), Fy5(F,), F,3(F,) et les lignes, ot ¢l K5 peut prendre
des valeurs arbitrarement grandes: (nous obtenons ce cas spécial si nous supposons
K; = 0 — malgré notre hypothése fondamentale que les grandeurs K; différent
de zéro partout dans I'intervalle ou elles sont définies). 1l résulte du tableau X que
méme dans le cas de n = 4, la suite (cl X, cl T}, cl T,, cl T;) — la notation étant
celle du travail [1] — détermine la classe différentielle de tous les éléments du té-
traedre de Frenet, ou autrement dit: Notre tableau X qui donne la classe différentielle
de tous les éléments du tétraédre de Frenet contient, tout comme I’ensemble des
tableaux (5.12), (5.12) et (5.12") de [1] au total seulement 27 = 3"~ cas différents.

A la fin, nous pourrions construire, comme c’est le cas de I’article [2], des tableaux
correspondant & des parametres spéciaux s, ¢y, 0,, 05. Le procédé que nous aurions
alors a appliquer est aisé a trouver a partir des deux travaux de Cech, mais son
application n’apporterait plus aucun résultat essentiellement nouveau.

Littérature
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PesomMme

O IU®PEPEHLIMPYEMOCTH 4-3]IPA ®PEHE
B IIPOCTPAHCTBE E,

AJIEHA BMJIKOBA (Alena Bilkova), ITpara

N3 crateii 3. Uexa [1] u [2] B3ITO — eciM HE CYMTATH HEKOTOPOTO OOOOIIEHUS —
onpenenenue nuddepeHnuanbroro kiracca GyHkuuu f(t), paBHO Kak ¥ OmpeesieHue
perynsipaoit xpusoii C.

OtHocuTeNnbHO GyHKIMU f = f(f) MBI cKaxeM, uTO ee Jugddepenyuarvhpiii Kiacc
Gonbuie i paseH r (= 0) u 3amumeM clf = r, eciid CyLIECTBYET HeNpepbIBHAS
npomssomnas f7(1). Hub@epenyuarvnpiii kaace sekmopa Wik mubhepeHIHaIbHbIi
KJIACC BHEIIHErO MPOU3BE/ICHUS MBI ONpeessieM Kak MUHUMYM T} bepeHunanbHbIx
KJIACCOB OTIENILHBIX cocTaBiitrolpx. O6obmast ganee Mbl onpeaesum muddepen-

LHaJILHBIN KJIACC TeOMeTpuyeckoro o6bvexta G kak min G,, roe G;, A € A — HeomHo-
ied
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pOAHBIE KOOPIMHATHI TAHHOTO 06BbekTa G. O60bWeHe, 0 KOTOPOM Mbl YIIOMUHA JIX
BBILIIE, COCTOMT B TOM, 4YTO B KadecTBe AuddepeHuuanpHoro kiacca QyHkuun f(1)
MBI 6epeM MUHUMaJIbHO € 3HaueHue, koTopoe cl f(f) mpuHuMaeT, eciu t npoderaer
MaHHYIO 00JIaCTh omnpeneneHus, Tak 4ro JuddepeHIraNbHblid KIacC He 0 JDKEH
OBITH BO BCEX TOYKAX OOJACTH OMpEeSICHUsI OOHUM U TEM XKe.

Kpusass C morpyxeHHasi B €BKJIMI0BO MPOCTPaHCTBO E, M paccMaTpuBaeMas Kak
MHOX€eCTBO Touek X = X(f), Ha3pIBaeTCA pezyaaphoii (TOrAa M mapamerp t Oyner
TaKXe PeryJsIpHbIM), €CIIM ClpaBemlInBbl GopMyJibl PpeHe, KOTOPBIE IIPU CreHraIu-
samuu n = 4 maubl Gopmyiaamu (1) u (2), tae K;, 0 < i < 3, — HempepbIBHbIE
(yHKUME apamMeTpa ¢t OTIMYHBIE OT HYJIS BO BCEX TOUYKaX.

B mpemnaraemoit cratbe uccienyrorcs qupdepeHnuaabHble KIACChl OTAEIbHbIX
snmeMenToB 4-31pa ®pede M peryisapHoil kpasoit C B mpocTpaHcTBe E, (ompere-
neHue 3Toro aupdepeHIMaIbHOro Kiacca JaeTcs COTJIACHO HpemblayuieMy ¢op-
Mmysamu (3)—(6)), ec mausl mapdepeHunaIbHble KIacchl kKodbhuunentos B Gpop-
Myiax @pene. BcmoMmorareasHBIM ammapaToM IS KOHKPETHBIX BLIYMCIIEHHH
sBIsIOTCsL Kak (Gopmynsl (8)—(13), Tak TeopeMsl 1—9’, B KOTOpBIX pedb HAETh
o mudpepeHuraaILHOM KIAcCe CyMMBI, IpOoU3BedeHust U T.1. Tabmuua (42) comepkuT
IuddepeHIHaNbHbIil KiIace BemuunH e;, i = 1,...,4 u [ee)], i,j=1,... 4, i <},
ecau naubl 3HavyeHus cl K;, i = 1, ..., 3. Toraa coGcTBeHHast mpobema uccienyeTcs
NOCNIEIOBATEILHO BO BCEX 9 BO3MOXHBIX CIyuasiX, CACAYIOWIMX M3 Tabmumbl (42).
Pe3ynbTaThl U OTAEIbHBIX Cilyyaes c3emedbl B Tabmuupl [—-IX (r; = clK;, i =
=0, ... 3, B OTAENbHBIX CTOJIONAX IPUBOJUTCS AU(DDEepEeHIHATbHBIA KIACC BETMYHU-
HBI CTOsLIEN B 3ariaBu cToji0na). CoGCTBEHHBINH pe3yIbTaT pabOThl NPEACTABICH
Tabmiueit X, ssisoweiica ceoakoi tapmuy [—IX; B Tabmiue X 6ykBa r MCHOJb-
3yeTcsl MO CPAaBHEHWIO C MPEObIAYLUMMHI TaOIUUaMU B HECKOJIbKO WHOM CMBICIIE
(a umenHo r = minclK;, i =0, ..., 3).
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