Czechoslovak Mathematical Journal

Bohumil Cenkl
Réseaux semi-conjugués sur une surface dans I’espace a connexion projective a

quatre dimensions
Czechoslovak Mathematical Journal, Vol. 13 (1963), No. 4, 492-506

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/100582

Terms of use:

© Institute of Mathematics AS CR, 1963

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized documents
strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://dml.cz



http://dml.cz/dmlcz/100582
http://dml.cz

YexocoBanknii MaTeMaThH4yeckui xkypnaix, T. 13 (88) 1963, Ilpara

RESEAUX SEMI-CONJUGUES SUR UNE SURFACE
DANS L’ESPACE A CONNEXION PROJECTIVE A QUATRE
DIMENSIONS

BonuMIL CENKL, Praha

(Regu le 10 juin 1961)

Dans le présent travail, on donne une classification de surfaces suivant les
réseaux semi-conjugués et I'on introduit une dualisation de ces surfaces
(congruences de droites). Pour le cas général d’une surface a deux réseaux
semi-conjugués on trouve les formes invariantes (I’,,él1ément projectif*‘) de la
surface et leur signification géométrique.

1. Le présent travail est une contribution a I’étude de propriétés locales de variétés
a connexion projective au sens de [5]. Par une surface de ’espace & quatre dimensions
muni d’une connexion projective nous entendrons donc une variété de Konig P, défi-
nie comme suit: A tout point (#', #*) d’'un domaine a deux dimensions de paramétres
Q soit associé un espace projectif P,(u', u*) & quatre dimensions, de centre Ao(u', u?).
A tout arc y = Q joignant deux points, soit (uf, ui) et (43, u3), du domaine para-
métrique Q est associée une homographie P,: P4(u}, uj) — P4(u§, u3). L’étude d’une-
telle variété correspond donc a I’étude de la géométrie intérieure d’une surface dans
I’espace a quatre dimensions muni d’une connexion projective. Les propriétés locales
d’une surface plongée dans un espace a connexion projective & quatre dimensions ont
été étudiées par M. M. KIMPARA dans son travail [2].

La connexion sur la variété considérée peut étre définie analytiquement de la fagon
suivante: Dans I’espace local P, fixons le repere A, Ay, A,, A3, A, de fagon a voir

(1.1) [AgA 1 A,A344] = 1.
Soient
(1.2) d4, = b4y (0, f=0,1,2,3,4), o)+ o] + 0} + 0} + =0

les équations du mouvement du repere; dans la suite, nous écrirons tout simplement
0y = 0" (¢ = 1,..., 4). o sont les formes Pfaff en paramétres principaux u!, u® et en
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paramétres secondaires v, ..., v". Nous pouvons écrire les équations de structure sous
la forme

(1.3) [da)g] = [(Diwg] - %ng[wyw"] ’ Rf(.,,,) =0.
Choisissons le repére de telle maniére que [ 4,4,4,] soit le plan tangent ala surface
en A,. Nous avons donc
(1.9) 0} =w0*=0,
d’ou par différentiation extérieure,
(1.5 [0'wi] + [0*w}] — Ri[w'w?] =0,
[0'owl] + [0*05] — Roi[0'w?] = 0.
Ecrivons, pour simplifier, Ry, = 2h;, Rg;, = 2h,. Les équations (1.5) donnent
alors
(1.6) ]
o} = byo' + (b, + hy) 0?*, o3 = (b, — hy) ' + b0?.

a;0' + (a, + hy) 0?, o3 =(a, — h) @' + az0?,

En différentiant extérieurement les équations (1.5) et (1.6), nous obtenons
(1.7) [dhy + hy(@) — 0] — 0} + ©3) + hwio'w?] =0,
[dh, + hy(0) — 0] — @5 + ©F) + hjoie'w?] =0,
[@!da; + ay(0) — 20} + @3) + byjw] — 2a,07] +
+ [w?d(a, + hy) + (a; + hy) (0] — 0] — ©F + ©3) — as0] + (b, + hy).
. wi - alw;] - (R?IZ - alR(l)IZ - m1R(2)12) [wlwz] =0,
[w'd(a = hy) + (ay — hy) (0§ — o} — @) + w3) — a;03 + (by — hy) ®F —
— a;0% + [0? da; + as(0) — 205 + ©3) + byw] — 2a,03] —
- R3; - ;2_—71R(1>12 — a3R3,5) [0'w?] =0,
[w!db; + by(w) — 20] + w}) + a0 — 2b,03] +
+ [0? d(by + hy) + (by + hy) (0) — 0] — @5 + @) — byw] +
+ (a2 + hy) 03 = byw3] — Ris — byRgy; — by + hyR31,) [0'0?] =0,
[w'd(by — hy) + (by — hy) ((1’8 - 0] — 0] + wy) — bw; + (ay — hy) 0F —
— bywi] + [w? dby + by(w) — 203 + ©}) + azwi — 2bw;] —
— (R34 — by — h3RGy; — b3R3ys) [0'®?’] =0.
Considérons en méme temps la dualisation de la surface (4). Le repére dual E°, E*,
E2, E3, E* soit donné par le équations

(1.8) E'dy = 8.
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Les équations fondamentales de la dualisation sont donc

(1.9) dE* = — 0gE* — 03E® = (by — hyo' + b30?) E* — (b, + b, + hyo?) E', -

dE> = — 0lE* — 03E® — (a; — hio' + a;0%) E* — (4,001 a, + hyo?)E',
dE? = — wlE* — 03E® — w3E? — wlE' — 0?E°,
dE! = — 0yE* — 0}E® — 0}E?* — 0iE' — o'E°,
dE® = — wdE* — 0JE® — 0JE? — 0JE' — wJE°.

La dualisation de la surface (4) donne alors évidemment une congruence L formée de
droites [ E*E®] dans I’espace dual. Pour toute variété de Konig Pg, a centres ponctuels
dans les espaces locaux a quatre dimensions, nous obtenons de cette fagon une variété
de Konig généralisée (voir [5]) P7,, ol les centres dans les espaces locaux sont réglés.

Soit donnée maintenant une variété P7,. Les équations fondamentales du mouve-
ment du repére By, ..., Bs (les points By, B, étant supposés situés sur la droite de la
congruence Let [ B;B,B;B,] étant I'espace tangent a la congruence) suivant les cour-
bes du domaine & deux dimensions de paramétres Q(u, v) soient maintenant

(1.10) dB; = 0B, (i,k=1,2,...,,5),

13
of = dfy(u, v) du + afy(u,v)dv, ©;=0, of=w;=0.

Les fonctions a%, (x = 1, 2) définissent la connexion de la variété considérée. Pour
toute courbe y: u = u(t), v = v(t) du domaine Q(u, v) joignant deux points arbi-
traires (uy, vy), (5, v,), les équations (1.10) deviennent des équations différentielles
ordinaires; leur solution donne une surface réglée dans I’espace local P,(uy, u,), et
qui forme le développement, dans ce P,(u,, v,), de la surface réglée de la congruence L
formée par les droites de cette congruence en les points de la courbe y. La connexion
est alors donnée par une homographie K (dépendente de y) entre les espaces locaux
P,(uy, vy) et Py(u,, v,): K Buy, v1) = Bi(u,, v,), B; étant la solution des équations
différentielles mentionnées, dans I’espace local P,(uy, vy).

Nous disons qu’une surface réglée est développable lorsqu’elle est développable
dans I’espace local. L’équation différentielle des surfaces développables dela congruen-
ce peut donc étre écrite comme

(1.11) wlwt — ot =0.

Si nous supposons que la congruence Lne soit pas une congruence parabolique, elle
sera décomposable en deux systémes de surfaces développables. Fixons maintenant
les points By, B, de telle fagon, que chacun d’eux se trouve sur I’arréte de rebrousse-
ment d’un tel systéme de surface développables, lorsqu’on les développe dans I’espace
local. 11 résulte des équations (1.10) que I’on doit avoir

(1.12) a3, =a3, =at,=a%, =0.

. .. . . . = = B _ 3
Si nous choisissons alors le repére de fagon a avoir By = By, B, = B,, B3 = ai;B; +
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+ at,B,, B, = a3,B; + a3,B,, nous pourrons écrire (en remplagant 4 nouveau B;
par B;)

(1.13)  dB, = w}B, + w?B, + du By, dB, = w)B, + w3B, + dvB,.

Dans I’espace local, nous avons donc les changements admissibles des paramétres et
de la base:
(1.14) B, = 9B,

B, = dB,,

By = a3B, + «3B, + a3B; + oiB,,

B, = oiB, + a2B, + a2B; + «iB,,

Bs = aiB, + a2B, + 03By + «iB, + olB;,

ooul(o30s — a303) =1, u=u(@), v=0v().

Ecrivons v’ = du/du, v' = dv/db.
Nous allons calculer maintenant, comment changent les expressions (1.13) si nous y
appliquons les transformations (1.14). Nous pouvons écrire

(1.15) 0dB, = owiB, + du(eiB, + «3B; + o«3B,) (mod B,),
6 dB, = ow;B; + dv(a;B, + «3B; + 0¢4B,) (mod B,),

il

tandis que

3

- — 4
e a3 du, @Y

o oz du,

I
1

(1.16) @2 =60 'w? + alo 'du, @

Il
Il

@y =00 o) + et do, @3 =0c"tajdo, @3 =0 lajdo.
A partir de ces équations nous obtenons immédiatement

(1.17) aiy = aio0” ' + ¢ laqu’, ai, = o 'ov'ai,,

a3y = a300~ "V + o7 e, a3 =g way, .

11 est évident qu’on peut poser

(1.18) afy = a3, =0, aj, =a3 =1.

Les changements admissibles de paramétres et de la base sont maintenant

(1.19) By = ¢B,,
B, = 0B,,
By = o3B; + ou'"'B,,
B, = aiB, + ov'"'B,,
Bs = aiB, + (B, + oiB; + 2B, + u'v'o” %67 %B;,

u=u(@), v=uv@®), o 'e =1, go7lu' =1.
Au lieu des équations (1.13) nous avons a présent

(120) dB; = wiB; + dvB, + du B;, dB, = du B; + w3B, + dv B,.
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En raison de (1.19) et (1.20) nous pouvons écrire

(1.21) aydB; + ou'"'dB; = wju'"'9"'672Bs; (mod B,B,B;B,),
a2dB, + ov'"'dB, = wiv"‘g"za'lﬁs (mod B, B,B;B,).

Nous avons donc les formules de transformation

5

(122) 6; = 9_20'_2603 R 64 = Q—Z

o %w; .

2. Sur la surface (4) donnée par les équations (1.4) considérons un réseau conjugué
ou semi-conjugué.') Dans ce but, ayons sur la surface deux couches de courbes:
m@' + myw? =0, nyo! + nyw? = 0. Nous demandons alors, quelles sont les
conditions pour que la premiere couche soit conjuguée aux courbes de la deuxiéme.
Les droites [ Ao, myA; — myA,] suivant une courbe de la deuxi¢me couche doivent
donc former une surface développable, d’est-a-dire il faut que ’on ait
(2.1) {myo} — Mo} gion .otz —m =0, {Mo} — Mm03}yioy p2e—y, = 0.

En effet, on a alors [d{A4y + myA4; — M A} 410, 0= —up» Aos 41, A, ] = 0. Ecri-

vons donc les équations (2.1) sous la forme

(2:2) mauya; — (ay + hy) myuy — (ay — hy) myuy + myugas =0,
mauzby — (by + hy) myuy — (b — hy) myuz + myu by = 0.

En vertu de (1.7), nous voyons qu’il est possible de poser

(2.3) a, =by;=0.

Au lieu de (1.6) nous pouvons donc écrire

(2.4) o} = (a, + hy) 0?, 03 = (a, — h) o' + a;0?,

o} = bjo' + (b, + hy) 0*, j = (b, — h,) 0*.
Les formes asymptotiques sont maintenant
(2.5) 01 = 20,0'0% + a3(0?)?, @, = by(0')? + 2b,0'w?,

ol
d’Ay = @143 + ¢4, (mod 4,4,4,).

Ensuite, nous essaierons de trouver les surfaces sur lesquelles il existe des asympto-
tiques. Supposons donc que nous ayons

(2.6) I. ab, 0.

1y Par ,,réseau semi-conjugué‘‘ nous entendrons un réseau de courbes tel que les tangentes
a une couche suivant une courbe de ’autre couche forment une surface développable; mais nous
n’obtenons pas de surfaces développables en échangeant les deux couches. Dans ce cas-1a, nous
dirons que les courbes de la premiére couche sont conjuguées aux courbes de la seconde couche,
mais non pas inversement. Tous les objets (surfaces réglées etc.) sont étudiés dans le développe-
ment dans I’espace local correspondant.
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Si nous désignons par § la différentielle selon les paramétres secondaires et que e*
soit la forme % ot les paramétres principaux sont fixés, nous obtenons les relations

day = az(2e; — e — e3 + (az/by) €3), Oby = bl(ze} —eg — e + (bylay) e3) .

Supposons maintenant que nous ayons

a) a; =0, by £0.

Alors la courbe @' = 0 est une asymptotique sur la surface (4). En vertu de (2.2) et
de nos suppositions nous trouvons qu’il existe sur la surface (4), & part de I’asympto-
tique, un et un seul réseau semi-conjugué. Cherchons a établir le degré de généralité de
telle surface. Cette derniére est donnée par le systéme d’équations (1.4), (1.6) avec les
conditions a; = a3 = by = 0. En différentiant extérieurement ces équations nous
obtenons avec (1.7, ,) les équations quadratiques

(2.7) [0'bijo) — 2a,07] + [w? da, + ay(0) — 0] — @3 + ©3) + bw]] +
+()=0,
[w! da, + ay(0) — 0] — @ + ©3) + bywi] — 2a,[0*w}] + (.) =0,
[w'db; + by(w) + 0f — 20]) = 2b,07] +
+ [w? dby + by(wg — ] — 03 + w]) — bjo; + a,03] +(.) =0,
[w! db, + by(w) — 0] — @} + ©}) — bjo; + a,03] — 2b[0?w}] + () =0.

Ici, (.) remplace les termes qu’il n’est pas nécessaire d’écrire explicitement. Nous
voyons immédiatement que le systéme donné est fermé et en involution. Sa solution
dépend d’une fonction de deux variables. Nous obtenons évidemment le méme résul-
tat si nous supposons a; * 0, b; = 0. Soit ensuite

b) a3 = b, = 0.
Les équations (2.2) pour les directions semi-conjuguées deviennent maintenant
(2.8) myuy(a, + hy) + myuy(a, — hy) =0, myuy(by + hy) + myuy(by, — hy) =0.

11 est facile de montrer que les équations données sont en général indépendentes. En
effet, on a

(2.9) 8(ay £ hy) = (az  hy) (ei + e —eg —e3) = (by + hy)ef,
8(by & hy) = (by £ hy)(e1 + €3 — eq — €5) — (az + hy)ej.

Les formes asymptotiques sont maintenant v

(2.10) 0 = 20,0'0*, ¢, = 2b0'w?.

Nous voyons donc que nous avons sur la surface deux couches de courbes asympto-
tiques, mais, bien entendu, la surface se trouve dans 1’espace P, a connexion projec-
tive & quatre dimensions et ne peut étre plongée dans un espace P, a connexion pro-
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jective a trois dimensions. L’espace osculateur de la surface est un espace a quatre
dimensions, comme cela découle des équations

(2.11) dAd; = {(a + hy) A3 + (by + hy) Ay} @ (mod AgAs4,),
dd, = {(az — hy) A5 + (by — hy) A4} 0™ (mod ApA4,4,).
Les points (a, + hy) A3 + (by + hy) Ay; (a, — hy) A3 + (b, — hy) A, sont en
général indépendents, car on a
8(ash, — byhy) = (ayh, — byhy) (2e] + 2€5 — 2e) — €3 — ef) .
Une surface a deux couches d’asymptotiques est donnée par le systeme d’équations
de Pfaff
(2.12) 0 =o0*=0,
o} = (ay + hy) 0?, o) = (a; — h) o', of = (b, + hy)0?,
w3 = (by — hy) o' .
Par différentiation extérieure nous en obtenons selon (1.7, ,)
(2.13) = 2a,[w'®?] + [w?da, + ay(0) — @] — ©3 + @3) + bwi] +(.) =0,
[0! da, + ay(wg — @7 — ©F + ©3) + bwi] — 2a,[w’w;] + (1) =0,
—2b[w'wl] + [w?db, + by(w) — 0 — 0} + ©f) + a,03] + () =0,
[w! db, + by(wg — ©F — @3 + wf) + a,05] = 2b,[0’w;] + () = 0.
11 est évident qu’il existe une solution et qu’elle depend de quatre fonctions d’une
variables. Nous avons donc le résultat suivant:

Dans Pespace a quatre dimensions muni d’une connexion projective il existe une
surface dépendant d’une fonction de deux variables et telle qu’il existe sur elle une
couche de courbes asymptotiques et un réseau semi-conjugué. Une surface @ deux
couches de courbes asymptotiques qu’il n’est pas possible de plonger dans un espace
a connexion projective a trois dimensions dépend de quatre fonctions d’une variable.

Si nous supposons seulement la spécialisation (2.3) du repere, nous pouvons poser
de plus

(2.14) II. a,=b,=0.
Nous avons alors
(2.15) o} = ho?, 0)=-ho'+ a0, of=bo + hao?,

ot = —ho'.
Dans la suite, nous écrivons tout simplement a = a3, b = b,. Les équations des di-
rections conjuguées prennent la forme ‘
(2.16) myuhy — myuhy — myuja =0,  — myuih, + myuyh, + myu,b = 0\

Soit maintenant
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a) abhh, + 0.
La résolution des équations (2.16) donne

2.17) (ﬂ) _ ab £ [ab(ab + 4h1h2)]’};

2ah,
11 existe donc deux réseaux semi-conjugués sur une surface dans I’espace a quatre
dimensions muni de connexion projective. Seulement si I’équation

(2.18) ab + 4hyhy =0

est vérifiée, nous n’avons qu’un réseau semi-conjugué. Nous savons 'que la dualisation
de la surface (4) conduit & une congruence dans I’espace dual, donnée par les équa-
tions (1.9). Les surfaces développables de cette congruence sont données par ’équation
wlwt — otw} = 0. Dans le cas général, cette congruence est non-parabolique. Mais
si (2.18) a lieu, nous obtenons une congruence parabolique dont le systéme de sur-

faces développables est donné par ’équation
(2.19) 0j03 — oiw) = —(a/d) hy(2h,0* + bo')? = 0.

Nous voyons que les surfaces développables de la congruence parabolique correspon-
dent, dans ce cas-la, a la deuxieme couche du réseau semi-conjugué sur la surface par
la correspondance naturelle qui existe entre la surface et la congruence réalisant sa
dualisation. Dans le cas d’une surface a un seul réseau semi-conjugué la transforma-
tion de Laplace est réalisable dans un sens seulement. La premiére transformée de
Laplace sera en général une surface a deux réseaux semi-conjugués; c’est ce que nous |
allons faire voir maintenant. Les droites joignant les paires de points correspondants
sur la surface (A4) et sur la premiere transformée de Laplace (B) forment une con-
gruence L; qui est manifestement non-parabolique;’espace a trois dimensions tangent
a cette congruence suivant une de ses droites est, comme. on le sait bien, formé par
I’enveloppe linéaire du plan tangent a la surface (4) en le point 4, et du plan oscula-
teur de la courbe, passant par A,, du premier systéme du réseau semi-conjugué. Cet
espace, tangent a la congruence, est sous-espace de ’espace local & quatre dimensions
appartenant au point 4,. Nous voila donc en présence d’une variété de Konig géné-
ralisée P%,, maisavec la propriété qu’une surface focale (nous entendons par cela une
variété Pg,) est spéciale.

La variété générale P71, peut étre donnéé par les équattions (1.10). Or, supposons que
nous avons déja chnagé la base de fagon & avoir (1.20). Pour que les courbes m, du +
+ m, dv = 0 soient conjuguées aux courbes n, du + n, dv = 0 sur la surface focale
(A,), il faut et il suffit que, en vertu de la relation

myu,bhy — myuah, = 0.
Uy

d{Ad; + myd; — myAs} = (mo; — myws) Ay + (M3 — myw3) As
(mod A,4,45)
les équations

4 4 5 5
(2.20) myuy + myuyaty — myugaz, =0, —my(uyaz, — uyaz,) =0

soient vérifiées.
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Nous obtenons des relations analogues pour les réseaux semi-conjugués sur la sur-
face focale (45)

3 3 _ 5 5y =
(2.21)  muu, — myuyaz; + myugaz, =0, —my(uya;, — ugaz;) = 0.

Mais si nous demandons qu’il existe sur la surface focale (4;) un et un seul réseau
semi-conjugué, il faudra que I’on ait

(2.22) a3; =0.
L’équation
(2.23) ) a3, =0

exprime la condition pour que les deux réseaux semi-conjugués sur (4,) coincident.
Or si nous tenons compte de (1.22), nous voyons que la transformée de Laplace d’une
surface 4 un seul réseau semi-conjugué ne jouit pas nécessairement de cette propriété.
Cette transformée de Laplace a en général deux réseaux semi-conjugués. En procédant
a la dualisation d’une surface a un seul réseau semi-conjugué et de sa transformée de
Laplace, nous obtenons donc en général une congruence parabolique et une con-
gruence non-parabolique qui ont une surface focale commune (dualisation de la
congruence L,). Cette surface a une couche d’asymptotiques et un réseau semci-
conjugué, elle existe et dépend d’une fonction de deux variables, comme nous le sa-
vons déja.

Il existe donc une surface a un réseau semi-conjugué et elle dépend également
d’une fonction de deux variables, a condition que sa premiére transformée de La-
place a deux réseaux semi-conjugués. Mais si la transformée de Laplace d’une
surface a un seul réseau semi-conjugué a elle-aussi un seul réseau semi-conjugué, la
surface initiale dépend de quatre fonctions d’une variable. La congruence qui a ces
deux surfaces pour ses surfaces focales est donnée par les équations (2.22), (2.23), les
équations du mouvement du repére étant (1.10), (1.20).

Ayons maintenant une surface générale a deux réseaux semi-conjugués distincts, et
supposons 1 + 4h.h, + 0. Vu nos hypothéses et les équations (1.7) nous pouvons
poser

(2.24) b1=a3=a2+h1=b2—h2=0, a1=b3=1.
Nous pouvons donc écrire les équations (1.16) sous la forme
(2.25) 0! =o', o= -2ho', of=2h0", oi=o

Avec cette spécialisation du repére, les surfaces développables de la congruence L,
duale 2 la surface (4), sont données par ’équation w'w?(1 + 4k h,) = 0. A présent,
nous supposons, bien entendu, 1 + 4h h, 3 0. Dans le cas contraire, il ne serait pas
possible de spécialiser le repére de fagon a avoir (2.24). Par application du lemmepci
Cartan nous obtenons des équations (1.7)
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(2.26) 2h,03 — o) = Lo + Le?,
% + 03 — 20! 4 2h0? = 20" + (A; + R}, — Réy,) @7,
2h,05 + 0} = (4, — 2ry — R31, — 214 R§y,) o' + 2,07,
- 2h0f — 0} = o' + po?,
0o + o — 203 — 2,05 = (u; — R31, + R31p) 0 + pz0?,
— 2h,0} + 0} = a0’ + (Riy, — 2haR3y, + 251 + 1) 0%,
dhy + hl(wg — 0! — 0} + 03) + ho) = ro' + e,
dhy + hy(w) — 0} — 0} + 0f) + hot = s,0' + s,0%.
Nous pouvons donc écrire
(2.27) (1 + 4h;hy) ©F = (A, — 2r, — R3;, — 2hRYy, + 2hydy) 0 +
+ (Ag + 22,0 @,
(1 + 4hhy) 0 = {(Ay — 2r, — R3y5 — 2hRgy3) 2k, — A4} o' +
+ (2hy0 — Ay) 07,
(3 = 2hypy) ©' + (RYy, — 2h,R515 + 251 + py —
— 2hyp,) 0,
— (11 + 2hypz) ©' — {py + 2hy(RTy; — 2h,RGy, +
+ 251 + py)} 0

(1 + 4h.h,) 0

Il

(1 + 4hh,) 0}

et pour simplifier
(2.28) 0} = K,0' + K,0*, o) =Koo' + K,0?, 0= Lo'+ L,o*,
0} = Lyo! + L,o?.
Par différentiation extérieure, nous obtenons des équations quadratiques d’ou il
résulte:
(2.29) SK, = Ky(e} + ef — e} — €3) + ej — 2h,el,

0K, = Ky(e3 + e — eg — €3),

OK3 = Kj(e3 — ) + €3 + 2hye},

0K, = K5(2e3 — e — e1) — ey,

oLy = Ly(e; + €3 — eg — e3),

0Ly = Ly(e3 + e3 — g — €f) + 2hye; + €3,
Ly = Li(2e; — ¢g — €3) — €3,

0L, = Ly(e} — €f) + €I — 2hye} .

Nous voyons qu’il est possible de poser

(2.30) K=Ky —Ly,=L,=0.
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Nous avons évidemment aussi
(2.31) Sw' = (e§.— e}) o', dw* = (e — €3) w*.

Nous voyons donc que les formes suivantes sont invariantes:

»?)? o!)?
(2.32) ¢ = K, Ewliz s 0y =1L sziz >
— 0 4+ 0, = Li(0')’ + Ky(@?)® v = hi(0')? + hy(0?)?
@ ?y ¢y = (w1w2)3 > - a)lwz s

L= H3 — 2hypy K, = Ay + 22,hy
1 + 4h.h,’ 1 + 4hyh,

La forme invariante ¢ sera appelée élément linéaire projectif de la congruence a
connexion projective dans I’espace a connexion projective a quatre dimensions.

Cherchons maintenant la signification géométrique des formes invariantes (2.32).
Soient données deux surfaces, (4) et (A), dans ’espace & connexion projective a
quatre dimensions. Sur la surface (A4) spécialisons le repére de fagon a avoir (2.24),
(2.30), (1.4); le repére sur la surface (A4) soit spécialisé d’un maniére analogue. Les sur-
faces (A), (A) soient en correspondance

(2.33) o'=a", o=a%.
‘Dans cette correspondance, les deuxiémes couches des réseaux semi-conjugués des
deux surfaces, et donc aussi les surfaces développables des congruences Let L, duales

aux surfaces (A) et (4), se correspondent. Soit donnée une homographie H entre les
espaces locaux en des points correspondants:

(2.34) HA, = o4y (2, =0,1,2,3,4).
En passant aux repéres duals nous obtenons de (2.34) ’homographie
(2.35) HE* = B3E?,

ou a, f sont liés par les relations correspondantes. Si nous demandons que les foyers
des congruences L, L se correspondent par ’homographie H, nous aurons

(2.36) HE* = BiE*, HE® = B3E,.

Nous appellerons homographie fondamentale de la premiére, ou de la deuxiéme
espéce respectivement, une homographie (2.35) qui réalise un contact du premier
ordre des courbes k, : @' = 0 sur (E*) et k, : ®' = 0 sur (E*), ou respectivement,
des courbes K, : w* = 0 sur (E®) et x, : @* = 0 sur (E®). Nous appellerons homo-
graphie fondamentale tout court une homographie fondamentale de la premiére
espéce qui est en méme temps une homographie fondamentale de la deuxiéme
espéce. )

Les courbes k4, k4, k,, k, sont précisément les courbes sur les surfaces focales dont
les tangentes n’appartiennent pas aux congruences Lou Lresp. Cherchons maintenant
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les conditions pour que H soit une homographie fondamentale de la premiere espéce.
1l est évident que I’équation suivante doit &tre vérifiée (nous supposons w' = 0)
(2.37) HdJE* = odE* + () E*, o= B:.
Nous obtenons donc les conditions sous la forme
(2.38) B3 + 2h,B5 =0, B3+ 2h,8;, =¢, Bi+ 2h,B; = 2hs,
B2 + 21,5 = 0.
D’une maniére analogue, en tenant compte de I’équation H dE3 = ¢ dE> + (.) E®,
o = B3, nous avons
(239) By —2mPi=0, —2mp5+ By =—2ho, —2mp} + =0,
B(l) - 2hlﬂg =0 >
ce qui sont les conditions pour que H soit une homographie fondamentale de la
deuxiéme espece.
Si nous demandons de plus que H soit non seulement une homographie fonda-

mentale, mais qu’elle réalise aussi un contact du premier ordre des surfaces focales
(E,), (E,) et (E3), (E3) des congruences Let L, nous obtenons les conditions

(2.40) K, =Ky ', L, = Lo '.
Au lieu de (2.34 , 3 ) nous pouvons écrire & présent
(2.41) HA, = (Bip3 — B2B1) 004, ,
HA, = (P37 — B3B2) eodo + BoPrecd, — BoPiesd,,
HA, = (ﬁ?ﬂ; - ﬁgﬁ}) 00 A, — BoPrecA; + BoBiecA, .
Nous allons demander maintenant que ’homographie H réalise un contact du
premier ordre des surfaces (A4) et (4). Pour cela, il faut et il suffit, que les conditions

(2.42) W=al=al=1, Z=0a=0,
pouvons écrire, au lieu des équations (2.31), (2.39) et (2.42),
(2.43) Bo=Bi=p=p=p=1, Bo=PBr=p3=h1=0,
ﬁ}t— 2hlﬂi'_=05 ﬁ§ +2h2ﬁ; =0, hy=hy, h =h.

Les conditions (2.40) deviennent alors
(2.44) K,=K,, L =1L,
et nous pouvons énoncer le théoréme suivant:

Soit donnée une paire de surfaces (A), (A), a deux réseaux semi-conjugués chac-
une, dans I'espace a quatre dimensions muni d’une connexion projective. Soient
L, L les congruences duales aux surfaces (A), (4). Supposons que les congruences

L, Lsoient en correspondance développable C; cela détermine une correspondance C
entre les surfaces (A), (A) qui fait correspondre les deuxiémes couches de courbes des
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réseaux semi-conjugués sur les surfaces. Supposons qu’il existe une homographie
fondamentale H entre les espaces locaux en les points correspondants telle que sa
dualisation réalise un contact du premier ordre des surfaces (A) et (A). Alors sur les
deux surfaces, les formes invariantes \ se correspondent. Par contre, I’égalité des
formes  sur les surfaces (A), (A) garantit existence d’une correspondance du type
donné. On voit que c’est une correspondance semi-conjuguée (qui fait correspondre
I’un a l'autre les deux réseaux semi-conjugués).

On peut voir que la condition nécessaire et suffisante pour I'égalité des formes s et
@1, ou ¢, respectivement, sur les surfaces (A), (A) est lexistence d’une homo-
graphie fondamentale qui réalise un contact du premier ordre des surfaces (A) et
(A) et en méme temps des surfaces (E®) et (E*), ou resp. (E*) et (E*). Donc:

Pour que les formes Y, ¢ sur les surfaces (A), (A) soient égales, ’homographie
fondamentale doit réaliser en méme temps un contact du premier ordre et des sur-
faces (A), (2) et des surfaces focales des congruences L, L, et réciproquement.La
condition d’égalité de ¥ sur les surfaces (4) et (A) est équivalente & ’exsitence d’une
correspondance semi-conjuguée; cela découle de considérations analogues a celles
que nous avons faites ci-dessus.

Revenons maintenant a une telle spécialisation du repére, que les équations (2.3),
(2.14) soient vérifiées de nouveau. Soit de plus

b) a = 0, bhih, + Ooubien b = 0, ah h, + 0. Dans ce cas-1a, nous obtenons une
surface sur laquelle il y a une seule couche de courbes asymptotiques. Les cas de a =
=h, =0,bhy £ 00oub = h; =0, ah, + 0 sont analogues.

Si nous supposons que nous ayons

c) hy = 0, abh, * 0, les équations des directions conjuguées seront

(2.45) myuyaz =0, myu,by — hymou, — myu,h, =0.

Dans ce cas-la, la premiére couche de courbes d’un réseau semi-conjugué est en méme
temps la deuxiéme couche de I’autre réseau semi-conjugué. Il en est de méme dans le
cas ou 'on a h, = 0, abh; + 0.

d) hy = h, = 0, ab + 0 est la condition nécessaire et suffisante pour I'existence
d’un seul réseau semi-conjugué. Dans ce cas-1a, nous parlerons d’une surface sans
torsion. Si ’on a ensuite

€) hy = a =0, bh, + 0,oubien h, = b = 0, ah; * 0, il existe sur la surface une
seule couche d’asymptotiques, mais oo! de réseaux semi-conjugués. Toute tangente
3 la surface en un point considéré peut étre considéré comme tangente a la premiére
couche de courbes du réseau semi-conjugué (la deuxiéme couche existe toujours).

f) hy =h, =a =0,b # 0,oubien hy = h, = b =0, a * 0, sont les conditions
nécessaires et suffisantes pour que la couche de courbes asymptotiques sur la surface
soit également la premiére (deuxiéme) couche du réseau semi-conjugué dont la deuxi-
éme (premiére) couche est tout a fait arbitraire. Si @ = b = 0, la surface peut étre
plongée dans un espace & connexion projective a trois dimensions.
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Pe3ome

TMOJIYCOIIPAXEHHBIE CETU HA ITOBEPXHOCTU
B YETBIPEXMEPHOM IIPOCTPAHCTBE C ITPOEKTUBHOI
CBA3HOCTBIO

BOI'YMWUJI HEHKIJIb (Bohumil Cenkl), ITpara

W3yyeHue NOBEPXHOCTEH C IMOJYCONPSDKEHHOW CETHIO B YETBIPEXMEPHOM IIpO-
CTPAHCTBE C IPOCKTHBHON CBSI3HOCTBIO P, (T. €. ¢ TaKoll CeThIO KPHBBIX HA IOBEPX-
HOCTH, YTO KacaTeJIbHbie K KPUBBIM OJHOTO, T. Ha3. NMEPBOTO CJIOS KPHUBBIX, BJIOJIb
KPHBOI{ BTOPOTO CJIOSL 00pasyroT pa3sBepThIBAIOUIYIOCS NMOBEPXHOCT) B CYILHOCTH
PaBHOCHJIBHO M3YYCHHIO MPSMOJIMHEMHBIX KOHIPY3HIMIA B 3TOM NPOCTPAHCTBE, TO-
IOOHO TOMY, KaK B IPOSKTMBHOM IPOCTPAaHCTBE P, CONMpsDKEHHBIE CETH M MPSMO-
JIMHeHHBIE KOHTPYIHIMHA [4]. Oka3bIBaeTCsl, YTO MOXKHO HAWTH HECKOJIBKO THIIOB IO~
BEPXHOCTEH C IOJIyCONMPSDKEHHON CEThIO MJIM C aCUMNTOTHYECKUMU JIMHUSIMH B P,:

1. TIOBEPXHOCTH C ABYMs Da3jMYHBIMHM IOJYCONPSDKEHHBIMU ceTsmu  (0GLmit
ciydaif).

2. TIoBEepXHOCTH C OJHOW TMOJIYCONPSDKEHHON CEThIO — OHM 3aBUCAT OT OJHOM
(GyHKIMHU IBYX IEPEMEHHBIX.

3. IToBEepXHOCTH C OOHUM CJIOEM ACUMITOTMYECKUX JIMHUW U OOHOM MOJIycOmpsi-
JKEHHOMW CEThIO — OHM 3aBUCSAT OT OJHOM (YHKIMHU JBYX MEPEMEHHBIX.

4. TIoBepXHOCTH C OBYMS CJIOSIMH aCUMIITOTHYECKMX JIMHUH — OHHU 3aBHCAT OT
YyeTbipeX (QYHKIMH OJHOTO NEPEMEHHOTO.

5. HapaGonw{eCKne TIOBEPXHOCTH C OAHUM CJIOEM aCUMIITOTHYECKHUX.

6. IToBepXHOCTH, Ha KOTOPBIX NEPBBIN CJIOH KPUBBIX OJHOM IOJIyCONMPSDKEHHOM
CETH SIBJISIETCS. OHOBPEMEHHO BTOPBIM CJIOEM BTOPOH MOJIyCONMPSIKEHHON CETH.

7. TIOBEPXHOCTH C OJHMM CJIOEM ACHMITOTHYECKHX U C 00’ MOJIyCOMPSIKEHHBIX
ceteii, B mpeamnonoxennu k2 + k3 & 0. k; = k, = 0 sBIAETCA HEOOGXOMMMBIM U JI0-
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CTaTOYHBIM YCJIOBUEM IJIsI TOIO, YTOOBI HA TMOBEPXHOCTH MMEJIACh JIMIIb OJHA ITOJY-
CONIPSIXKCHHAS CETh.

8. AcuMITOTHYECKHIE CII0H KPUBBIX HA OBEPXHOCTH SBJISCTCS MEPBBIM (BTOPHIM)

CJIOEM TIOJTYCONpPSDKEHHOM CETH, B TO BPeMsI Kak BTOPOii (TepBblii) cloif coBepIIeHHO
MPOU3BOJICH. ,

Ha nosepxHOCTSX 1-ro TUna HaiifileHbl MHBAPMAHTHBIE (OPMBI (2.32), U TOJIKYETCSI
MX T€OMETPUYECKHH CMBICI IIPK NIOMOLIM JlyaM3alui TOBEPXHOCTEN (IpsAMOUHeEii-
HBIX KOHTpysHIMi). IToKa3aHa CBA3b yKa3aHHBIX TOBEPXHOCTEH ¢ (HOKAILHBIMHU TO-

BEPXHOCTAMM UX NyaJiM3alluu.
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