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THEORIE DE LA CORRESPONDANCE ENTRE DEUX VARIETES
NON-HOLONOMES LINEAIRES DE L’ESPACE PROJECTIF ORDINAIRE

TIBERIU MIHAILESCU, Bucarest (Roumanie)

(Regu le 2 février 1962)

On étudie les correspondances entre les variétés nonholonomes V2, V32’dans
les espaces projectifs S5, S3 et I’'on définit leurs déformations projectives;
ensuite, on envisage le cas de S3 = S3.

I. INTRODUCTION

Les fondements de I’étude des propriétés différentielles projectives de la corres-
pondance entre deux surfaces de I’espace ordinaire se trouvent exposés dans deux
mémoires de E. CecH et E. Bompiani ([1] et [2]).

Malgré de nombreuses analogies, nous sommes d’avis qu’il est nécessaire d’appli-
quer les idées de ces auteurs au cas plus général de la correspondance entre deux
variétés non-holonomes linéaires V2 de I’espace ordinaire. Les résultats que nous
avons obtenus paraissent justifier I'opportunité de cette étude.

Nous employons la méthode du repére mobile de E. CARTAN de la maniére que
nous avons exposée dans un traité paru en roumain [3] et auquel nous renvoyons
constamment pour ce qui regarde les principes et la théorie différentielle des variétés
non-holonomes linéaires V2.

Rappellons d’abord quelques résultats concernant ces variétés.

1. La figure (M, =) formée par un point M de S; et un plan = incident avec le point
M s’appelle plan centré.

Une variété dont les éléments sont des plans centrés est une variété non- holonome
linéaire que I’on désigne par V3.

On dit qu’une courbe (C) de S; appartient & une V3 donnée si la tangente en chaque

point M de (C) est contenue dans le plan 7 centré sur ce point. Le plan = s’appelle plan
tangent en M 4 la V% considérée.

Une courbe (C) de V3 est une ligne asymptotique de la variété si en chaque point M
de (C) son plan osculateur coincide avec le plan tangent 7.
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En général, par un point de V3 il passe deux lignes asymptotiques distinctes dont les
tangentes s’appellent tangentes asymptotiques en M a la V3. L’ensemble des lignes
asymptotiques se partage en deux congruences de courbes de S qui sont les congruen-
ces asymptotiques de la V3 donnée.

Ces V2 générales dépendent de deux fonctions arbitraires de trois arguments.

Si en chaque point M d’une V3 les tangentes asymptotiques sont confondues, alors
la variété admet une seule congruence asymptotique. Ces variétés non-holonomes
s’appellent variétés non holonomes paraboliques, existent, et nous avons démontré
ailleurs ([4] et [5]) qu’elles dépendent d’une fonction arbitraire de trois arguments.

Etant donnée une V'3 arbitraire, on considére une droite (4) contenant un point M
de la variété et sur cette droite un point M’ situé dans un voisinage de M. La droite
(n, n’), commune aux plans tangents & V% aux points M, M’ tend vers une position
limite (4") contenue dans le plan 7 lorsque M’ tend a se confondre avec M. 1l résulte de
cette construction une correspondance projective entre les droites (4) de la gerbe
ayant pour centre un point M de V3 et les droites (4’) du plan tangent 4 la V2 au
point M, correspondance que nous nommerons polarité de Pantazi. Cette correspon-
dance induit, dans le faisceau de droites du plan tangent ayant pour centre le point
correspondant M, une homographie admettant pour droites doubles les tangentes
asymptotiques.

Si la variété n’est pas parabolique, 'invariant absolu de cette homographie s’appelle
invariant fondamental de la V3. Si cet invariant est égal 2 — 1, donc si ’homographie
est une involution, la V'3 est une variété holonome c’est-a-dire qu’elle est formée par les
plans tangents des surfaces d’une famille 2 un paramétre centrés sur les points de
contact respectifs.

Les variétés non-holonomes particuliéres pour lesquelles la polarité de Pantazi est
singuliere sont appelées variétés polaires.

Les variétés V3 holonomes, paraboliques et polaires seront exclues des considéra-
tions qui vont suivre.

2. A un point M d’une V2 générale on peut associer deux cones quadratiques.

Les tangentes aux courbes de 'une des congruences asymptotiques, considérées aux
points d’une courbe (C) contenant le point M, forment une surface réglée. Cette sur-
face est développable seulement si la courbe (C) est une courbe intégrale d’une certaine
équation du type Monge [ 3, p. 445]. Par le point M, il passe un ensemble infini de ces
courbes appelées courbes focales de 1a congruence de droites considérée, et les tangen-
tes en M & ces courbes sont situées sur un cone quadratique appelé cone de Malus [6].

Les congruences asymptotiques étant distinctes, on a deux cones de Malus associés
aun point M de V2. Les plans polaires des points de I’une des tangentes asymptotiques
par rapport au cone de Malus relatif a ’autre tangente asymptotique ont en commun
une droite appelée normale projective de Bortolotti.

En utilisant ces éléments géométriques, on peut associer  un point M d’une V2
générale donnée un repére mobile projectif de la maniére suivante.
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Un des sommets du tétraédre (4,, A1, A,, A;) durepére, par ex. Ao, coincide avec le
point M de la V2, un autre sommet, par ex. 45, est choisi dans une position arbitraire
extérieure au plan tangent et les deux autres sommets 4, 4, sont choisis aux deux
points d’intersection des tangentes asymptotiques avec la droite qui correspond a
[Ao, A5] dans la polarité de Pantazi.

Le point unité I restant complétement arbitraire, ’ensemble des repéres ainsi définis
est une famille dépendant de six parametres, 4 savoir les trois paramétres de position
du point A, et les trois paramétres de position du point unité I.

Tous les repeéres de cette famille, appelée famille de classe six et désignée par la
notation (Rg), sont projectivement équivalents a I’un d’eux par rapport aux transfor-
mations d’un sous-groupe projectif a six parametres appelé groupe de stabilité associé
a la famille (R).

Les formes de Pfaff wy, qui interviennent dans les formules du déplacement pro-
jectif infinitésimal d’un repére de cette famile

d4; = Youd, (i, k=0,1,2,3)
k

sont liées par des relations linéaires de la forme:
6] W13 = 109y, Wy3 = by,
Aal + (‘11 + bl) C’éa)(” + CaWoo + C,ZCDO3 = 0,
” 4
Wy = AWz + €200z + A3W03,
’
a103; + w10 = (a; + by) aywoy + hwgy + eyw03,
" .
Aby + fr00, + (ay + by) f3002 + f3003 =0,
4
@y = f3001 + bywo, + bywos,
biwsy + Wy = frwo; + (ar + by) bywos + ehwps
qui sont les relations caractéristiques de la famille (R,) et ou
@ Aa, = da; + a;(woo — w1y — Wy + w33),
Aby = dby + by(woo — w1y — Wy + @33) .

Les coefficients des formes principales wg;, @q,, @o3, dans les relations (1) sont des
invariants projectifs mais, en général, ne sont pas des invariants intrinséques de la
variété, c’est-a-dire qu’ils ne conservent pas une méme valeur pour tous les reperes de
la famille (R,), associés & un point M de V3.

Mais certaines fonctions de ces coefficients jouissent de la propriété d’invariance
par rapport aux repéres de la famille (Rg).

Cette famille posséde 9 invariants finis et 12 invariants infinitésimaux indépendants,
tout autre invariant de la famille (R,) étant une fonction de ceux ci.

Un invariant fini de cette famille est 'invariant fondamental de la ¥'3:
b,

ay

) k =
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Les invariants
2 2
a1Wo1 byw5,
4) Qr=——"", @p=—"2
o2 @o1
sont des invariants infinitésimaux valables pour les figures formées avec le point M et
un point M’ du plan tangent situé dans un voisinage de M. A cause de leur structure
analytique, les invariants (4) — qui vont jouer un rdle remarquable dans la théorie de
la correspondance de deux V2 — s’appellent les invariants du type Bompiani.

En choisissant dans la famille (R¢) ceux des repéres pour lesquels A5 est situé sur la
normale projective en A, dans une position qui reste indéterminée, on extrait une
famille (R,) pour laquelle les relations caractéristiques se déduisent des relations (1) en
y faisant

(%) & =f=0.

Pour cette famille (R,), les invariants (4) deviennent valables pour toute position
du point M’ du voisinage de M sans aucune restriction.

3. Au point de vue corrélatif on peut obtenir des variétés non-holonomes en pre-
nant pour élément fondamental la figure formée par un plan = et un point M de ce
plan déterminé suivant une loi quelconque ayant un caractére projectivement inva-
riant. C’est une figure qui coincide avec la figure ponctuelle qui est I’élément fonda-
mental des V3.

On désigne par la notation V2 les variétés construites avec ces nouvelles figures.
Elles ne différent donc pas d’une maniére essentielle des V2, mais il est parfois utile de
considérer ces variétés sous leur aspect corrélatif.

Soit 72 une variété non-holonome duale. Si le plan = de la figure fondamentale
varie en fonction d’un parameétre, il en résulte une surface développable. Pour une
position initiale 7y, le plan 7 admet une droite caractéristique (d,). Si cette droite est
incidente avec le point M, qui est associé au plan 7, et qui s’appelle point de contact
de ce plan, on dit que la surface développable appartient a la 2 donnée.

Nous allons indiquer d’'une maniére bréve comment on peut associer & un plan
donné © d’une variété V3 un repére tangentiel mobile formé par quatre plans indé-
pendants o; (i = 0, 1, 2, 3) et un plan unité n qui ne contient aucun des quatre som-
mets A; du tétraedre («y, oy, 5, o3). Pour cela nous nous tiendrons aux étapes et aux
calculs indiqués dans notre ouvrage [3, Chap. VII] dans le cas du repére ponctuel
associé a une V32,

En choisissant le plan n pour plan a3 du repére tangentiel et en laissant les autres
éléments arbitraires, on obtient un ensemble de repéres qui est une famille (R,,)
dépendant de 12 parameétres. Les formes

W30, W31, W32
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qui figurent dans les formules du déplacement infinitésimal projectif du repére
do; = Z@ikak
k
dépendent seulement des différentielles des paramétres de position t; (i = 1, 2, 3) du
plan =, et s’appellent formes principales.

On extrait de (R;,) une famille (R, ) en choisissant les plans a,, a, du repére de ma-
niére qu’ils contiennent le point de contact 4, de «5. Pour tout déplacement du plan
o sur la variété V% on a alors

(6) @30 =0
et les formes @, @,o dépendent linéairement des formes principales:
(7 1o = @103y + 8,03, + bi@50,

@0 = b3y + € @3, + C1B30
la condition d’holonomie étant
®) i —b, =0.

Si le plan («;) varie en passant par la droite
(D) [“3, Ugtg + g0y + 172“2] >
la droite des points de contact des plans
o3, a3 = o3 + dog

admet une position limite

(D) [Ao, X A, + X,4, + %345]

ou

) X, = @yiiy + ajii, + by, ,
0%, = bii, + ¢,ii, + ¢y, ,

It
=
(=]

9X3
La correspondance existant entre les droites (D), (D’) n’est autre chose que la
polarité de Pantazi.
Si le point de contact de a5 avec ’aréte de rebroussement d’une surface développable
(4) de la variété V3 coincide avec le point 4,, la développable (4) est une développable
asymptotique de V2 dont I’aréte de rebroussement est une ligne asymptotique.

Les développables asymptotiques sont les surfaces intégrales du systéme
(10) @30 =0, @ 1@3, + (@, + by) @3,@s, + €03, = 0.

En prenant pour arétes [as, oy |, [o3, o, | du repére les tangentes asymptotiques et
pour droites [ay, a,], [%,a3] deux droites correspondantes dans la polarité de
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Pantazi, on extrait de (R,,) une famille de repéres (Rg) pour laquelle les relations
caractéristiques sont de la forme:
(11) Dy9 = 4133, {9 = 51531 s
Aa; + (@, + by) &@5y + E,@;, + C4®d30
By = A,031 + 03, + d3D3 ,
a1@; + @13 = (ay + by) @y@3; + E,@5, + 6,30
Aby + f,@5y + (@y + by) f@3, + f3@30 = 0,
@1 = f3031 + b3, + by,
bi@oy + @3 = f3@31 + (@, + by) b33, + @30
ou
(12) Aa, = da, + a,(@33 — @1y — @z + Boo) s
Ab, = db; + by(@33 — @1y — @y; + Boo) -

Un invariant fini de cette famille est I'invariant fondamental
(13) k= — =

et parmi les invariants infinitésimaux on a les invariants du type Bompiani
= =2 —2
— aw3;  — b,@3,
(14) Pr="—_——> Q2= —_—-
W32 W3y
Pour trouver la signification géométrique de ces invariants on considére les surfaces
développables asymptotiques représentées par rapport a un repére de la famille (Ry)
par les développements

(15) (4,): v=§21u2+(3), w=56‘7—2u3+(4),

b a,b
(dy): u="202+(3), w=32234 (),
2 6
u, v, w étant les coordonnées tangentielles non-homogeénes.

Les cones ayant pour sommet le point 4, et pour courbes directrices les courbes
d’intersection de ces deux développables avec un plan arbitraire que I’on peut prendre
pour plan a, du repére sont représentés respectivement par les équations:

(16) v=%u2+(3), u, =0,

u=%v2+(3), U, =0.
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En considérant les plans tangents & ces deux cones

Ty

o + uoy + (%u2 + (3)) o,

Il

U3

oy + <§23 v + (3)) ay + voy,

situés dans un voisinage de a3, les valeurs des birapports

a,u?

(17) 2“1(“3’ O, Ty, 7!2) = » + (2) ’
b,v?

2&2(113, Oy Ta, 7!1) = _Z_ + (2) ]

donnent les significations géométriques des invariants du type Bompiani qui sont
valables pour les figures formées par les plans tangents de V7 situés dans un voisinage
de a5 et qui contiennent le point de contact 4.

Considérons un plann = tas + o, passant par la tangente asymptotique [as, @, ] =
= [0, 4,].

Pour qu’il détermine une surface développable dont I’aréte de rebroussement soit
tangente a [o, o, |, on doit avois les relations

(18) 103, + 0y, =0, (@30 + @0 =0

des quelles, en éliminant le paramétre ¢, on déduit ’équation différentielle
= = =2 - = = =M= — =7 =2

(19) ;= a;03; — d,@31D30 — C,W3,P30 — AD30 = 0.

Si le plan a5 enveloppe une surface développable intégrale de cette équation, qui
s’appelle surface développable focale, la tangente asymptotique reste tangente a une
courbe, donc elle détermine une surface développable.

La figuré formée par les droites caractéristiques du plan «; relativement aux déve-
loppables focales est la conique du plan tangent

(20) aul — ayuqug — Gyuyuy — ayuid =0

qui s’appelle conique de Malus.
Pour la tangeute [o3, a,] = [ 4y, 4;] on trouve la conique de Malus

(21) byu? — fyuqug — byuyuy — byud = 0.

Ces deux coniques contiennent le point 4, ou elles sont tangentes aux tangentes
asymptotiques.

Le pdle commun des plans qui passent par la tangente [o, o; | par rapport a la
conique (21) est le point

(22) 2b,uy — foug =0
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et, de méme, le point
(23) 2a,u, — Cytg = 0
est le pdle, par rapport a (20), des plans qui contiennent la tangente [a3, o, ]
Si ’on choisit ces points pour sommets A4, et 4, du repére tangentiel on trouve une

famille (R,). Ce choix revient & prendre pour droite [ A, A;] la normale projective de
Bortolotti.

Les repéres (A4,) ainsi déterminés sont définis par les relations
e &=f3=0
et le tétraédre du repére tangential (R,) coincide dans ses éléments qui sont déter-
minés jusqu’a présent avec le tétraédre du repére ponctuel (R,) et les relations qui
existent entre les éléments analytiques relatifs & ces deux familles de repéres (R,) et
(R,) sont:
(25) D30 =— Wo3, AWy =— @31, bywo; =— @33,

4,03, =— Wy, by@3 =— wy, d1by =1, bja; =1,
ayd, = by, bb,=a,, ay=>b,, by=a,.

Les relations entre les invariants du type Bompiani (4) et (14) ne possédent pas la

simplicité de celles qui existent dans le cas des surfaces ([3], p. 263).

En effet on a

_ a _ b
(26) (P1=“*£(P2, 902=“—1‘P1
b, ag

d’ou il resulte

(27 @192 = 010, ,
donc c’est seulement la forme quadratique

(28) ¢ = ab,00,00,

qui se conserve par dualité.

II. CORRESPONDANCE ENTRE DEUX V3
ELEMENTS FONDAMENTAUX. CORRESPONDANCES LOCALES INDUITES

4, Considérons, dans un S; ou est définie une variété non-holonome linéaire V3
déterminée, une correspondance ponctuelle biunivoque

(29) X,i = Qi(Xl’ X, X3) (i =12, 3)

qui transforme entre eux deux domaines (2), (2") de S, et soient M, M’ deux points
correspondants et 7 le plan tangent et M 4 la V2 donnée.
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Les courbes (C’), qui correspondent dans la correspondance (29) aux courbes (C) de
la variété V2 qui passent par le point M, sont incidentes avec le point transformé M’
ou elles sont toutes tangentes & un plan déterminé n'.

En effet, si ’on considére I’équation du plan n de ¥'2 qui est centré sur un point Mg:

3
Zui(xi - X(iO)) =0,

i=1
pour une courbe (C) de V3
X = Xi(t)

on a la relation

3
(30) Yu,dX;=0.

Les paramétres directeurs de la tangente a la courbe correspondante sont
_0X;

3
31 dX; = 3 FudX,, fr=ot
( 1) kglﬁk k ﬁk an

d’ou I’on déduit

3
(312) dX; = Zﬁik dXx;
k=1
les nouveaux coefficients étant définis par les relations
3 .
, _ _ /0, i%h,
b= 0u=4 Ty
De (30), il résulte que les courbes (C”) vérifient la relation

3
Y u}dX; =0
i=1

ou

3
uy, ‘_“Zluiﬂik (k =1,273)

par conséquent, les tangentes en My, le point correspondant de M, aux courbes (C’),
qui correspondent aux courbes (C) de la variété V2, appartiennent au plan

() YuiX; — X{®) =0.

Ainsi, une correspondance ponctuelle biunivoque de S; fait correspondre & une V3
donnée une autre V2’ déterminée.

Si I’on associe a chacune de ces deux variétés correspondantes, la variété donnée V3
n’étant pas une variété parabolique ou polaire, les plus générales familles de reperes
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(Ry,), il est évident, d’aprés les relations (31), qu’une correspondance (29) induit

L ;= une substitution linéai

entre les formes principales woi» @oi (i=12 3) stitution linéaire
3

3

3
(32) o4 =iglliw0i , @o2 =i§1,uiw0i , o3 = i§1Vini >

H‘i’ lu'i’ vil :*: 0 (l = 1’2’ 3)‘

Si I’'on emploie les repéres asymptotiques (R,) (p = 8) ([3], p. 444) ces formules
deviennent

(33) oy = Z}viwon Woy = Zﬂiwoia Wo3 = V3Wo3 ,
7 i

V3T £ 0, T = Ay — Aol (i=1213).
Etant donnée une courbe (C) de V3
(34) Wy, = 6oy, Wo3 =0

tangente en A4, a la droite
[4o, 4, + 04,],

il lui correspond une courbe (C’) de V3’
(35) woy = 6'wyy , Wo3 =

tangente a la droite
[Ao, A7 + 0'4}]
ou
(36) o = fﬁ_tﬂﬁ .
Ay + 04,

La correspondance induit entre les faisceaux de droites des plans tangents une
projectivité qui est I’homographie fondamentale associée a la correspondance.

Les fonctions o, ¢’ s’appellent coefficients directeurs des tangentes respectives.

Dans le cas des variétés non-holonomes linéaires V3 on doit tenir compte de la
nature méme de la variété pour définir la figure formée par deux tangentes conjuguées.

En effet, ’homographie induite dans le faisceau des droites tangentes aux courbes
(C) d’une V3, qui n’est pas polaire, en un point 4, n’est pas une involution que dans
le cas ol V2 est une variété holonome. En tenant compte de ce fait et pour conserver la
propriété de symétrie projective des tangentes conjuguées en un point d’une surface on
peut considérer la figure suivante.

Etant donnée une V2 qui n’est pas parabolique, deux tangentes t,, t, en un point 4,
sont, par définition, tangentes conjuguées si elles sont harmoniquement conjuguées
par rapport aux deux tangentes asymptotiques associées & ce point.
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Pour que les tangentes qui correspondent dans ’homographie fondamentale a deux
tangentes conjuguées (o, — o) par 4, soient aussi des tangentes conjuguées (o', —a’)
en Ay, on doit avoir la relation

(37 Aatz0% — Aypy = 0.
Sil’on a
1'2 =0 (OU Ha =0)’
les courbes asymptotiqges (C,), (C3) {ou (C,), (C})} se correspondent. Pareillement,
sil’on a
Ay =0 (ou py =0),

les courbes asymptotiques (C,), (C1) {ou (C;), (C3)} sont des courbes correspon-
dantes.

Dans les deux cas le probleme est impossible.

Donc si deux variétés V2, V3’ sont en correspondance de telle maniére qu’a une
famille de lignes asymptotiques de 1’'une d’elles il correspond une famille de lignes
asymptotiques de I’autre, correspondance que 1’on appelle semi-asymptotique et
que I’on désigne par la notation I'y, il n’existe pas de tangentes conjuguées qui aient
pour droites correspondantes dans ’homographie fondamentale des tangentes qui
soient aussi conjuguées au point correspondant de 'autre variété.

Si les deux familles de lignes asymptotiques des deux variétés se correspondent, la
correspondance s’appelle asymptotique et est désignée par I',. Dans ce cas, on a les
relations

dy=py =0 (ou i =p,=0),

I’équation (37) est indéterminée, la relation (36) devient

a’=£‘-2—cr,

A

donc deux tangentes conjuguées quelconques ont pour droites correspondantes deux
tangentes qui sont conjuguées.

En excluant ces deux cas, donc en supposant
(38) Alapips £ 0,

on conclut qu’il existe, en général, au point 4, un seul couple de tangentes conjuguées

1/2
g = £</11’u1> B (62 = l)s
Aotz

auquel il correspond au point 4; un couple qui est conjugué.

Les correspondances caractérisées par la condition (38) seront désignées par le
terme de correspondance I'y.

445



Dans une correspondance de cette nature, & une ligne asymptotique (C;) de vy
Woy = H1Wo1 + Wy =0, wo3 =0
qui passe par Ay, il correspond sur V2 une courbe par 4, qui est tangente 2 la droite
(39) [Ao, 24y — p142]
et la courbe de V2 qui correspond 2 I'autre ligne asymptotique (C}) est tangente a la
droite
(40) [Ao, A2A4; — 244,].

Le birapport de la figure formée en A4, par les tangentes asymptotiques [ Ao, Ay,
[Ao, 4,] et les deux droites (39), (40) est

(41) y = Aty )
Ailty

Les courbes qui correspondent sur V3’ aux lignes asymptotiques de V'3 qui passent
par A, sont tangentes en 4, aux deux droites

[o, Ay + pads] s [Ap, AaA7 + pad3]
qui, avec les tangentes asymptotiques en Ay déterminent une figure dont le birapport

a la méme valeur (41) qui s’appelle I'invariant fondamental de la correspondance.

Il s’ensuit que si dans une correspondance Iy, les tangentes asymptotiques de I’'une
des variétés correspondent a deux tangentes conjuguées de ’autre variété, cette pro-
priété a un caractére de réciprocité, c’est-a-dire que les tangentes asymptotiques de la
derniére variété correspondent a deux tangentes conjuguées de la premieére.

5. En différentiant extérieurement les relations (33) on trouve le systéme extérieur
(42) Z[Al,-, a)m] =0, Z[Aﬂi’ wm] =0, Z[Av,-, W) =0 (i=1273)
ou
(43,) AAy =di; + M(E( — EYy) — Loy, — A0y3 + 05,

Ady = dAy + Ap(Ez; — Efy) — Aoy — 430,53 + 1005,

Ay = diy + A3(Ezs — Efy) — 4031 — Aoz, + 305 + v305; ;
(43,) Apy =dpy + m(Eqy — Eb) — po0,® — 30,3 + 405,

Ap, = dp, + pa(Ezz — Ej) — 0y — H3Wy; + 0005,

Aps = dps + p3(Ess — Ejy) — o3y — H03; + 307, + v305; 5
(43;) Avy = A7 + poh3 — V3043,

Av, = AWz + W53 — V30,3,

Avy = dvy + Vi(Ess — Ej3) + 3013 + 3305  (E; = 0gp — @4) -

Il
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Du systeme (42) on déduit les équations de prolongement
(44) Ad; = z’likak , Ap; = Zliikw()k , Av; = Zvikak
k k k
(Rie = Aeis Hae = Huis Vi = iy I k = 1,2,3) .

Si (C) est une courbe de V3 (34), les coordonnées du plan osculateur et du point de
rebroussement associé sont données par les formules (96) et (98) du chap. VII ([3],
457).

Pour une famille (R,) les coordonnées du plan osculateur sont:

(45) nuy = (ay + by) wo105, ,
nuy = — (ay + by) 05w, ,
\ 3
nuy = oy dwg, — oy dwgy + CUmwoz(wzz — Wyy) + ayWp; — bzw?)z

et les coordonnées du plan osculateur en Ay a la courbe correspondante (35) sont don-
nées par des formules qui se déduisent de (45) en replagant tous les éléments par des
éléments accentués.

En faisant les calculs on trouve que ces coordonnées sont:

(46,) n'uy = (ay + bY) (Ai0o1 + 2,00,) (11001 + H2002)% ,
U’u'z = (a'1 + bll) (/11(901 + izwoz)z (ﬂlwm + szoz) >

n'uy = (ay + b)) (Ozuy — Oqu, + TU3) W9 @, +
+ (A1@o; + A203) O(wo1, Wg3) — (H1@oy + ﬂzwoz) P(wo;, ©o5)
ou
(46,) P(wo;, wg2) = 1110)(2)1 + 221,001, + Azzwgz s

Q(wo1, Wo2) = Hy105y + 2H12W01W02 + Ha205 5
O, = Mz — A3y, Oy = Ay — A3l; .

En éliminant les formes wqq, wy, on obtient les formules fondamentales de la cor-
respondance induite par la correspondance (29) entre les plans des deux gerbes de
plans osculateurs aux courbes des deux variétés en deux points correspondants:

(A7) n'ui = (aj + bY) (Aauy — AQyuy) (auy — pyuy)?,
n'uy = — (ay + b)) (hauy — Aguz)® (ouy — pyus),

n'uy =— (ay + b)) (Oruy — Oqu, + tuz)uguy, + (Au; — Au,).
- Q(—uz, uy) — (Hauy — pyuz) P(—uy, uy).

Les formules inverses ont la mé&me structure, donc la correspondance est crémo-
nienne et, en général, cubique.
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Les plans fondamentaux, en 4,, sont — outre le plan tangent a; — les deux plans:
(48) ouy = (ay + by)Aj4,,
ou, = (ay + by) 4,43,
ouy = (a; + by) Aidh; — P(—/lz, ),
(49) ouy = (a; + by) I‘fﬂz s
ou, = (ay + by) ﬂl#g P
ouy = (ay + by) ppaps — Q(—tas 1)
dont la droite commune
(50) [Ao, {Adam 120, + ﬂl“;.P - ll’ng} Ay — {11}'2#1”261 + #fﬂzP -
— 32,0} A, + (a; + by) AydoptypiyTAS)

est ’'axe transversal de la correspondance au point A, et qui appartient au plan tan-
gent o5 seulement dans le cas d’une correspondance I'y ou I',.

Les plans osculateurs aux courbes de ¥ qui correspondent aux courbes de V2’ dont
les plans osculateurs en A, contiennent une droite donnée

(51) [46, &147 + &4, + &h45]

sont tangents a un cone de troisieme classe dont ’axe cuspidal est la droite
(52) [o, &14; + &4, + &345]

ou

(53) & = (a} + by)(apyy — bA85) + {(ay + by) ©5 + 200,115 — pakys) +
+ Aty = Hidaa} &5,

0&; =— (a} + bY) (bu,&y — ar&y) — {(a; + by) Oy + 2(A1py5 — p1d12) +
+ Aattir — H2hi1) &5

0l = (ay + by) &5,
(@ =200y + Aypgy b =241, + Jyuy) .

Ces formules traduisent une correspondance entre les droites des deux gerbes ayant
pour centres deux points correspondants.

C’est une correspondance projective qui est singuliére seulement si 'on a la relation
Au3 + Adapyps + A3ut =0

et dans ce cas I'invariant fondamental (41) est égal & une racine complexe de I'unité
positive.
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6. Pour traiter le probléme corrélatif on emploie le repére tangentiel (R,) et dans ce
cas les formules de la correspondance entre les deux variétés sont

(54) 5'32 = 11532 + /’[2531 + I35530 s
—, _ . s
W3y = J1033 + Hy@31 + U330 5
_, T
W30 = V3W3p

avec la relation
vt 0 (E = I1172 - 1251) .
Les relations entre les coefficients des deux substitutions (33) et (54) s’obtiennent en
utilisant le tableau (25):
(55) Widy = b Ay, bidy =ady, bids=1s,
ajpy = bifly, ajp, =ap,, ajpy=p3, v;=7s.
Par différentiation extérieure on obtient le systéme extérieur:
(56) [AZ, @5,] + [As, @31] + [AX3, @B30] = O,
[Afy, 0_)32] + [AﬁZa 531] + [Aﬁa’ C530] =0,
[AVy, @3,] + [AV,, @31] + [A¥s, @30] =0,
qui donne les équations qui prolongent le systéme (54)
(571 ALy = 21 @35 + A12@31 + A13B30
Azz = 112532 + "{22531 + I235530 ’
Ay = Xi3@33 + A23@3; + L3300 ;
(57,) Ay = f11@3; + 12031 + f13D30 5
Afly = [iy,@03; + [32031 + Hy3D30 ,
Afly = [iy3@3; + H23@31 + [i33030 5
(573) AVy = ¥13@33 + V12031 + V13030,
AV, = V15032 + V22031 + V23030
‘ AV = V1303, + V33031 + V33030
ou
(581) ALy = dA; + A4(Epy — Ejp) — L@y — As®io + M1z s
ALy = d;y + A(Eyy — Eyy) — L1@y; — L3810 + B2
Ay = dl3 + 13(Ego — Ejz) — 4i@oz — A2@o1 + H3@, + V3003 ;
(585) Afy = dfiy + (Eyy — EYy) — Bo@py — 3@y + 41Dy s
A, = dfiy + (Eyy — EYy) — By @1z — B3@y0 + A2@)
Afiy = dfiy + f3(Ego — E}y) — B1@oz — Fa@oy + A3@31 + V3004 3

(585) AV, = L@y + @1 — V3D20
Av, = Aa®50 + Ha®io — V3Dio
AVy = diy + V3(Ego — Ego) + A3@30 + 3@}
(Eii = W33 — Oy) .
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Les coordonnées du point de rebroussement associé a une courbe (C) de V3 sont:
— o —
(59) ox, =—(a, + by) @;,@3,,
— —2 —
0x, = (a; + by) @3,03,,
Xo = @3, dB3; — D31 dB3; + B3, D35(Dy; — By3) + B3,05 — D3O
2Xo W33 dW3y 31 QW3 T W31 W32 Wy1 — W22 W32W21 — W31Wy2

et pour la courbe correspondante (C’) de V'3 on trouve:

(60) o'xi =— (@} + b}) (1,@32 + 22031)? (@33 + F2@34) s
o'xy = (@) + by) (L@ + L,@5,) (1@, + F2834)°,
o'xp = 01X + (11532 + 12631) 0(@32, D31) — (B1@32 + [,B3:) -
- P(@3;, @31) + (3y + by) (0,33, + 0,33,) B3,D3,
ou

P(632) a31) = I11652 + 2112632631 + J:226§1 >
(@3, D31) = H11D35 + 2M12B3,D31 + 22031 »
—@1 = Jiils — Isljl > 52 = 22173 - I3!12 .
En éliminant les formes @,, @3, de (59) et (60) on obtient les équations de la cor-
respondance crémonienne entre les points de rebroussement:
(61) o'x} =— (@} + b})(Ax2 — lel)z (Bzx2 — H1X1) s
o'xy = (ay + bY) (ox2 — Apxy) (Haxy — f4X4),
o'xy =— (@, + b)) txox1Xy + (Ayx; — A1%;) O(—x4, X,) —
= (Azxy — F1xq) P(=x1, %) + (@1 + by) (01%; — 02%5) X%, -
Les points fondamentaux, dans le plan a3, sont — outre le point 4, — les deux
points
(62) ox; = (@, + by) Z%"{z >
90Xy = (61 + Bl) 113 >
oxo = (@ + b)) 1, 2,25 — P(—12, 1),
(63) oxy = (@, + by) igii; ,
20Xy = (‘71 + 51) ﬁlﬁ% >
oxo = (@ + by) i firits — O(—fia, iy)
qui déterminent la droite
Uixy + UzXy + ugxg =0, x3=0
ou
(64) nuy = LiA0A,0, + L3P — 1,730,
nuy = — {4 1,0, + gy, P — 31,0},
nug = (a; + 51) AAzfy a7 -
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Cette droite s’appelle I’axe tangentiel de la correspondance et il passe par A4, seule-
ment si la correspondance est I'y ou I',.

Un axe pareil existe dans le plan tangent «} a la variété correspondante au point Ay.

Les points de rebroussement associés aux courbes de V% qui correspondent aux
courbes de V'3’ dont les points de rebroussement sont alignés sur une droite donnée du
plan tangent aj:

wixy +uyxy +uixg =0, x3=0,
sont situés sur une cubique nodale de ce plan ayant ses points d’inflexion sur la droite
UXy + UyXy + Ugxg =0, x3=0
ou
(65) ouy = (@) + by)(afuy — bAuy) + {(@ + by) @, + 2(Lafisy — Haya) +
+ Aifizz — B1Az2} o
ouy = — (@, + by) (biayuy — alyuy) — {@, + b)) @, + 2(A1A1, — BAi2) +
+ Aafiyy — HyAiq} uo s
ouo = (a; + by)7uy
et, de cette construction, il résulte une correspondance projective entre les droites des

deux plans tangents en deux points correspondants. Cette correspondance est singu-
liére seulement dans le cas ou (53) est aussi singuliére et réciproquement.

7. Les notions de systéme hypergéodésique axial et de systéme hypergéodésique
radial s’introduisent de la méme maniere que dans le cas holonome.

Etant donnée une variété V3 de classe I ([3], p. 463)

(4" [Ao, E1A; + &4, + E3A45]

associée a la V2 donnée, ’ensemble des courbes de V2 dont les plans osculateurs en
chaque point A, contiennent la droite (4") associée & ce point est, par définition, un
systeme hypergéodésique axial.

Les courbes d’un tel systéme sont les courbes intégrales du systéme différentiel

2 2
(66) &3{woy dwgy — woz dwgy + @o1Wox (@2 — @11) + Wo W12 — WorW24} +
+ (@ + by) (E1w0; — E2001) W01y = Wo3 =0

et leur ensemble est une famille a deux parameétres.

D’une maniére analogue, on définit par rapport 4 une variété V3 de classe II
(4" UXy + UpXy + UgXg =0, x3=0

associée a la variété V2, un systéme hypergéodésique radial qui est formé par les
courbes dont les points de rebroussement associés en un point 4, de V2 sont alignés
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sur la droite (4") du plan tangent. Les surfaces développables déterminées par ces
courbes sont les surfaces intégrales d’un systéme de la forme:

(67) uo{@s, 3y — @3y dB3; + B31D32(Dyq — Dy3) + D321 — D3y D2} —

—(a, + 51) (u1@3; — U03;) B31D32 =0, @30 =0.

Les courbes du systéme hypergéodésique axial de la variété V'3’ associé 4 la droite
(4") qui correspond a (4") dans la correspondance (53) sont les courbes intégrales d’un
systéme qui se déduit de (66) en remplagant toutes les lettres par des lettres pourvues
d’accents qui désignent les coefficients du systéme de Pfaff associé 4 la variété V3",

En tenant compte des relations (46) ce systéme peut s’écrire:

(68) t{wo, dwg; — Wo; dwg; + o wex(W2; — @11) + 5,015 — W50z} +
+ (a; + b,) (01001 + O,10;) Wo1W0; + W5 Q — W5, P +
+ (a} + bY) ($lwoy — &r06,) wo1@h2 =0, o3 =0 (&5 =1).
En général, les courbes de ces deux systémes hypergéodésiques axiaux (66) et (68) ne

se correspondent pas. Pour que leurs courbes soient des courbes correspondantes il
faut et il suffit que les deux systémes (66) et (68) soient équivalents.

Le probléme de la détermination des systémes hypergéodésiques correspondants
conduit donc au systéme:

(68,) (ay + bY) Agpy(u &5 — &) + Ay — Ay =0,
(ay + bY) Aapy(ua8y — A285) + Agpay — H3h5, =0, )

(a'1 + b)) (blllfi — aA&y) + Aopiyr — HaAyy + 2('111112 — Hihyo) +
+(a; + b)) O, + (ag + by) &, =0,

(a7 + b)) (apay — bAE5) + Ahtar — palas + 2Aattya — Hahia) +
+ (ay + b)) O, — (a; + by) €, =0.
Si
Aidapgpy £ 0,

c’est-a-dire si la correspondance est une correspondance I'y,il existe une seule variété
V1 de classe I a laquelle il correspond une variété V3" de méme classe et telle que les
systémes hypergéodésiques axiaux associés soient formés par des courbes correspon-
dantes.

En effet, dans I’hypothése spécifiée les deux premiéres équations (68,) déterminent
les fonctions &7, &) et des deux derniéres on obtient &; et &,. Les droites ainsi détermi-
nées sont les axes transversaux de la correspondance (50).

Si la correspondance est I'y ou I',, le probléme, en général, n’admet pas de solution
a cause des conditions de compatibilité qui interviennent.
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Dans le cas d’une correspondance I';, on peut supposer que les lignes asymptotiques
qui se correspondent appartiennent aux familles (C,), (Cy), c’est-a-dire que I’on a

ﬂl = 0 3
ce qui entraine, d’aprés (43,) et (44),
(69) Higp = Afaz — Ha45,
iz = AiA8; — paay,
Mi3 == W05 + AjAsd, + A4v33;

en surmontant d’une barre les coefficients du systéme de Pfaff relatifs a la variété V3’
Pour les correspondances particuliéres I'; pour lesquelles il existe la relation

(70) /1?52 — pa; =0,

le probléme est possible et admet un ensemble infini de solutions et les axes des syste-
mes hypergéodésiques associées au point A, sont situés dans un plan passant par la
tangente [A,, 4, ]

Si la correspondance est I',, on peut supposer

Ay =p =0
et, par suite:
(71) Az =— A3by,
Ayy = #552 — A1by,
Aaz == Aby + papsby + pavsbs,
fy = A, — pa,,
Hiz2 = — H3ay,
His =— poay + A58, + Ayv,a; .

Si les conditions de compatibilité
(72) Aa, — ppa; =0, p3by — 24b, =0

sont vérifiées, le probléme est indéterminé. On peut choisir arbitrairement les fonctions
&1, &,. A tout couple (&, £5) les deux derniéres équations (68) font correspondre un
couple déterminé (&4, &,).

Cette espeéce de correspondance asymptotique s’appelle applicabilité projective,
et elle conserve les invariants de Bompiani (4).

Réciproquement, si une correspondance conserve les deux invariants de Bompiani
(4), elle est une applicabilité projective.

En effet, puisque ces deux invariants s’annulent respectivement sur les deux lignes
asymptotiques, la correspondance doit étre une correspondance I', et, dans ce cas, des
égalités

a,051 _ a,05,  bywp3 _ Ez_wtzi_z

’ ’ ’
Wo2 @o2 Wo1 @o
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valables pour
w3 =0, woz =0
on obtient les relations (72).

Cette correspondance asymptotique conserve aussi les lignes de Darboux et de
Segre de deuxiéme espéce ([3], p. 455). La correspondance (47) devient une projec-
tivité.

Dans la classe des correspondances asymptotiques, 1’applicabilité projective peut
&tre caractérisée par une autre propriété.

Considérons une courbe (C) de V3 qui n’est pas une ligne asymptotique:
Woz = 0Wyy, W3 =0.
Le coefficient directeur ¢ vérifie une équation de Pfaff de la forme:
do + o(wy2 — @y1) = P1woy + V1@ + Y1003 -

Par rapport & un repére (R,) (p < 6), la courbe (C) est représentée par les équations
1
y =ox + 5([31 + 710 + a; — bya®)x* + (3),

z:%—ﬂa’x2+(3).

La courbe correspondante (C’) de V3 est représentée par les équations qui se dé-
duisent de ces équations en remplagant toutes les lettres par de lettres surmontées
d’une barre, qui définissent les mémes coefficients relativement au repére (R,) associé
au point A} de la V2’ correspondante.

Dans le cas d’une correspondance asymptotique, de 1’équation de ’homographie
fondamentale

o= a3 o

Ay
on déduit, en tenant compte des équations (43) et (44),

B = : <u13 o ) 7 ! (uv + B 6)
1 2 1—“ sy Y1 = 2%1 -
'11 Ay Aitts A1

Py = pydiy + Aius(a; — by), P, = Ay — Aspy(ay — by).

ou

En utilisant ces relations, on trouve que les équations de la courbe correspondante
(C") sont
’ Ha

V' '="=0ox" 4+ —={p; + 7,0 —
i 211{1 71

Pyo + Pyo? + Aja, — ugbzoj} X%+ (3),
A1k Aitta Aty
o=t bim

x'2 + (3).
T (3)

454



Si ’on transforme la courbe (C”) par 'homographie qui résulte du produit de ’ho-
mographie qui transforme le repére (R,) associé¢ au point A, dans le repére (R,)
associé au point 4, avec I’homographie
,_dy+by oy

X'=Ax, Y =y, oz ==z,
ay + b, A4

on obtient une courbe (C) par 4, qui est représentée localement par les équations

1 1
j =ox + 5 {B, + y0 + T [1,(21a, — pya,) — Pyo + Pyo® —

1H2
— na(u3b, — 1152)03]} x*+(3),

_ a, +b
z 1 1

ox* + (3).

En général, le contact entre les deux courbes (C) et (C) est du premier ordre.
Des relations

_ 1 _ _

y—Jy= 2 {ll(lf‘lz — [,a;) — Pio + P,6? — ﬂz(/‘%bz — Aby) ‘73} x* + 3,
1H2

z—z=(3)

on déduit que le contact devient du second ordre pour les courbes intégrales du

systeme
Al(lfal — Ha03) w5y — P1wg1w02 + P2w01w(2)2 -
- ﬂz(ﬂ%lsz — A1by) w(3)2 =0,
wo3 =0,
qui s’appellent courbes principales de la correspondance I,.
Il est évident que ’homographie considérée transforme le plan osculateur en A4,
a une courbe principale dans le plan osculateur en A, a la courbe principale correspon-

dante.
On voit aisément que la condition nécessaire et suffisante pour qu’une I', soit une

applicabilité projective est que les lignes asymptotiques soient des courbes principales.
8. Les systemes hypergéodésique radiaux qui sont conservés par une correspon-
dance entre deux variétés tangentielles V2, V3’ sont donnés par les solutions du sys-
teme:
(73) (@ + by) (Auy — Byuy) — Afiy + Bydyy =0,
(@) + by) (Aauy — Hau3) — Ayfiay + fixdyy = 0,
(@, + by) O, — (ay + bY) @A}y — byuy) + Aoftyy — Bdyy +
+ 2(A4 iz — Bidia) + (@ + b)) Tu; =0,
(@, + by) @, — (@} + bY) (bAyuy — aiyuy) + Lifipy — Fadyy +
+ 2Aaf2 — Aadiz) — (@ + b)) Tu, = 0.
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Dans une correspondance I'y il existe un seul systéme hypergéodésique radial qui
est conservé par la correspondance.

Si la correspondance est I'y, par exemple

ﬁl = 0 >
le probléme n’admet pas de solution en général. Mais si I’on a la relation
(74) g = 1332 - /7252 =0

ou 'on a surmonté de deux barres les coefficients du systéeme de Pfaff relatif a la
variété V%', le probléme admet un ensemble infini de solutions.

Les axes de tous ces systemes qui sont situés dans le plan tangent a5 passent par le
point fondamental (62).

Mais la condition (74) n’est plus équivalente & la condition (70), comme il arrive
dans le cas holonome de deux surfaces.

En effet, en utilisant les relations (25), on trouve

_ ay ;.12
(75) Hi1 = — ;; (k lfaz — kpya,)
1
ou
k =-— E, kK =— bi
a; a;

sont les deux invariants fondamentaux des deux variétés.

Par conséquent, la correspondance I’y qui admet un ensemble simplement infini de
systémes hypergéodésiques axiaux qui sont conservés ne coincide pas avec la cor-
respondance I'y qui admet une solution de méme nature concernant les systémes
hypergéodésiques radiaux.

Si les courbes des deux familles (C;), (C1) de lignes asymptotiques qui se corres-
pondent ne sont pas des lignes droites, c’est-a-dire si ’on a

a,a, # 0,
la coincidence des deux correspondances I'y ne se réalise que pour les variétés dont

les deux invariants fondamentaux sont égaux.
Dans le cas d’une correspondance I',, par exemple si ’on a

Iy =10 =0,
le probleme, en général, est impossible. Mais si les conditions de compatibilité sont
vérifiées
(76) Zzz = ﬁ%zz - Z1‘72 =0, gy = ﬁiz - ﬁ252 =0,
il est indéterminé. Dans ce cas, & tout systéme hypergéodésique radial ve V3 il cor-

respond un systéme de méme nature de V2’ et la correspondance I', qui admet cette
propriété s’appelle une applicabilité projective.
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Mais, puisque les relations (76) ne sont pas équivalentes aux relations (72) parce que,
outre la relation (75), on a encore

(77) Apy =—

aj

(kﬂ%El — K'23b,),

aby
il est nécessaire d’établir une distinction entre ces deux applicabilités projectives en
appelant applicabilité projective axiale la correspondance I', définie par les rela-
tions (72) et applicabilité projective radiale la correspondance I', définie par les
relations (76).

Ces deux correspondances I', coincident si les lignes asymptotiques des deux
variétés ne sont pas des lignes droites et si leurs invariants fondamentaux sont égaux.

Dans le cas d’une applicabilité projective radiale, la correspondance (61) est une
projectivité.

Si les deux V2 en correspondance sont simplement réglées, c’est-a-dire si les courbes
d’une seule famille de lignes asymptotiques de chaque V2 sont des lignes droites, et si
ces deux familles de droites se correspondent, les conditions (70) et (74) sont vérifiées.
Dong, les deux variétés admettent des systémes hypergéodésiques des deux espéces qui
se conservent.

Et si les deux V2 sont doublement réglées et sont en correspondance asymptotique,
a tout systéme axial ou radial de I'une d’elles il correspond un systéme de méme
nature de "autre.

III. COUPLES TRANSVERSAUX

9. Considérée par rapport 4 une V3 donnée, une correspondance ponctuelle de S,
s’appelle correspondance transversale si la droite [M, M"] déterminée par un couple
arbitraire de points correspondants n’est pas incidente avec la droite [x, n'] commune
au plan tangent 7 en M a la V'3 donnée et au plan tangent 7’ au point homologue M’
ala V2’ qui lui correspond dans la correspondance considérée.

La figure formée par deux V3 en correspondance transversale peut &tre rapportée
a un repere mobile unique en choisissant deux points correspondants pour deux des
sommets du repére, par exemple les sommets A, et A, les deux autres sommets
Ay, A, étant choisis sur la droite commune [, '] des plans tangents sur laquelle ils
ont des positions arbitraires et le point unité étant indéterminé.

Le repére dépend de trois paramétres principaux, par exemple les paramétres de
position ¢y, t,, t3 du point A,, et de cinq parametres secondaires. En un point déter-
miné A, de S, 'ensemble de tous les repéres qu’on peut associer de cette maniére a la
figure est une famille (R;).

Il s’ensuit que les équations des deux variétés V2, V2" du couple sont, respecti-
vement:

(78) (Ao): @o3 =0,
(43): @30 =0.
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En prenant

Woy15 Doz, Wo3
pour formes principales, on déduit que les formes

W3y, W3z, W3¢
dépendent seulement de dt,, dt,, df;, donc elles appartiennent au module.engendré
par les formes principales, c’est-a-dire que les équations qui traduisent la correspon-
dance ponctuelle qui fait correspondre 4 la V2 donnée la V%’ dont les éléments fonda-
mentaux sont les figures formées par les point 45 et les plans «, sont:

(79) W3y = Z/Iiwm, W3y = Zﬂiwm 5 W30 = V3Wo3 (i =1,2,3)

avec
w30 (v= A, — Azﬁh)-

Le systéme extérieur associé au systéme de Pfaff (79) est
(80) Z‘[Ali,wo,.] =0, Y[Aw.wo] =0, Y[Av,0] =0,
i 7
ou:
(811) Ady =diy + /11(‘900 — 033) — A0y, — L3013 + W0, — 030,
Ady = ddy + L@ + @11 — 035 — ©33) — A30p3 + (U — A) @35
Ady = dA; + A3(wgo + @11 — 2033) — L0531 — L0355 + 3wy,
(813) Apy =dpy + (g — @11 + @yy — @33) — p3013 + (A1 — Ko) O3,
Apy = dpy + py(wog — 033) + Ay, — @1 — U3Wz3 — W39,
Apy = dpz + pa(woo + @y3 — 2033) — A3wy5 — Py®sy — 0355
(813) Avy = Ai@10 + W20 — V3043,
Av, = A0 F oWy — V3033,
Avy = dv; + v;Q2wgp — 2033) + 23010 + H3030 -
En résolvant le systeme extérieur (80), on trouve les équations de prolongement
(82) Al; = Zlikak » Ay = Zﬂikw()k , Av;= zvik(DOk 5
K k k
(1', k=1,2,3; A = Jpi» Bix = Mii Vix = vki)

qui contiennent 18 coefficients arbitraires.

Les nombres caractéristiques du systéme étant s; = 3, s, = 3, 35 = 3, il est en
involution et on vérifie de cette maniere que la correspondance ponctuelle la plus
générale de S, dépend de trois fonctions arbitraires de trois arguments.

Pour une variation & des paramétres secondaires de la famille de repére (Rs) on a
ero=e13 =0, e =e33 =0 (ey = wy(d)),
donc les formes de Pfaff ¢, @13, @29, @53 appartiennent au module des formes prin-
cipales.
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En posant
(83) Wy3 = a300; + b3wg, +c3003,
W3 = €301 + f3Wo, + G303 5
les expresions des formes o, @, se déduisent des équations (82):
(84) Avy = ljw1o + P00 — V3013 = V1101 + V120 + V13003,
Avy = w10 + HaWr0 — V3Wp3 = VipWoy + V33W0p + V33003 -
Cela signifie que, étant donnée une variété V3 — définie par les équations (83) — et

une correspondance ponctuelle qui est déterminée par les équations (79), la variété
V2 est déterminée.

Une telle figure dépend donc de cinq fonctions arbitraires de trois arguments.
1l est plus utile d’exprimer les formes w, o, @, sous la forme
(85) W19 = AoWo1 + bowWoy + cowo3 ,
W30 = €yWo; + foWoz + GoWos
les nouveaux coefficients vérifiant les relations
(86) aghy + eopy — azvs = Viy, doky + eopy — e3V3 = Viy,
body + fors — b3vs = via, bokr + fot, — fivs = vaz,
CoAy + Golty — C€3V3 = Vi3, Coldy + golly — g3V3 = Va3,

qui entrainent la conséquence

(864) boAy + fory — bavy = agly + eopy — e3v;.
Pour déterminer les éléments géométriques relatifs & la variété V2 on pose
(87) Wy = g3y + bows; + cowsg
Wy = eow3y + fowsz + Gowso0 s

et'on a

(88) aq = aghy + bopy s b = aghy + bopy, co = aghy + bouy + covs,

eody + forys fo = eody + follzs Go eods + fors + govs -
A une droite par 4,

(89) [Ao, &A1 + E45 + &345],

la polarité de Pantazi par rapport a la variété V2 fait correspondre la droite du plan
tangent [A,, A, 45 ]:

Il

€9

UiXy + UpXy + UgXg =0, x3=0

ou
(90)  nuy = azy + b3y + 3y, Huy = eséy + 38, + g3, nuy = &
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et une droite par A,

(91) [A3, EoAy + &4, + EA4,]

a pour correspondante dans la polarité de Pantazi par rapport a la variété correspon-
dante V3’ la droite du plan tangent [ A3, Ay, 4,]:

UiXy + UXy +Usx3 =0, xo=0
ou

(92) nuy = agdy + boly + oo, Muy = epéy + fols + golo, Huz =& -

Les couples de tangentes qui se correspondent dans I’homographie fondamentale

rencontrent la droite [A4,, A,] en des points qui appartiennent a la correspondance
homographique définie par I’équation

(93) 2,00" — p1,0 + Ao’ — p; =0
et qui est une correspondance propre.

En laissant de c6té le cas ou les deux points doubles de (93) sont confondus, on en
conclut que sur chacune des deux variétés V3, V3" du couple il existe des courbes telles
que la tangente en 4, a une de ces courbes rencontre la tangente en A5 a la courbe
correspondante en un point situé sur la droite [ 4, 4, ].

Ces courbes, qui s’appellent les courbes fondamentales associées a la correspon-
dance, sont les courbes intégrales du systéme différentiel

(94) 1051 + (Hy — Ap) Wo1@o2 — A5, = 0, @3 = 0.
Si ’homographie (93) est une involution, on a la relation
(95) A+ pp=0

et la correspondance respective s’appelle correspondance harmonique.

Les lignes asymptotiques de la variété V3 sont les courbes intégrales du systéme

Wo1W13 + W23 =0, w3 =0,
ou

(96) aswpy + (by + e3) Wo; w0 + f3w5;, =0, o3 =0,
et celles de la variété correspondante V3’ sont définies par le systéme

W31W10 + W3,020 =0, w30=0,
c’est-a-dire par

97) apw3y + (by + €5) w3103, + f03, =0, w0 =0,
systéme qui peut s’écrire sous la forme plus utile
(971) a'sw31 + (b3 + €5) o102 +f§w§z =0, w3=0
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ou
(98) a3 = aghy + eopy , b3 = ael; + eops,
ey = body + forty s f3 = boly + fous.

Remarquons que si 'on tient compte des nouveaux coefficients (98), la relation
(86,) s’écrit:
99) by + byvs = €5 + e3vy
et peut &tre vérifiée si I'on pose
(100) by=0 + 06, e;3=0 —0,,

53=0"—0v;, e5=0"+ 0,v;,

0, @', @, étant trois fonctions auxiliaires.

Les équations des systemes (96) et (97;) deviennent donc respectivement:
(101) aawtzn + 20w¢1 0, +f3wgz =0, w3 =0,
(102) aswdy + 20'w,00, + fi05, =0, o3 =0.

10. Un couple de V2 en correspondance transversale détermine deux V3 qui lui
sont associées. L'une d’elles est la V2 des droites [4o, A3], Cest la V1 transversale, et

Pautre est formée par les droites [4,, 4, ], Cest la V') tangentielle qui est corrélative
de la premiére V3.

Si en chaque couple de points (A, A3) les deux droites [ Ao, A3], [4;, 4,] se cor-
respondent dans les deux polarités de Pantazi qui sont associées aux deux variétés du
couple, on dit que la figure est un couple normal et les relations qui caractérisent une
figure de cette nature sont

(103) ¢3=93=0, ¢o=9o=0.
Des relations focales de la variété V] des droites [ 4o, 4]
(104) XoWoy + X331 = 0, Xowe; + X303, =0,

on déduit que ces droites déterminent une surface réglée développable si le point A,
varie sur une courbe intégrale de I’équation de Monge:

(105) H1w31 + (ﬂz - lx)wmwoz - )~2w(2)2 + H3W02W03 — A3W0w03 = 0
qui définit les courbes focales de la V'3 considérée.

Les tangentes de ces courbes au point A, sont situées sur un cone de second ordre
qui est le cone de Malus que la variété V'3 associe au point A, et qui est représenté
localement par I’équation:

(106) Xt + (g — Ay) X1X; — 25X5 + H3X1X3 — A3Xox3 = 0.
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Les génératrices rectilignes de ce cone qui appartiennent au plan tangent[ 4o, 4,, 4, ]
passent par les points doubles de I’homographie (93). Les courbes focales (105) qui
sont aussi des courbes de la variété V'3 coincident, par conséquent, avec les courbes
fondamentales (94).

Les relations focales relativement a la variété ¥} des droites [4,, 4, ] sont:
(107) X101 + X2y =0, X013 + X30,3 =0,
et, en éliminant x,, x,, on trouve I’équation des courbes focales de la variété

WyoWy3 — Wyew13 =0,
C’est-a-dire

(108) 2 aa®oior =0 (i, k =1,2,3;i < k)
ik

ou

(109) iy = Qg€3 — €od3,

azz = bofs — fobs,
33 = Cog3 — GoCs3 >
a;; = aofs — azfo + boes — bseq,
a3 = Agg3 — d3fdo + Co€3 — €9C3,
az3 = bogs — bago + cofs — ¢3fo -
11. Un couple de variétés V2 en correspondance transversale dont les courbes fo-

cales de la V} formée par les droites [4o, A5] sont indéterminées est caractérisée par
les relations

(110) uy =0, p, =4, 4, =0, A3=0, p3 =0,

donc les équations de la correspondance (79) deviennent

(111) W31 = Aoy, W3z = AWoy, W3¢ = V3Wo3 -

Des deux premiéres de ces équations on déduit les relations

(112) [dAd; + Ay(@o0 — @33) + (21 = v3) w3, wo1] =0,
[diz + Ai(woo — w33) + (Af — V3) Wo3, W, =0,

qui admettent pour conséquence 1’équation de Pfaff

(113) dd; + Z4(@ep — @33) + (Af — v3) @p3 = 0.

En différentiant extérieurement cette équation et en tenant compte des équations
(80) et (813) on obtient un resultat nul.

Le point
(114) F = A4; — 1A,
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est un point fixe de S; en vertu de la relation
dF = (w33 — Awg3) F .

Les droites [ A4, A5] déterminées par les couples de points correspondants appar-
tiennent a une gerbe ayant le point F pour centre et les deux variétés V'3 du couple
sont en relation de projection centrale.

Une telle correspondance dépend d’une fonction arbitraire de trois arguments
comme on le déduit de la forme finie des équations qui la définissent

(115) xXp=x;f(xy,x5,%x3) (i=1,2,3)
si ’on prend pour origine 0 du repere projectif fixe le centre de projection.

En tenant compte de (86), les équations des lignes asymptotiques de la variété V2
(102) deviennent

(116) (v + azv3) 0y + {2045 + (by + €3) va} Wo100; + (V32 + f3v3) 05, = 0,

we3 =0.
Si la correspondance (111) conserve les lignes asymptotiques, on a les relations

(117) Vi L 22 _ Va2
as byt e f;
d’ou I’on déduit
(118) vig =2a30, vip = (b3 +e3)e, vi = 2f30,
¢ étant une fonction auxiliaire.

Dans ce cas I’équation (108) des courbes focales de la V' tangentielle [4,, 4,] est:

(119)  oles — b3) {azw5; + (b3 + e3) @105 + f305,} + a1300;003 +
+ A23W02W03 + a33w§3 =0.

Sila variété donnée (4,) est une variété non-holonome propre et si le cone de Malus
associé au point A, par la V3 des droites [ 4, A,] ne se décompose pas en deux plans
I'un d’eux étant le plan [A4g, Ay, 4,], c’est-a-dire si l’on a

o(by —e3) # 0
les courbes focales de cette V'3 qui sont en méme temps des courbes de la variété V3
coincident avec les lignes asymptotiques de cette variété.

Réciproquement, supposons que les deux courbes focales de la V3 des droites
[Ao, A3] d’un couple transversal de variétés V2 soient indéterminées et que les lignes
asymptotiques de la V2 de base (4,) sont les seules courbes de V'3 qui soient des
courbes focales de la V'3 tangentielle [41, A,
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On a donc les relations (110) et les relations

(120) G _ %2 _ 922
as by +es fy

desquelles on déduit

(121) e3vyy — azvy, = aze’,
faviy — azvay — (bs — e3) vy, = (b + e3) 0,
favia = bavyy = f30',

¢’ étant une fonction auxiliaire qui n’est pas identiquement nulle.

En éliminant v,, et v,, on trouve la relation

(122) (bs — e3)(asfs — bses) v, = (b3 + e3)(bses — asf3)e’.

Donc, si la variété V2 donnée est une variété non-holonome propre et si elle n’est
pas une variété polaire, c’est-a-dire si ’on a

(b3 — e3)(asfs — bze;) ¥ 0,
on peut déduire de (122) la valeur de v, , et I’on trouve les relations

(123) Vi 2 V200
as by +es fs by — e;

)

par conséquent les lignes asymptotiques des deux variétés V2 du couple transversal se
correspondent.

12. Pour étudier le cas corrélatif ot les courbes focales de la V} tangentielle [ 4, 4, ]
sont indéterminées il est plus convenable de rapporter le couple transversal a une fa-
mille de repéres (Rj).

En supposant d’abord que la correspondance n’est pas une correspondance harmo-
nique, donc
ll + ”2 =': 0 )

on prend pour sommets A, A, du repére les points d’incidence des tangentes aux
courbes fondamentales ce qui entraine les relations

(124) Ay = =0, A —p, +0.

Dans ce cas, les formes @, ,, w,; appartiennent au module des formes principales et
leurs expressions peuvent étre obtenues des équations

(125) A%y == A30,3 + (2 — A1) 031 = A1,001 + Ap200; + 433003 ,
Ady == 3013 + (A4 — 12) @15 = py1@01 + [12007 + H13D03 »
déduites de (80) et (81) en tenant compte de (124).
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Le repére ne dépend que des paramétres de position du point unité comme para-
métres secondaires.

La relation (86,) devient
(126) bodi — bsvy = eolt; — e3vs
et les lignes asymptotiques de la variété V3’ (4;) sont définies par le systéme
(127) agh @y + (boAy + €ottz) Wo1Woz + fou,05;, =0, wo3 =0

qui peut &tre écrit encore sous la forme (116).

Les relations qui caractérisent les couples de V3 en correspondance transversale
pour lesquels la variété V} des droites [4;, A,] est a courbes focales indéterminées
s’obtiennent en annulant les coefficients a (109):

(128)  ao = 0103, ey =0165, by =02b3, fo=0:f3, o =053,
9o = 0393,
(01 — 02) (asfs — bse3) = 0, (01 — 03)(asgs — c3¢5) = 0,
(02 — €3)(b3gs — c3f3) =0,
01, 02, 03 étant des fonctions auxiliaires.
Si
(01 — 02) (02 — @3) (05 — ¢1) # 0;

on déduit d’abord

€3 3 93
donc

Wy3 = QWz3,

¢ étant une nouvelle auxiliaire. Le cdne de Malus associé au point 4, par la V'3 tangen-
tielle se décompose dans les plans

asxy; + bix, + ¢3x3 =0,
es(aoxy + boxy + coX3) — as(eoXy + foXz + gox3) =0,
et les courbes focales ne sont indéterminées que si I’on a

a3 =by=c¢c3;=0,
ce qui donne

w;3=0, w;3=0, w;o=0, wy=0.

C’est un cas banal, car les deux V'3 du couple sont des faisceaux de plans, puisque la
droite [Al, A 2] est fixe, en vertu de la relation

d[4;, 4;] = (011 + ©3,) [41, 4] .
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En prenant o; = 02 = 3 (= o) et en supposant que la ¥'2 de base (4,) n’est pas une
variété polaire, on a

(129) @19 = QWy3, Wyo = QW33
d’ou 'on déduit
(130) [A0, @3] =0, [Ae, 03] =0
ou
Ag = do + g(wge — w33) + (v; — %) o5 -
11 en résulte I’équation de Pfaff
(131) do + o(wgo — 33) + (v3 — 0*) wp3 =0,

puisque les formes w, 3, w,3, Wy5 sont linéairement indépendantes en vertu de ’hypo-
thése concernant la nature de la V% de base.

La différentiation extérieure de I’équation (131) donne un résultat nul si I'on tient
compte des équations (81) et (82).
Les droites de la variété V] tangentielle sont situées dans le plan
T = Qu3 — 0
qui est fixe, comme on le déduit de la relation
dn = (ewo3 — wg) 7 -

La figure a le méme degré de généralité que la figure précédente. Ce fait s’établit
facilement en considérant le couple de V2 au point de vue corrélatif dans I'espace dual
associé X5, ou la correspondance la plus générale entre les plans de cet espace est
définie par des équations ayant la forme

(132) U: = Fi(Ul’ UZ: U3)

les U;, U; étant les coordonnées absolues non-homogenes des plans de Z;.
En tenant compte de (129), les relations (86) et (86,) deviennent respectivement:

(133)  as(eAy — v3) = vi1, bs(ed — v3) = vip, c3(0d — Vi) = Vi3,
es(ous — v3) = viz, filowy — v3) = vy, gslop, — V) = Va3,
(134) by(eA; — v3) = es(on, — v3),

et, par suite, les lignes asymptotiques de la variété V3’ qui correspond a la variété de
base V' sont représentées par le systéme:

(135) a3l 03y + (b3 + e31,) 0o 0, + f3p03, =0, @y =0.
Si la variété de base est un systeme nul, donc si ’on a

(136) a;=0, by+e3=0, f3=0,
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le systeme (135) devient
(137) by(A; — p2) We10, = 0, o3 =0 (bs =+ 0).
Par conséquent, si 'on a
Ay —u 0,
la variété correspondante V3’ n’est pas un systéme nul et ses lignes asymptotiques coin-
cident avec les courbes fondamentales de la correspondance qui sont des courbes
déterminées puisque ’homographie fondamentale de la correspondance ne se réduit
pas a l'identité.
Dans le cas contraire
Ay —uy=0
la variété (45) est aussi un systéme nul.

D’une maniere plus générale, considérons un couple en correspondance transversale
rapporté & une famille de repére (R5) et ayant pour variété de base (4,) une V'3 propre
a lignes asymptotiques indéterminées, c’est-d-dire un systéme nul, variété qui est
caractérisée par les relations (136).

Supposons que toute courbe de la variété (4,) est une courbe focale de la variété V}
des droites [A;, A, ], ce qui se traduit par les relations

(138) byag =0, by(by + eo) =0, byfy =0
déduites de (86) et (136).

Puisque la variété (4,) est une V% propre, on doit avoir

by #0,

car autrement elle serait holonome, donc il résulte de (138)
(139) a4y =0, by+e=0, fo=0,
et les équations du systéme (97,) deviennent
(140) bop1 03y — bo(Ay — 13) @1y — bolyd, =0, o3 =0.

Le coefficient b, n’est pas nul si I’on ne considére que le cas des variétés (4;) non-
holonomes propres.

11 s’ensuit que les courbes (140) sont les courbes fondamentales de la correspon-
dance.

Par conséquent, si la variété (4,) d’un couple transversal est un systéme nul et si la
correspondance I' associe au couple une V3 tangentielle pour laquelle toute courbe de
la variété A, est une courbe focale, c’est-a-dire qu’elle associe au point 4, un cone de
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Malus formé par deux plans, 'un d’eux étant le plan tangent [A4,, 4;, A,] 2 1a V3 de
base, les lignes asymptotiques de la variété correspondante (4;) se confondent avec
les courbes fondamentales de la correspondance.

13. Si la droite [A4,, A4;3], déterminée par deux points homologues d’un couple de
V§ en correspondance transversale, est une génératrice du cone de Malus associé au
point A, par la V' des droites [4,, 43], ce cdne se décompose en deux plans qui con-
tiennent cette droite.

Cette correspondance est caractérisée par les relations
(141) Ay=pu3 =0,

donc les équations qui la définissent, en supposant que la figure est rapportée a un
repére (Rj;), sont

(142) W31 = AiWg1, @33 = UWgy, P39 = V3Wo3,

le systéme extérieur associé étant

(143) [ALy, wo1] + (1y = A1) [@31, 2] =0,
(A — p2) [wxzy C001] + [Aﬂz, woz] =0,
[Avy, wo,] + [Av,, wg,] + [Avs, wg3) =0
ou ’
(144) Ay = di; + A(wge — @33) + (A% — v3) Wo3,

Apy = dpy + pa(wo0 — @33) + (43 — v3) Wos3
Avy = Aoy — V3043,

Avy = w59 — V3033,

Avy = dvs + v3Q2wge — 2ws3) -

Les équations du systéme (143) contiennent 7 formes de Pfaff indépendantes, les
nombres caractéristiques étant

s, =3, s,=3, s3=1.
En résolvant le systéme (143) on obtient les équations
(145)  Aly = A1wo1 + (B2 — A1) @z s @21 = A1,001 + 42203,
W12 = P11W01 + K100 5 Apy = (A — B2) H12001 + Ha2®02

Av; = Yvuoo, (i, h=1,2,3) (vy = w)
W

qui prolongent le systéme (142) et qui introduisent 12 coefficients arbitraires.
Le systéme est, par suite, en involution et sa solution générale dépend d’une fonction
arbitraire de trois arguments.
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Puisque I’équation (105) se réduit dans ce cas a
(146) (12 = A1) @910, = 0,

il en résulte que les plans qui composent le cone de Malus relatif 4 la V3§ des droites
[Ao, A;] sont justement les faces du repére [ Ay, Ay, A3], [Ao, 42, A3].

La figure formée par le point A, et le plan a, = [Ay, A,, 4] est un élément d’une
variété non-holonome (A4, a,) associée & la V'3 donnée par la correspondance (142)
I’équation locale de cette variété étant

(147) woy = 0.
De la relation extérieure
Dy, = [woo — Wyy + U12Wo1 + UaWp3, woz]

on déduit
[woz, Dwoz] =0,

donc I’équation (147) est complétement intégrable. Par conséquent, la variété (4,, o)
est holonome.

Les équations de ses lignes asymptotiques sont

[dAp, do,] =0, @y, =0,
c’est-a-dire
001013 + We3W32 =0, Wo3 =0

ou
(148) 11051 =0, @ =0.

Il s’ensuit que si ’on a

Hip 0

les surfaces qui composent la variété (A4, a,) sont des surfaces réglées développables.

Des résultats analogues existent pour la variété (4,, o).

Les relations focales (104) deviennent
(X0 + A1x3) wg1 = 0, (X0 + p2X3) woy =0,

donc, si A, varie sur une courbe de la variété (4,, «,), la droite [ Ay, A;] touche ’aréte
de rebroussement respective au point

(149) M, = /lle - 4s,

et lorsqu’il varie sur une courbe de ’autre variété (4, ;), on trouve que le point de
contact avec I’aréte de rebroussement de la développable respective est

(150) M, = pAy — As.
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Les arétes de rebroussement des surfaces développables de la premiére famille
(Ao, a,) sont situées sur la surface décrite par le point (149) dont les coordonnées
admettent les variations
(151)  dM; = (033 — A1wo3) My + {11001 + (y — A1) 212002} Ao +

+ (A — 1) @o24, -
On en déduit que le plan
[Ml, Ao, Az] = [AOs A, As} = Ty

est le plan tangent en M, a la surface (M,).

En annulant le produit extérieur [dM, do, |, on trouve ’équation des lignes asym-
ptotiques de cette surface

(152) A1 @51 + (A = 1) A5, = 0.
Les formes wqq, wo, dépendent des différentielles dt,, dt,, d¢; des parameétres de
position t,, t,, t3 du point A,. Mais, puisque chacune des équations
woy =0, wy, =0
est complétement intégrable, on a des relations de la forme

woy = By doy, o, = f,dv,,

vy, v, étant des fonctions des parameétres principaux et ,, 5, étant des fonctions des
mémes arguments mais pouvant contenir les parameétres secondaires.

L’équation (152) s’écrit sous la forme
(153) BiAyy dvt + By(Ay — pa) Azpdv; = 0.

Par des calculs semblables on trouve que le plan tangent en M, a la surface (M) est
le plan
[M29 AOs Al] = [AO) Al’ A3] = o

et que les lignes asymptotiques de la surface (M,) sont données par I’équation

(154) Bi(ua — A1) pyy dv} + Bopzp dvd = 0.

De ces résultats on conclut qu’on peut construire la figure en termes finis.

On considére deux surfaces non-développables arbitraires (S;), (S,) et une variété
V2 également arbitraire. Par un point 4, de ¥2 on méne une droite qui est tangente
aux deux surfaces (S;), (S,) et sur cette droite on prend un point A5 qui est associé
au point 4, suivant une loi arbitraire et c’est cet élément de la construction qui dépend
d’une fonction arbitraire de trois arguments qui sont les parameétres de position du
point A4,. On établit de cette maniére entre les deux surfaces (S1), (S) une correspon-
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dance ponctuelle et les droites [A,, A3] déterminent une congruence qui admet les
deux surfaces données comme nappes focales. Au point 4,, le cone de Malus que lui
associe cette congruence se réduit a la figure formée par les plans tangents aux surfaces
(S1), (S2) qui passent par la droite [ 4,, 43 ].
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Pe3rome

TEOPUS COOTBETCTBUI MEXY OBYMS JIMHEMHBIMUA
HET'OJIOHOMHBIMM MHOI'OOBPA3USMU B OBBIKHOBEHHOM
MPOEKTUBHOM IPOCTPAHCTBE

TUBEPUO MUXAWJIECKY, Byxapect (PyMmblaus)

AHroJIOHOMHOMY MHOT006pa31I0 V'3 B IPOEKTUBHOM IIPOCTPAHCTBE S5 IIOCTaBIE-
HBI B COOTBETCTBHE PENEPI, Ul KOTOPBIX BBUTOJIHAETCS cooTHOLIEH e (1); OCHOBHOI
MHBAPWAHT JaH B TAKOM CIIyyae BEIpakeHHeM (3), 1 MbI ostyuaem dopmbl Bommuanu
(4). K mHOroo6pasuto V3 crpoutcst aBoiicTBenHOe MHOroo6pasue V3.

3ateM u3yuaetrcst coorBeTcTBUe T: S; — S35, KOTOpPOE TEPEeBOOUT MHOrooOpasue
V2 ma mHOro06pasue V3. Eciu xe mBa MHOrooGpasus V3, V3’ Haxomsrest B COOT-
BETCTBUW, B KOTOPOM COOTBETCTBYET caMa cebe oJIHa CUCTeMa UX aCUMITTOTUYECKHX
JIMHUH, TO HE CYIIECTBYIOT COTPSIKEHHBIE KacaTelbHble, KOTOPBIM COOTBETCTBO-
Bagi OBl B OCHOBHOM TIPOEKTMBHOM COOTBETCTBHH ONSTH-TAKH COIPSIKEHHBIE
KacaTesJbHBIC. B clyyae e acCUMITOTHYECKOTO COOTBETCTBHSL COTIPSIKEHHBIM
KacaTeJbHBIM BCEra COOTBETCTBYIOT COTPSDKEHHbBIE KacaTesibHble. B oOiem
ClIyyae CyIIECTBYET TOJIbKO OJIHA Tiapa COTPSDKEHHBIX KacaTeJbHBIX, KOTOpas
MEPEXO/IUT B APy KacaTeJIbHbIX, 00JaJaOILUX TEM JXE CBONCTBOM.
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Jaetcst onpenenerue mparceepcasvhoti ocu (50) COOTBETCTBHS M B IBOMCTBEHHOM
cinydyae — maneenyuaavHoli ocu (64). IlomoOHO TOMy, Kak B Cilyyae I'OJIOHOMHBIX
[IOBEPXHOCTEH, BBOJMTCS IOHSATHE OCEBOH M IBOMCTBEHHO OCEBOW IMIEPreore3u-
4ecKoi cucTeMbl. I3y4aroTCsl yCIOBUS IUISL COXPAHEHHUS 3THX CUCTEM B COOTBETCTBHUHU.

ACHMNOTOTHYECKOE COOTBETCTBHE, KOTOPOE COXPAaHSET BCE OCEBbIE CHCTEMBI, Ha-
3BIBAETCSL HPOEeKMUBHbIM uzeubanuem. OHO XapaKTEPHO TEM, YTO COXpaHseT (GOPMbI
Bomnuanu. [{aeTcsi M Apyras XxapakTepu3alusl MPOEKTHBHBIX W3rMOAHMN HpH I10-
MOIIM T. Ha3. IJIABHBIX KPHUBBIX COOTBETCTBHS, X MPOBEIECHBI IBOWCTBEHHBIE PACCYX-
JIeHMSL.

Cootserctue 7 S; — S; Ha3bIBACTCS MPAHCEEPCANbHBIM TIO OTHOIIEHHIO K JIaH-
HOMy MHOroobpasuio V32, ecnu mpsMas, COeQMHSIONIAS COOTBETCTBYIOLIME APYT
Ipyry Touku M, M’ He iepecekaeTcs C MPsIMOM IepeceueHUs KacaTeIbHbIX MIIOCKOCTEH
7, ©’ MHOroobpasuit V2, V%’ B Toukax M, M’'. OCHOBHBIMH KPHBBIMH COOTBETCTBHS
ABJLIIOTCSL Te (B 0OLIEeM cilydae [Be) KPUBBIE, KacaTelbHAs K KOTOPHIM B Touke M
NepecekaeTcsl C KacaTeJIbHOH K COOTBETCTBYIOUICH KPUBOI, MOCTPOCHHOM B TOYKE
M’, va npsimoit © N #n’. Ha m N 7’ BO3HUKAeT OYeBUAHBIM 00Pa3oM oONpelelieHHOe
MPOEKTUBHOE COOTBETCTBHE; €CJIM OHO SBJIIETCS WHBOJIIOLMEH, TO MBI TOBOPUM
0 TapPMOHHMYECKOM COOTBETCTBHH. V3y4yaroTCsi HEKOTOpBIE CBOMCTBA TpaHCBEpCaib-
HBIX COOTBETCTBUN M JBOWCTBEHHBIH CITyyaid.
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