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YEXOCJIOBALIKUM MATEMATUYECKUUN XVPHAIJ

Mame. KU ym Yexoc. ii Axademuu Hayk
T. 13 (88) IIPATA 20. IX. 1963 r., No 3

UBER DIE BEGLEITENDEN NORMALDREIBEINE
DER FLACHE &/} 3,1

VAcLAv HAVEL, Brno

(Eingelangt den 28. April 1961)

Mit Hilfe der Methode der scheinbaren Einbettung in affinen Raum
werden in diesem Artikel begleitende Normaldreibeine der Fliache des affin
zusammenhédngenden Raumes hergeleitet: fiir betreffende Koordinaten-
achsen werden die asymptotischen Tangenten und die Demoulinsche Gerade
gewdhlt. Es wird die Analyse der einzelnen Moglichkeiten fiir die Wahl der
Normaldreibeine durchgefiihrt.

EINFUHRUNG

Wir beniitzen die in der Arbeit [4c] erlduterte Methode der scheinbaren Ein-
bettung in affinen Raum. Im Artikel [5] werden Verallgemeinerungen der Begriffe
wie affine Normale, oskulierende Quadrik (Liesche u. Darbouxsche Quadrik) u.S.W.
fiir die Fldchen im /3 5 eingefiihrt. Ich schliesse mich zu diesem Thema an und mit
soweit moglich folgerichtiger Anwendung der erwdhnten Methode untersuche ich
das Problem des begleitenden Normaldreibeins der Fliche im &/ ; und gewinne
solche Dreibeine, die beim Ubergang zum gewoShnlichen #dquiaffinen Raum in Fre-
netsches Dreibein ([3b], S. 398) iibergehen, Ich beniitze nur die einfachsten geometri-
schen Begriffe: die Tangente, Tangential — u. Schmiegebene, asymptotische Linie u.
Demoulinsche Gerade, und ich beschrianke mich auf die Fldchen mit reellen Asympto-
tenliniennetz. Die geometrische Bedeutung der Endpunkte von Normaldreibeinen
und der affinen Torsion und Kriimmung mdchte ich im zweiten Teile dieser Arbeit
untersnchen. Auch die Untersuchung der Flidchen ohne reellen Asymptotenlinien
verdient eine besondere Aufmerksamkeit.

1. ZUM BEGRIFF DER FLACHE %3 ,

Die Fliche o/ = /] ; kann man nach [4b] als eine elementare zweidimensionale
Mannigfaltigkeit ([2b], S. 328 —347) auffassen, mit reellen u- und v-Parameterlinien
und mit dem System von formalen Gleichungen
(R dM = olJ, + ©3J, + 035, dJ, = olJ, + 0l), + ©3J;,

dl, = 0iJ, + ©3J, + 03J;, dJ; = 0iJ, + &), + 03J;,

It
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wo o) = aj(u, v)du + bi(u,v)dv (I = 0,1,2,3; j = 1,2, 3) mit passenden Funk-
tionen aj, b}, und wo M = M(u,v), J; = J{u,v) (i = 1,2,3) Zentrum und Ba-
sisvektoren des affinen Tangentialraumes im Punkte (u, v) € &, welcher mit M(u, v)
identifiziert wird, darstellt. Das betreffende Dreibein bezeichnen wir mit R und die
Fliche & mit dem Dreibein R als &/(R). Das System (R) driickt die Korrespondenz
zwischen den Tangentialrdumen in konsekutiven Flichenpunkten aus.

Mit dem Symbol d werden wir im wesentlichen gerade so wie mit dem Symbol des
Totaldifferentials operieren (obwohl sich es um einen allgemeineren Begriff handelt)
und wir werden die weiteren lokalen Berechnungen so fiihren, als ob wir uns im
gewOhnlichen affinen Raum befdnden, jedoch mit folgerichtiger Unbeachtung der
Integrabilitdtsbedingungen; ausdriicklich setzen wir du = du, dv = dv, u.s.w. Durch
dieses Verfahren leiten wir lokale Resultate her, die sich immer zu den zugehorenden
Tangentialrdumen in den Fliachenpunkten beziehen. Die Rede iiber die Tangente,
Tangentialebene u.s.w. im Flichenpunkte hat im folgenden nur die formale Bedeu-
tung im Sinne der erwdhnten Methode. Zu den Einzelheiten und der Begriindung
dieser Methode verweisen wir auf den Artikel [4c]. Bemerken wir noch, dass die
Fldche o natiirlicherweise in den Raum /3 ; eingebettet werden kann und dass die
weiter untersuchten Eigenschaften von der (im allgemeinen mehrdeutigen) Ein-
bettungsweise im gewissen Sinne unabhingig sind. Das Studium der von der Ein-
bettungsweise abhidngingen Flicheneigenschaften bietet ein selbstédndiges Problem
dar.

2. ASYMPTOTISCHE NORMALDREIBEINE

Es sei die Fldche .szf(R) gegeben; das begleitende Dreibein R habe den Anfangs-
punkt M und die Basisvektoren J,, J,, J5. Die Vektoren J,, J, seien in der Tangen-
tialebene der Fliche .o im Punkte M gelegt, d.h. dM sei lineare Kombination von
J1, J,. Diese Forderung fiihrt zur Bedingung

(1 ay=b3=0.

Fordern wir weiter, der Vektor J, bzw. J, sei tangential zur v- bzw. u-Parameterlinie
durch M. Dies fiihrt zur Bedingung dM: = (ag du + 0dv) J, + (0 du + bg dv) J,,
d.h.

(2) at=0bl=0.
Das Annullieren von aj, b3 fiihrt auf degenerierte Fille, so dass man voraussetzen

kann, dass aj + 0, b2 + 0; beim geeigneten Parameterwechsel kann man erzielen,
dass in jedem Flachenpunkte

3) ab=b=1

gilt.
Die Asymptotenlinien der Fliche &/ seien durch die lineare Abhingigkeit der
zugehorigen Vektoren Jy, J,, d*M charakterisiert (es handelt sich gewiss um einc

328



geometrische Eigenschaft: die durch die Vektoren dM, d*M gegebene Schmiegebene
im Punkte M zur untersuchten Linie deckt sich mit der Tangentialebene im M
zur /). Nach Ausschreibung der Relation bekommen wir a3 du® + (b3 + a3) du dv +
+ b3 dv? = 0.

Im weiteren beschrinken wir uns auf den Fall, in welchem das reelle Asymptoten-
liniennetz existiert, d.h. auf den Fall (b + a3)* — 4a3b3 > 0.

Die Wahl der Asymptotenlinien fiir Parameterlinien dussert sich in den Bedin-
gungen
(4) b} +a}+0, a}=b3=0.

Jetzt fiihren wir die Transformation J§ = J,, J3 = J,, J3 = 3(b] + a3) J; durch.
Nach der Substitution in (R) bekommen bei gleichzeitiger Geltung von (1), (2), (3), (4)

*
dM =duJ, +dvJ,, dJ, = wiJ, + 0iJ, + b3 dvJ3,

dl, = 030 + 0?J, + 3duJt, diy =T, + &3, + d3J%,

* *
wo b = 2b}/(b3 + a3), &3 = 2a3/(b} + a3), b} + &3 = 2.
Setzen wir also (Sternchen werden weggelassen)
(5) bi=1+h, aj=1-h,

wo h die sog. affine Fldchentorsion ist, so erhalten wir das System

®R) dM =duJ, + dvJ,, dJ, = wiJ; + oiJ, + (1 + k) dv J;,
1
dJ,

=wyJ + 030, + (1 = h)duJs, dJ;=w3J, + 03J, + 03J;.

Es sei die Fliche /(R) gegeben, setzen wir die Geltung von (1), (2), (3) voraus
und untersuchen wir das Punktetripel M = (uq, vo), M’ = (ug, vo + 1), M" =
= (up + &, vy), wobei & — 0, 7 — 0. Es sei t, bzw. t, die Tangente zur u-Linie bzw.
v-Linie im Punkte M, t, bzw. t, die Tangente zur v-Linie im M’ bzw. zur u-Linie
im M” und @ bzw. @} die Ebene durch ¢, parallel mit ¢/ bzw. die Ebene durch ¢,
parallel mit 1, (dabei fordern wir t, nicht ||y, ¢, nicht| 1,). Ist b3 & 0, a3 % 0, so
konvergiert die Schnittlinie der Ebenen o, o5 mit £ — 0, # = 0 gegen die sog. De-
moulinsche Gerade beziiglich des gegebenen Parameterliniennetzes. Die Demoulin-
sche Gerade ist die Schnittlinie der Ebenen g, ¢, mit den Gleichungen

[x! x2 x* 1 [x! x2 x3 1

|

0 0 01 0 0 0 1
0101‘0’1001i_0’d'h
ay a% a3 1 | by bT b3 1|

Die Demoulinsche Gerade ist also durch den Vektor (a3/a3, b3/b3, 1) bestimmt.
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Zur Begriindung dieser Konstruktion bestimmen wir t,, t;, t,, f; durch J,(dv = 0),
J, + dJy(dv = 0), Jy(du = 0), J; + dJ,(du = 0). Mit £ >0, n - 0 konvergiert
die Ebene @] bzw. g} gegen die durch J,, dJ,(dv = 0) bzw. J,, dJ,(du = 0) be-
stimmte Ebene, d.h. gegen die durch die Punkte (0, 0, 0), (0, 1, 0), (a3, a3, a3) bzw.
(0,0,0), (1,0,0), (b, b, b}) gechende Ebene, d.h. gegen die Ebene g, bzw. g,. Siche
[3b], S. 431, Ubungsaufgabe 1b.

Ist also bi + 0, ag %+ 0, so kann man fiir die untersuchte Fliche die Demoulinsche
Gerade als die dritte Koordinatenachse des begleitenden Dreibeins wihlen; diese
Wahl fiihrt zur Bedingung

(6) b} =a;=0.

Dazu gehort das System der Gleichungen

(R2)
wo
(7 b}+0, a3+0.

Verwenden wir fiir das Dreibein R alle Bedingungen (1)—(7), so bekommen wir
das asymptotische Normalsystem

dM =duJ; + dvJ,, dJ, = wlJ, +aiduJ, + 0iJ;,
dJ, =bydvJ, + @), + w3J;, dJy=3J, + 03J, + 035,

(R) dM =duJ, +dvJ,, dJ, =w}Js + Bduld, + (1 + h)dv J;,

di, =ydvJ; + w30, + (1 — h)du Js, dJ; = w3J; + 03, + 03],
wo
®) ai=p, b=y

gesetzt wurde.

Bemerken wir, dass dabei die Bedingung (7) in die Bedingung h % +1 iibergeht.
In diesem Artikel verzichten wir auf die Flichen mit der Torsion +1.

3. DIE MENGE ALLER ASYMPTOTISCHEN NORMALDREIBEINE

Es sei wieder die Fliche </(R,) gegeben und untersuchen wir die Transformation
(9) JT=Q1J1, J,2k=a2']27 J§=a3J39

WO a4, Oy, a3 geeignete iiberall von Null verschiedene Funktionen der Argumente u, v
sind, mit nachtriglicher zuldssigen Parameterinderung

(10) u=f(), v=g).
Geht dabei das System (R,) in das asymptotische Normalsystem wieder, so handelt es
sich um die sog. asymptotische Normaltransformation.
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Fiihren wir nun die Transformation (9) durch. Die erste Gleichung von (R,) lassen
wir unverdndert und durch direkte Rechnung bestimmen wir die Ausdriicke fiir
firdJ} =d(eJ);i=1,2,3:

dJ} = (doy + oywi) Jy + oy fduJ, + oy(1 + h)do Jy,
dJy = ayydo J; + (doy + 0w3) J, + oy(1 — k) du J;,
dJ} = 0037, + az03J, + (dog + 0303) I3,

also nach der Substitution aus (9)

d d
aM =L L
31 5)
1+h
dJji = %+w} JT+Mdqu+£x—l(—+——)va§,
oy %) %3

1—nh
dJﬁ:ﬁzlva’H<9‘1+w§)1;+52(——)duf;,
251 %) a3

1 2

oy oLy da

dy =20+ 3308 4 (»i +w§>f§-
oy L% o3

Weiter fiihren wir die Substitution (10) durch

av = T3 qa ¥ 4 95 g5 g2,
oy 3

: h)g. .
dJ’{‘=c‘olJf+3’-ﬂLdﬁJ’§+al—(1—t—)&‘duJ§,

(%3 o3
- 1-hf; .
art =2 45 % 4 B2% + = Wi 4q 3,
oy *3
dJi = @3J} + @35 + @373 .
Aus der Forderung dM = dit J1 + db J folgt nun f; = o, g; = &,, und aus der
Forderung
ay0,(1 + h) — 14k, ayoy(1 — h)
*3 *3
folgt o0, = 5. Im Falle aya,/0; % 1ist ndmlich i = (og05/03) (1 + h) — 1 =1 —
— (oyo/a3) (1 — h), und weiter oyo,/a3 — 1 =1 — aa,/a;, was der Anfangs-
gleichung widerspricht. Die Betrachtung ist umkehrbar und das gewonnene Resultat-
lautet nun:

=1-h

Satz 1. Die Transformation (9) beziiglich der gegebenen Fléche M(Ra) ist asympto-
tisch normal, wenn und nur wenn f, = a;, g; = o,, 00, = o3.

Zusatz. Wihlt man in der Bedingung des Satzes ay = 1, so ist oy = 1jo, =
const. und die Funktionen f, g sind linear.
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4. DIE NORMALDREIBEINE

Untersuchen wir die Fliche 2/(R). Das System (R) heisse normal, wenn es vom
folgenden Typus ist:
R) dM = 0'J; + 0*J,, dJ, = olJ; + pu'J, + (1 + h) 0*Js,
Yodl, = y0* T + 03, + (1 = h) o'y, dly = 0d) + 03], + 03J;.
Satz 2. a) Jede zuldssige Parameterdnderung
(11) u=f(#,v), v=g(u,0v)
beziiglich der gegebenen Fldche JJ(R‘,) fiihrt (R,) wieder ins Normalsystem iiber.

b) Es existiert zuldssige Parameterdnderung (11) beziiglich der gegebenen
Fliche s£(R,), welche das System (R,) in asymptotisches Normalsystem iiberfiihrt.

Die Behauptung a) des Satzes bekommen wir sofort nach der Durchfithrung der
Substitution (11), wo M(u, v) = M(f, g), J(u, v) = J{(f, g) und weiter @' = f, dit +
+ f3db = du, @* = g;dii + g;db = dv, w{(u,v) = 0l(f, g) = &{(a,v) fir i,j =
=1,2,3.

Zum Beweis der Behauptung b) suchen wir zuerst die Faktoren 1/ay, 1/a,, welche
die Formen w!, »? in Totaldifferentiale dii = w'/x,, db = w?/a, iiberfithren. Damit
ist dann auch die Substitution (11) bestimmt, die das System (R,,) in asymptotisches
Normalsystem {iiberfiihrt.

Ist die Fliche </(R,) gegeben, so bezeichnen wir die Transformation (9) als normal,
wenn sie (R,) wieder ins Normalsystem iiberfiihrt.

Bemerken wir, dass man in der Behauptung a) des Satzes 2 das Symbol R, durch R,
ersetzen kann. Durch das Verfahren aus §3 kann man weiter folgenden Satz be-
weisen:

Satz 3. Die Transformation (9) beziiglich der gegebenen Fliche sZ(R,) ist gerade
dann normal, wenn a0, = o5.

Setzen wir dabei in den Ausdriicken fiir dM, dJ} = d(o,J;) (i = 1, 2, 3) die neuen

Vektoren Ji/ay, J5/oy, J3/as fir Jy, J,, J3, so bekommen wir

dM = &'JY + &*J%,

2
dJt = dLrr 4 ()°F S+ 22 (1 4 B) B2IE,
o, o
2

ary = 0 g pe | gape

oy o,

* * *
dJ¥ = 05JF + 3% + 03I,

(1 —h)a'J%,

so dass die Forderung (o;)?f/ot, = (e,)?y/ot; durch die Bedingung o, : a, = f/y : i/,B
befriedigt werden kann. Es gilt also
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Satz 4. Zur gegebenen Fliche .M(R,,), Py =+ 0, gibt es die Normaltransformation
(9), welche das System (R,) ins Normalsystem der Form (Sternchen wurden weg-
gelassen)

(RY) dM = 0'J, + 0*J,, dJ, = w}J; + Ko'J, + (1 + h) 0?J;,
"dl, = Ko¥J, + 02, + (1 = h)o'Jsy, dl; = o}, + 03, + 0}/,

mit K # 0 iiberfiihrt.

Wihlt man speziell o, = +1/a, sg(B/a,) = sg(y/e;) in der Bedingung o, : o, =
= i/y : i/ﬂ, so handelt es sich um eine unimodulare Transformation (9), und nach
einfacher Rechnung bekommt man K = i\/lﬁyl. Der Wert fy ist bis aufs Zeichen
invariant bei unimodularen Transformationen (9); man kann diese Invariante als
Picksche Fldcheninvariante oder auch als affine Fldchenkriimmung bezeichnen.

Im Wortlaute des Satzes 4 war es moglich, die Voraussetzung fy + 0 0.B.d.A.
durch eine starkere Voraussetzung f > 0, y > 0 ersetzen; es ist ndmlich leicht eine
solche Normaltransformation (9) zu bestimmen, welche die urspriinglichen f, y in
(y)*Blay > 0, (ot3)*y/oty > O iiberfiihrt.

5. UBERGANG ZUM AQUIAFFINEN RAUME

Wir zeigen nun, dass die Forderung der Fldcheneinbettung in den dquiaffinen Raum
dazu fiihrt, dass Flidchendreibein R} in gewohnliches Frenetsches Flichendreibein
tibergeht.

Die Flédche .M(R,,) ist im gewohnlichen affinen Raume gerade dann gelegen, wenn
dM,dJ,dJ,,dJ; totale Differentiale sind, oder anders ausgedriickt, wenn die
Integrabilititsbedingungen ([5], S. 37) (a%), — (b%), = bla} — ab fir j = 0,1,2,3
und k = 1, 2, 3 erfiillt sind. Wir gewinnen fortschreitend:

(a). — (bo)y = 0 = b1 ;5 (ag)y — (b3)u = 0 = a3 ;

(ag)u - (b(s))u =0= a; - bi5 dh' h = 0; (ai)v - (bi)u = (ai)v = a; - yﬁ’
(a%)u - (bi)u = ﬂv = ag - ﬂbi; (ai)v - (bi,)u =0= ag - (1} 5

(a;)v - (bé)u =Y = ’Yai - b% ; (ag)u - (bg)u = (bg)u = yﬂ - bg 5

(a3), = (b2)y = 0 = b3 — b3; (a3), — (b3), = b3az — aly;

(a3), — (b3), = b3p — a3b3; (a3), — (b3) = b3 — a3 .

Davon verwenden wir nun die Gleichungen h = 0,a} = a3,a% = 0, b} = 0, b3 = b3.
Es ist also w} = o] + 3 und diese letzte Gleichung behilt ihre Form auch
nach Durchfithrung willkiirlicher Normaltransformation (9) und willkiirlicher zu-

liassiger Parameterdnderung (11), was man durch leichte Berechnung zeigen kann.
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Die dquiaffinen Rdume sind im Rahmen der affinen Rdume durch die Gleichung
o] + o} + w3 = 0([3b], S. 377) charakterisierbar, so dass das System (R}) fiir die
in dem #quiaffinen Raum eingebettete Fliche «/(R)) die Form hat

dM = 0'J, + ©*J,, dJ; = 0}J; + Ko'J, + 0?J;,
dJ, = Ko?J, — wiJ, + 0o'J;, dJ; = 03], + 03J,,

d.h., R} ist dann das Frenetsche Dreibein im Sinne des Buches [3b], S. 398, (1.8,).
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Pe3rome

HOPMAJILHBIE PENEPHI IOBEPXHOCTU /3 5, I

BAILIJTIAB TABEJI (Vaclav Havel), Bpuo

MeTo0M (QUKTMBHOTO MOrpyxeHus B ahdunHOE mpocTpancTBo [4¢] mocTpoeHst
HOPMaJIbHble Dellepbl MOBEPXHOCTH 531 KOODJAMHATHBIE OCH pelepa BBIGPaHBI
B aCUMIITOTUYECKUX KacaTeJbHBIX UB T.H. NpsiMoi JlemysieHa CeTU aCHMITOTHK.
Wccnenosansl 4acTHBIE ciyyan Habopa opT Ha 3TUX ocaxX. V3y4eHBI TOJBKO IO-
BEPXHOCTU C AECHCTBUTENBHBIMM aCHMITOTHKAMH; I€OMETPUYECKHH CMBICI Habopa
OpT HOpMaJIbHOTO penepa ¥ adbHHHON KPHUBU3HBI M Kpy4eHHUs: OyAeT U3yYeH B Jajlb-
Helei yactu paboTsl.
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