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DIE LOSUNG DER GEMISCHTEN RANDWERTAUFGABE
UND DES PROBLEMS MIT EINER INTEGRALBEDINGUNG
»IM GANZEN“ FUR EINE NICHTLINEARE PARABOLISCHE

GLEICHUNG MIT DER NETZMETHODE

KAREL REKTORYS, Praha

(Eingegangen am 2. Mirz 1961)

Die vorliegende Arbeit ist im Grunde eine Anwendung der Ergebnisse der
Arbeit [1] zur Losung zweier Probleme der nichtlinearen Warmeleitung.

L

Beim Studium der Wiarmeleitung in Betonmassiven stossen wir auf zwei charakte-
ristische Probleme. Das erste ist die gemischte Randwertaufgabe fiir eine nicht-
lineare parabolische Differentialgleichung

2 2
(1) ou = A(x,1,u) ou + B(x, t,u) (6_14) + C(x, t, u) Ou + D(x,t,u)u + E(x, t,u)
ot ox? 0x ox

auf einem Rechteck Q = <0; 1> x <0; >, wobei auf den Seiten t = 0, x = 1 dieses
Rechtecks die Randwertfunktionen vorgeschrieben sind und auf der Seite x = 0 die
Newtonsche Bedingung des Wirmeiiberganges (Kap. II) vorgeschrieben ist. Die
Randbedingungen sind allgemein unstetig. Diese Aufgabe ist im Kapitel II gelost,
wobei wesentlich die Ergebnisse der Arbeit [1] benutzt werden.

Im Kapitel III wird das zweite charakteristische Problem, das Problem

der Gleichung
2 2
(2 ou _ A(x, 1, u) ou + B(x, 1, u) ou + C(x, 1, u) ou + D(x, 1, u, z)
ot ox? ox ) 0x

mit der Integralbedingung
t

3) (6 1) = f DLx, & u(x, O), 2(x, 0)] dC
0

gelost. Diese Bedingung bedeutet physikalisch, dass die Intensitit D der inneren
Wirmequellen (Hydrationswirme) von der Menge der schon hydratierten Wirme
abhingt, welche durch das Integral (3) gegeben ist.
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In den Kapiteln IT und IIT werden auf Grund der Ergebnisse des Kapitels I1I
der Arbeit [1] beide Probleme nicht fiir die Gleichungen (1) und (2) geldst, sondern
fiir die entsprechenden quasilinearen Gleichungen.

II. LOSUNG DER GEMISCHTEN RANDWERTAUFGABE

In diesem Kapitel wollen wir die gemischte Randwertaufgabe fiir die Gleichung

2 ~
(4) Ou = A(x, t, u) Ou + B(x, t, u) Ay C(x,t, u) u + D(x, t, u)
ot ox? ox

auf dem Rechteck

©) 0 =<0;1) x {0;7)
16sen. Dabei seien auf den Seiten t = 0, resp. x = 1 die Bedingungen
(6) u(x,0) = f(x), resp. u(l,1) = g(1)
vorgeschrieben, auf der Seite x = 0 sei die Newtonsche Bedingung
du
7 — = — ku,
™ o
d. h.
ou
8 — = ku,
(8) .

vorgeschrieben. Wir setzen zuerst voraus, dass k eine positive Konstante ist (siehe
Anmerkung 3).

Anmerkung 1. Die Newtonsche Bedingung in der Form (7), resp. (8) erhalten
wir aus der gewOhnlichen Form

(¥) X ku K]

dn
wenn wir die Substitution u = @ + h(r) beniitzen. Die transformierte Gleichung ist
von demselben Typ und hat auch geniigend glatte Koeffizienten, wenn h(r) zwei
Ableitungen auf dem Intervall <0; ) besitzt (zu unseren Zwecken geniigt es, wenn
h'(1) auf dem Intervall 0; 7> die Lipschitzsche Bedingung erfiillt).

Satz 1. (Glatte Randbedingungen). Die Koeffizienten A, B, C, D der Gleichung (4)
mdogen dieselbe Bedingungen wie im Satz 1 der Arbeit [1], Kap. 11, erfiillen. Die
Funktion f(x) habe auf dem Intervall <0; 1) drei stetige Ableitungen, wovon die
letztere auf dem Intervall 0; 1) der Lipschitzschen Bedingung geniigen méoge; die
Funktion g(t) habe auf dem Intervall {0; t) zwei stetige Ableitungen; im Punkte
{1;0) gelte '

(9) f(1) = 4(0)
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und

(10) 9'(0) = A[1; 0; f(1)] £(1) + B[1; 0; £(1)] £/(1) +
+ C[1;0; f(1)] f(1) + D[1;0; f(1)] .

Weiter sei

(11) 0 =0, £(0)=0

und fiir x = 0,t =0, u = 0 gelte weiter

(12) Af"(0) + (A, + B — kA)f"(0) + D, — kD = 0.

Dann existiert gerade eine Funktion u(x, t), welche auf dem Rechteck Q einschliess-
lich des Randes stetige Ableitungen
ou 0*u  du

13 e, —
(13) ox o0x* ot

besitzt und das Problem (4), (6), (8) ldst.
Ist |f(x)] £ K, |g(1)] < K, so gilt fiir |u(x, f)| die Abschdtzung (6) aus [1], Kap. IL.

Der Beweis der Eindeutigkeit der Ldsung ist dem Beweis von Satz 1, [1]
Kap. 1I, dhnlich. Der Unterschied u = u, — u; von zwei Losungen mit den ange-
fiihrten Eigenschaften erfiillt auf Q die Gleichung (14), [1], Kap. II, mit den Rand-
bedingungen
(14) u(x,0) =0, u(l,)=0, 24(0,1) = ku(0, 7).

x

Mit Hilfe der bekannten Substitution
(15) u = v

erzielen wir, dass der Koeffizient bei v in der Gleichung, welche der angefiihrten
Gleichung (14) entspricht, negativ wird. Die Funktion v kann dann in Q weder ein
positives Maximum noch ein negatives Minimum auf Q haben. Auf den Seiten x=1,
t = 0 ist v = 0. Auf der Seite x = 0 kann die Funktion v kein positives Maximum
auf Q haben. Wiirde ndmlich in irgendeinem Punkte P(0; t,) dieser Fall eintreten
[also v(0, t,) > 0], wiire in diesem Punkte dv/dx < 0, was der letzten Bedingung (14)
widerspricht. Auf gleiche Weise kommen wir zu einem Widerspruch, wenn wir
voraussetzen, dass in irgendeinem Punkte (0, ¢,) die Funktion v ihr negatives Mini-
mum auf Q erreicht.

Also ist v = 0 in Q und daher auch u = 0 in Q, was wir beweisen sollten.

Die Giiltigkeit der Abschiitzung (6), [1], Kap. II, beweist man dhnlich wie in dem
zitierten Kapitel. Es wird wieder der Umstand ausgeniitzt, dass die Funktion u, resp.
die transformierte Funktion v kein positives Maximum resp. negatives Minimum
auf’ Q auf dem Rande x = 0 erreichen kann.
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Den Beweis der Existenz der Lésung fiihren wir dhnlich wie in Arbeit [1],
Kap. 11, mit Hilfe der Netzmethode durch. Die Gleichung (4) ersetzen wir durch

die Differenzengleichung
. —u. Au. Au.
(16) “_Lﬂl__l_k = A, =~y B,.,,%‘ + Cytty + Dy .

Die Bedingung (8) auf der Seite x = 0 driicken wir in Differenzenform aus,

AuOk Ui — Uor
17 — = = = kuy,,
( ) h h Ok

woraus wir (fiir bekannte uy) 1o, sofort eindeutig bestimmen kénnen,

u
18 Ugy = —F— .

(18) * 1% hk

Wir beweisen wieder wie in Arbeit [1], Kap. II, die gleichmssige Beschriinktheit der
Netzfunktion u; und der entsprechenden Differenzenquotienten:

Die gleichmissige Beschrianktheit der Netzfunktion u; wird auf Grund des Be-
weisgedankens von Lemma 2, [1], Kap. II, bewiesen. Mit Hilfe der Substitution (29),
[1], Kap. II, beweisen wir, dass wenn |v,| in der k-ten Zeile durch die Konstante
M + a beschriankt ist, so wird |v;,| durch diese Konstante auch in jedem inneren
Punkte der (k + 1)-ten Zeile beschriankt. Im Punkte (1, #,,,) wird |v,| durch diese
Konstante auf Grund der Beschrinktheit der Funktion g(f) durch die Konstante K
beschrinkt, im Punkte (0, #,. ;) auf Grund der Gleichung (18): ist ndmlich uy 44, > 0,
so folgt aus Gleichung (18) 0 < g 441 < Uy g41, ISt Uy gyq <0, SO iSt Uy 44q <
< Ugr+1 < 0 und dasselbe gilt auf Grund der Gleichung (15) fiir die Netzfunktion
v, Die weiteren Beweispunkte bleiben unverédndert.

Auch der Beweis der Beschrianktheit von

Au;
(19) Pik = Tk
ist auf Grund von Lemma 3, [1], Kap. II, sehr einfach. In den Punkten auf x = 0
ist (19) auf Grund von (17) gleichmdssig beschriinkt, denn die rechte Seite von (17)
ist mit Riicksicht auf die gleichméssige Beschrianktheit der Netzfunktion ug, be-
schrinkt. Der weitere Beweisvorgang ist wiederum derselbe wie in [1], Kap. IL

Wir beweisen die Beschrinktheit von

A%y,
(20) =t

Zu diesem Zwecke erweiterten wir das Netz auch auf die Punkte auf der Gerade
x = —h derart, dass die Gleichung (16) auch in den Punkten des Randes x = 0
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erfiillt wird. Es ist also notwendig die Werte u_, , zu bestimmen. Zu diesem Zwecke
differenzieren wir die Gleichung (17) nach ¢ und teilen mit I,

A u; - u;
(21) % = kqo (qik = %")

und fiir go und Aqq/h setzen wir aus (16) ein:

3 2
(22) A,kA—u—"" + (Ax + A, é%"«" + BU,> Ah";"" + <Bx + B, %‘) Atlgr

h? h

A
+ Clk ZOk + (Cx + Cu AZOk) Hok + (Dx + Du é%) =

A? A
=k (AOk hu"" + By, :0" + Coulior + DOk).

(Dabei hingt k vor der letzten Klammer freilich mit dem Index der Funktion ug
nicht zusammen.) Die Gleichung (22) bestimmt die Funktion u_, , (fiir geniigend
kleine h) eindeutig. Es geniigt die Gleichung mit der Zahl h* zu multiplizieren oder
aus ihr p_, ; zu berechnen.

Wir differenzieren jetzt die Gleichung (16) zweimal in Bezug auf x. Wir erhalten
die Differenzengleichung fiir

(23) T = ——5—

Von p;, haben wir schon bewiesen, dass diese Funktion auf Q beschriinkt ist, | p,| <
< P. Wir wenden die schon mehrmals beniitzte Substitution

(24) P = G(Uik)
an, wobei G(v) die Funktion (61) aus [ 1], Kap. I1, ist, wo wir P fiir H schrieben. Durch
Beniitzung dieser Substitution beweisen wir wieder (siche [1], Kap. II): Ist Ry =
= Avy/F in der k-ten Zeile durch eine geniigend grosse Konstante R; von obem
beschrdnkt, so ist R, durch diese Konstante auch in jedem inneren Punkte der
(k + 1)-ten Zeile beschrinkt. Die (gleichmissige) Beschriinktheit von R;, auf der
Seite x = 1 wird wie in [1], Kap II, durch Erweiterung des Netzes auf Punkte mit
der X-Koordinate x = 1 + h bewiesen.

Wir untersuchen den Verlauf von R;;, auf dem linken Rande, d.h. fiir die Punkte
des Netzes, fiir welche x = 0 ist. Durch Differenzieren von (24) erhalten wir

A%

(25) ' Fie hz’“‘ = G'Ry,

Ar,  Au

i ” IARi
(26) h=—h3—'”=GR%k+G—",
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wobei die Werte G, G” in den passenden Punkten zu nehmen sind. Durch Einsetzen
von (25) und (26) in (22) erhalten wir fiir i = 0

’ AR ” 7
(27) AuG h°“ = —AG'RYy + (kAo — Ay — AuPox — By) G'Rop + ... .

Auf der rechten Seite der Gleichung (27) steht ein quadratischer Ausdruck fiir Ro,,
a,RZ, + a,Rg + %y, mit beschrinkten Koeffizienten «,, @, und einem scharf
positiven Koeffizienten o, (denn es ist 4y, > const. > 0, G” < const. < 0). Es existiert
daher sicher eine bestimmte Zahl R, derart, dass die rechte Seite der Gleichung (27)
fiir Ry, = R, positiv ist, also ist ARy, /h > 0, woraus folgt, dass wenn Ry, = R, ist,
R in der k-ten Zeile nicht der Maximalwert von R, sein kann.

Weil in der ersten Zeile die Funktion Ry (fiir k = 0) gleichmissig auf Grund der
Voraussetzungen iiber die Funktion f(x) beschriinkt ist, ist Ry, (fiir alle n) von oben
in Q gleichmissig beschrinkt.

Durch Anwendung der Substitution p; = G(v,), wo G(v) eine so modifizierte
Funktion G(v) ist, dass in der Gleichung (61) aus [1], Kap. II, — F statt F geschrieben
wird (dadurch erreichen wir in der Gleichung (27) einen negativen Koeffizienten bei
dem Glied R3,), beweisen wir die gleichmissige Beschrinktheit der Funktion R, von
unten. Wir beobachten hierbei, dass wir E in der Gleichung (61) so klein wéihlen
konnen, dass sich G'(v)/G'(v) auf dem Intervall (—1; 1) beliebig wenig von Eins
unterscheidet.

Also, ist R eine passend gewiihlte Konstante, so ist |r;| < R gleichmissig auf Q
fir alle n.

Aus (22) folgt auch die gleichmissige Beschrinktheit des Gliedes

) Au
(29) h30k ’
also nach (16) auch die Beschrénktheit von
Aqor
30 70k
(30) !

auf der Seite x = 0 des Rechteckes Q. Weil wir die gieichméssige Beschrinktheit des
Gliedes (30) in den inneren Punkten und fiir die Punkte mit der X-Koordinate
x = 1 — h beweisen konnen (siche [1], Kap. 1I), haben wir auch die Beschrinktheit
des Differenzenquotienten

Aqy Apy,
31 =
(31) . 1

auf Q bewiesen.
Durch einen #hnlichen Kunstgriff mit welchem wir die Beschrinktheit von A%u,/h?
auf Q bewiesen haben, beweisen wir auch die Beschriinktheit von

Ag;
) 2
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und dadurch auch die Beschrianktheit des Quotienten

auf Q. Einzelheiten fiihren wir nicht an; es wird die Bedingung (12) wesentlich ange-
wendet, welche fiir 1 = 0 die gleichmiéssige Beschrinktheit der Differenz

A*u
34 —L0
(34 h*
und dadurch auch der Differenz

Aqu 0
(35) e

garanticrt. Aus der Beschrianktheit der angefiihrten Differenzen folgt nun schon auf
bekannte Weise die Behauptung unseres Satzes.

Anmerkung 2. Zu dem Problem mit geniigend glatten Randwertbedingungen
konnen wir dieselben Anmerkungen iiber die Voraussetzungen von den Koeffizienten
der Gleichung (4) wie in [1], Kap. II (Anmerkung 6) machen.

Anmerkung 3. Wie aus dem Beweis zu sehen ist, kommt man zu keinen Schwie-
rigkeiten, wenn in der Bedingung (8) k nicht eine Konstante ist, sondern wenn auf der
rechten Seite der Gleichung (8) resp. (8'), die Funktion f(t, u), welche eine ansteigende
Funktion der Veranderiichen u ist, steht.

Satz 2. (Unsiet{ge Randbedingungen.) Die Voraussetzungen iiber die Koeffizien-
ten A, B, C, D der Gleichung (4) seien dieselben. Die Funktionen f(x) und g(t)
seien auf dem Intervall {0;1) resp. {0;t) stiickweise stetig, die Funktion h(t)
(siche Gleichung (8')) habe auf dem Intervall 9; t) eine stetige Ableitung. (In den
Punkten (0; 0) und (0; 1) machen wir keine speziellen Voraussetzzmgen.) Dann exis-
tiert in Q gerade eine beschrénkte Losung u(x, t) der Gleichung (4), welche zu den
Funktionen f(x) resp. g(t) in jedem Punkt, in dem sie stetig sind, stetig fortsetzbar
ist, welck auf dem Rande x = 0 fiir t > 0 eine stetige Ableitung

ou
36 —
(36) o
besitzt und die Bedingung
(37) L
0x

erfiillt. (Ist f(x) < K, |g(1)| < K, |h(1)] = K so gilt fiir u(x, 1) dic Abschitzung (6)
aus [1], Kap. II).

Beweis. Die Eindeutigkeit folgt aus der Eindeutigkeit der Losung bei glatten
Randbedingungen (Satz 1) mit Hilfe der Methode der Arbeit [2]. Die Existenz der
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Losung beweisen wir dhnlich wie in [1], Kap. II: Wir bilden eine Folge der Funk-
tionen u,(x, ), welche den glatten Randbedingungen

(38) fulx)s gu(t), h(1),

die die Funktionen f(x), g(¢), h(7) (im Sinne der lokal gleichmissigen Konvergenz)
approximieren, und den Mittelwertfunktionen A,, B,, C,., D,, entsprechen. Wir
beweisen, dass die Folge u,(x, f) zu der gesuchten Losung konvergiert. Zu diesem
Zwecke beweisen wir zuerst die gleichmdissige Beschranktheit der Ableitungen

() au, , du,, ’ o%u,, ’ o%u,, ’ ’u,, ’ ’u,

Ox ot ox? oxot  ox? ox? ot

auf einem beliebigen in Q liegendem Rechteck Q, mit den den Koordinatenachsen
parallelen Seiten. Wir beweisen weiter, dass die Bedingung (37) erfiillt ist. Die Er-
fiillung der Randbedingungen auf x = 1, t = 0 werden wir nicht beweisen (dies
wird durch die bekannte Barriermethode leicht gezeigt).

Wir fithren den Beweis der Beschriinktheit der Ableitungen (39) dhnlich wie in [1]
Kap. II, nur mit dem Unterschied, dass wir die Funktion g(x) in der Gleichung (105)
gleich Eins fiir alle x < 1 —20 setzen (also nicht gleich Null fiir 0 £ x £ § wie dies
der Fall in [1] war; wir merken noch an, dass die Funktion g(x) nicht mit der Funk-
tion g(t) zusammenhéngt).

Wir bezeichnen

(40) 0, =<0; 1 — & x <0; 15.

Durch die Substitution
= G(v,) = G( )
tg

und durch Differenzieren der Gleichung (4) (fiir u,,) erhalten wir eine Gleichung fiir

ow,
41 O
(41) 0x
(vgl. Gleichung (106), [1], Kap. II), welche in Q; bei Nullrandbedingungen fiir
0w,,/0x auf den Seiten x = 1 — ¢ und ¢t = 0 und der Bedingung

(42) % a_:_m = kt[up — h(1)]

auf der Seite x = 0 gilt. Aus (42) folgt die Beschrinktheit auf der Seite x = 0;
die Beschréanktheit auf Q, folgt aus der Gleichung fiir ow,,/0x auf dhnliche Weise wie
in [1], Kap. IL. Also wird die Funktion du,,/0x (gleichmdssig in Bezug auf m, unab-
hingig von der Glattheit der Randbedingungen) auf dem Rechteck

(43) 0, =<0; 1 =20y x o5 1, 1, >0,
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beschrinkt sein. Durch Anwendung der Substitution

(44) - G((“?y—“m)

wobei die Funktion G die Funktion (61) aus [1], Kap. II ist, beweisen wir die Be-
schrinktheit der Funktion

0%u
45 m
(45) P

auf dem Rechteck Q; = <0; 1 — 46> x {t;; r),’ t, > ty, von oben; dabei gilt
g(x) = 0 auf dem Intervall {1 — 36, 1> und g(x) = 1 fiir 0 £ x < 1 — 44:

Wir wollen zuerst die Punkte auf dem Rande x = 0 untersuchen. Die Funktion
(44) hat in der Umgebung des Randes x = 0 die Form

t— 1t

Durch Differenzieren der Randbedingung (37) nach t und durch Einsetzen aus Glei-

chung (4) (mit den Koeffizienten 4,,, B,,, C,,, D,,) erhalten wir auf dem Rande x = 0
die Bedingung

(46) A

3 2
TUm (A + A + By) Ll

ox3 ox?
ou,,

+ (Bmx + Bmupm + Cm) _a— + (me + Cmupm) Uy, +
X

2
Ctm g %m o ¢+ D,y — (1) |
ox? ox

+ Dmx + Dmupm =k [Am

Wenn wir (44) in (46) einsetzen und 0y,/0x = R,, bezeichnen, so erhalten wir eine
Gleichung von der Form

(47) a6 — B L (4 GRE 4 R, + ),
_ t—ty 0x  (t— to)

wobei die Koeffizienten «;, a, beschriinkt (unabhingig von m) sind. Weil —4,,G” >
> const. > 0 ist, ist fiir geniigend grosse R,, (R,, = R,)

R
(48) Ry,

0x
also, wenn in dem Punkte (0; t) R,, = Rj ist, kann in diesem Punkte R,, nicht maxi-
mal auf Q; sein. Die Beschrinktheit der Funktion R, von oben innerhalb von Q,
beweist man auf gleiche Weise wie in dem vorhergehenden Fall [1], Kap. II.
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Fiir die Beschrinktheit von unten wenden wir wieder die Funktion (44) an, wobei
diesmal G(v) die Funktion (61) aus [1], Kap. II, vorstellt, wo wir — F statt F schrei-
ben. Aus der Gieichung

R
TUnm _ o R,
ox? t— 1,

folgt dann die gleichmissige Beschrianktheit von 6%u,,/0x? auf Q.

Aus (47) folgt dann die gleichmissige Beschrinktheit von d%u,,/ox® auf x = 0,
te {ty; vy und dadurch die gleichmissige Beschrdnktheit auf x = 0, t € {1,; 1) der
Ableitung

*u
49 —ZZm
) 0x ot
Weil die Beschriinktheit der Ableitung (49) in den iibrigen Punkten des Rechtecks
(50) 0y =<0;1—68) x {tyity, 1, >1

in gleicher Weise wie frither bewiesen werden kann, haben wir auf 0, die Beschriankt-
heit der Ableitungen

ox*’ ox ot

(s1) o%u,, u,,

sichergestellt. Die gleichmassige Beschrintkheit der Ableitung
3
(52) a u,,
ot 0x*
auf dem Rechteck

(53) Do = (20; 1 — 88> x {t3;1>, 13> 1y

wird auf gleiche Weise wie im vorhergehenden bewiesen.

Hiermit ist bewiesen, dass wir aus der Funktionenfolge u,(x, t) einc Folge aus-
wihlen kénnen, welche auf Q einschliesslich u,,y, U, Uy, gleichmissig konvergiert.
Die Grenzwertfunktion wird in Q, die Ableitungen

(54) O_u , 6_2” , gl.‘

0x ox? ot

besitzen und in Q, die Gleichung (4) erfiillen. Weil dieser Schluss fiir alle Recht-
ecke @, gilt, wird u(x, t) die Lésung der Gleichung in Q sein. Weil weiter in 0, die
Ableitungen (51) gleichmdssig beschrinkt sind, wird die Funktion u(x, t) auf x = 0
fiir £ > 0 eine Ableitung du/0x haben, welche offenbar die Bedingung Ju/dx =
= k[u — h(1)] erfiillt. Hiermit ist der Beweis von Satz 2 gebracht.

Anmerkung4. Der in Anmerkung 3 angefiihrte Fall bildet keine Schwierigkeiten.

Anmerkung 5. Aus dem vorhergehenden folgt die Anwendbarkeit der Netz-
methode zur Losung der gemischten Randwertaufgabe. Fiir glatte Randbedingungen
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(Satz 1) konvergiert die Folge der Netzfunktionen u,(x, t) gleichmissig auf O,
fiir nichtstetige Randbedingungen (Satz 2) gleichmissig auf jedem Rechteck O,
0 =0;1—a) x{5tH,wo0<a<l1,t >0 ist. Also gleicherweise wie in [1],
Kap. I gilt:

Satz 3. Die Netzmeihode fiir das gemischte Randwertproblem konvergiert.

II. DIE LOSUNG DES QUASILINEAREN PROBLEMS
MIT EINER INTEGRALBEDINGUNG

Wir 16sen die Gleichung

P N2
(]) (;'i = A(“‘a z “) (-]_u + B(x’ L u) E‘)ﬂ + C(X, L, Z)
at ox? Ox

mit der Integralbedingung
) . f Clx. . u(x, 0), 2(x, )] dC -
0

Auf den Seiten des Rechteckes @ = <0; 1> x <0; t) seien die Randbedingungen
(3) u(x, 0) = f(x), u(0;1) =g(t), u(l,1)= h(1)

vorgeschrieben. Wir setzen voraus, dass fiir alle (x, 1) € Q, u € (— o0, ©), z € (— 00, 00)
|C| < y gilt. Es sei weiter fiir alle (x, 1) € 0, u € (— c0, ), A > 0. Weiter sei | f(x)| <
< K, lg()] £ K, |h(r)] £ K. Wir bezeichnen max (K, y) = M. Dann, wenn eine
in Q stetige Losung u(x, 1), z(x, ) des Problems (1), (2), (3) existiert, ist (vgl. Lemma 1,
[1], Kap. II)

(4) lu(x, 1)] = Mé
und offensichtlich
(5) Iz(x, t)| Syr=c.

(Es ist wieder zu sehen, dass die Bedingung unendlicher Intervalle durch eine schwi-
chere isedingung ersetzt werden kann.) Wir bezeichnen

(6) R x {(—c¢,c)=S.

Satz 1.{Glatte Randbedingungen.) Die Funktionen A, B und die Funktionen (3)
mégen die gleichen Voraussetzungen wie im Satz 1, [1], Kap. Il erfiillen. Weiter

seien die Funktionen
(7) C5 Cx: Ct’ Cu’ Cz’ Cxx7 Ctx’ Clu’ Ctzﬂ Cuu’ sz’ Cxu’ sz’ C

uz

in S stetig, wobei die letzten acht Funktionen die Lipschitzsche Bedingung in
Bezug auf x, u, z erfiillen. Es gelte weiter

®) g'(0) = 4[0,0,£(0)]/"(0) + B[0,0,/(0)] f'(0) + CI0, 0,(0), 0],
h(0) = A[1,0,/(1)] /(1) + B[1, 0, f(1)] £(1) + C[1,0,£(1),0].
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Dann existiert gerade eine Losung u(x, 1), z(x, t) des Problems (1), (2), (3), welche
einschliesslich der Ableitungen

() u QPu ou 0z Pz

ax’ ox*’ o’ ox’ ax? ot
auf Q stetig ist. (Dabei sind nach dem vorangehenden die Ungleichungen (4), (5)
erfiillt.)

Beweis. A. Eindeutigkeit der Losung. Betrachten wir zwei Funktionenpaare
uy(x, 1), zy(x, 1) 5 uy(x, 1), z5(x, 1)
mit den angefiihrten Eigenschaften. Wir bezeichnen
(10) U=1uy, — Uy, z=2,—2.

Die Gleichungen (1), (2) schreiben wir fiir das erste Paar in der Form

(11) Fx, bty Uy Uy Uys 23) = 0,

(12) z = j "%, G uy(x, O 24, 0] L,
0

fiir das zweite Paar in der Form

(13) F(x, 1, U, tggy Ugy, Upers Z5) = 0,

(14) Z, = ~rC[x, L ouy(x, 0), zo(x, 0)] dC.
0

Wenn wir nun die Gleichung (11) von der Gleichung (13) und die Gleichung (12)
von der Gleichung (14) subtrahieren, erhalten wir Gleichungen fiir u, z:

JoF oF oF oF ' OF

(15) —u+t — Ut — U+ — U+ —2z=0,
du Ju, ou, Uy 0z
t
(16) z = a—Cu—+—£z d¢,
o\ du 0z

wobei die Ableitungen der Funktionen F und C nach dem Mittelwertsatz fiir geeigne-
te Werte u, u,, ... zu nehmen sind. Es ist

- o,
Ju, Ou,, Ju,
OF oF oC 0
18) — S, |—|=|—|=Sa, —‘éa,
( ou ! 0z | 0z 2 ou | ’

wobei a,, ay, 3 geeignete Konstanten sind; die Ableitungen 0C/0z, dC/du sind be-
schriankt nach den Voraussetzungen iiber die Funktion C, die Ableitung dF/0u ‘ist
beschrinkt nach den Voraussetzungen iiber die Koeffizienten 4, B und iiber die
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Beschriankthen der Ableitungen der Losung auf (. Die Funktion u erfiillt die
Nullrandbedingungen, z(x, 0) = 0.

Wir behaupten nun, dass
(19) u(x,1) =0, z(x,1)=0 auf Q

gilt. Wir bezeichnen max (o, oy, o3) = o, so dass

(20) Mg P12z [<a
|Ou 0z |0z Ou |
gilt. Die Gleichung (15) iiberschreiben wir auf die Form
(21) %=Aﬁl{+B?—L—l+Du+Ez
: ot ax? ox
und fiithren die Funktion v mit Hilfe der Substitution
(22) u= ¢
ein, wobei ¢ = 2« ist. Wir erhalten
(23) o =4 _62 + B(lv + D'v + Ee™ %'z,
ot ox? ox
(24) - = f (Fo + Gz)dL,
0
wobei wir F = (0C/ou) €', G = dC/0z bezeichnet haben, also ist
(29) IF| < e, |F]+ |Gl <a +a=§.
Gleichzeitig ist
(26) D' —g.
Wir wahlen t; > 0 derart, dass
(27) Bt, <1
gilt un:i betrachten die Gleichungen (23), (24) auf dem Bereich
(28) 0y =<0; 1> x <051,

(mit Nullrandbedingungen fiir die Funktion v). Weil nach (4) und (5) die Funktio-
nen u, z und daher auch die Funktionen v, z beschriankt sind,

(29) bl SN, |zl £ N,
ist nach (24)
(30) Iz(x, 1) < BNt .

Hieraus folgt jedoch nach (26) und nach den bekannten Eigenschaften der Gleichung
(23), dass
(31) lo(x, 1)] < BNt
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ist. (Denn die Voraussetzung, dass die Funktion v(x, f) in irgendeinem Punkte aus Q
ein positives Maximum erreicht, welches grésser als (31) ist, fiihrt wegen (26) zum
Widerspruch; dhnlich auch fiir ein negatives Minimum.)

Dic Funktion u(x, t) moge auf Q, ihr positives Maximum v, > 0 im Punkte
(xo, to) € Oy erreichen. (Dieses Maximum ist nach (31) nicht grosser als Nt,).
Wenn wir (30) und (31) in Erwigung zichen, so folgt aus (24) |z(x, 1)] < NB* .32
und aus (23) wieder |o{x, 1) < NB*. 212, Wenn wir diesen Vorgang mehrmals wieder-
holen, erhalten wir mit Riicksicht auf (27) das Ergebnis, dass [v(x,. 1,)] eine beliebig
kleine Zahl ist, was einen Widerspruch mit der Voraussetzung v, = const. > 0
gibt. Derselbe Schluss gilt auch fiir ein negatives Minimum. Also ist auf 0, v(x, t) =
=0, also auch z(x, 1) = 0. Hiermit ist der Beweis der Eindeutigkeit der Ldsung
gebracht, denn der weitere Vorgang auf dem Rechteck Q (fiir das ganze Intervall
<0, ©) ist offensichilich.

Anmerkung 1. Aus dem angefiihrtem Vorgang folgt die stetige Abhdngigkeit der
Losung von den Randbedingungen im Sinne der Anmerkung 3, [1], Kap. IL.

B. Beweis der Existenz der Losung. Diesen Beweis fithren wir wieder mit
Hilfe der Netzmethode durch. Die Gleichungen (1) und (2) ersetzen wir durch die
Gleichungen

2
Auy, Au gy,

(32) qix = Aik _hz_ + Bik T + Cik >
wo Cy = C(xia T Uiks Zik) 5

k-1
(33) Zy = IAZOC(X& L Uijs Z4j) -

j=

In der nullten Zeile ist z; = 0, in der ersten ist z;; = IC(x;, Lo, Uy, 2;0) (ig = 0),
weiter z;, = [[C(x;, to, Usg, Zio) + C(X;, 1y, Uy, 2;4)] usw.; also ist

(34) Zigrr = Zy + 1C(X, i, Uy, 23) -

Unser Ziel ist es wiederum die gleichmissige (unabhidngig von der Wahl des

Netzes S,) Beschrinktheit der Funktionen uy, z; und ihrer Differenzenquotienten
zu beweisen.

Lemma 1. Die Netzfunktionen uy, zy sind auf Q gleichmdssig beschrdnkt. Fiir
alle Netze S, mit einem Index gréosserem als n ist die Funktion uy, durch die Kon-
stante (28), [1], Kap. 11, beschrdnkt, wobei es geniigt ¢ = | zu setzen, die Funk-
tion z wird durch die Konstante yt beschrankt.

Beweis. Fiir die Funktion u;, ist der Beweis eine fast wortliche Wiederholung des
Beweises von Lemma 2, [1], Kap. II; fiir die Funktion z; ist der Beweis trivial.

Lemma 2. Es existiert eine von den Koeffizienten der Gleichung (1) und den Rand-
bedingungen abhdngige, von n unabhdngige Konstante P derart, dass fiir alle
Netze S,, fiir die n grisser als eine geniigend grosse Zahl ny ist, | pyl = |Aug/hl = P
ist.
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Beweis. Wir beobachten zuerst einmal folgenden Umstand: Nach (33), (34) ist
{wenn wir

(35) 5k Z
bezeichnen)
Zip=0, Zy =[C,+ Cppio + C.Zy)
(wobei die Werte C, usw. in passenden Punkten ausgewertet werden miissen),

(36) - Zy, =Zy+ U C.+ Cppy + C.Z4),

Ziger = Zu + (Cp + Cppy + C.Zy) .

Aus (36) fithren wir folgenden Schluss leicht ab: Ist [p,| < T, dann ist
(37) |Zijs1l = a T + by
wobei ay, by (positive) von den Koefizienten C und seinen Ableitungen abhingige,
von k und dem Netze S, unabhingige Zahlen sind. Wir bezeichnen
(38) ICd <y, ICI=7y, ICl=y auf S,
max IZ,~,‘| =7Z.
Dann werden Z, durch die Losung der Gleichung

Yev1 =Y+ 1y + 9T+ yY), Yo=0,
d.h. der Gleichung
Yiv1 — Y

() :

mit der Anfangsbedingung Y, = 0, majorisiert. Die Y, werden jedoch bekanntlich
durch die Losung der Differentialgleichung

(40) Y =yY+ 9T +7y,

(41) Y(0) =0,

majorisiert. Die Losung von (40) und (41) ist Y = (T + 1) (¢’ — 1), was die Richtig-
keit dei Behauptung (37) bestitigt.

Weiter gehen wir wie bei dem Beweise von Lemma 3, [1], Kap. I, vor: Den
Beweis dessen, dass die Funktion py, auf dem Rande gleichmissig (durch eine Kon-
stante, welche wir P, bezeichen) beschrinkt ist,ist wortlich derselbe wie in dem zitierten
Lemma. Was die Beschrianktheit der Funktion p; in den inneren Punkten betrifft, ist
es notwendig eine gewisse Modifikation in dem Beweise des zitierten Lemmas durch-
zufiihren. Die rechte Seite der Gleichung (52), [1], Kap. I, in der wir fiir unseren
Fall C = 0 und statt D unsere Funktion C schreiben, wird ausser dem Glied ACy/h
noch das Glied von der Form

42)

=3Y, +3T+7y

oc Az,
0z h
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enthalten. Nach (37) ist
0C AZ, | _
— —=| = y(a,T + by).
0z h | n 1)

(43)

Ohne Anwesendheit des Gliedes (42) haben wir bewiesen, dass eine solche Zahl P,
gefunden werden kann, dass fiir |P;| > P das absolute Glied der rechten Seite der
Gleichung (75), [1], Kap. II, negativ wird, woraus mit Hilfe der Beweismethode von
Lemma 2, [1], Kap. II, folgt, dass aus der Beziehung |P;| < P; + a; in der k-ten
Zeile (fiir geniigend kleine h) die Beziehung |P;,.;| < P; + a; in der (k + 1)-ten
Zeile folgt. '
Wir wihlen fiir unseren Fall P; so gross, dass das absolute Glied der rechten Seite
der angefiihrten Gleichung (75) fiir |P,| > P; auch nach dem Hinzufiigen des
Gliedes y[a; max G'(v) 2P; + b, ], welches den Ausdruck (43) majorisiert, negativ

~12vs1

wird. Dann gilt wieder
[Pal < P3 + a3 = |P; 44|l S P3 + aj,

woraus die gleichmissige Beschrénktheit der Funktion p; und nach (37) auch der
Funktion Z; folgt. Um die Beschrdnktheit der Funktionen

2 2
P = A————Z"‘ und V, = A f"‘
h h

zu zeigen, wenden wir denselben Vorgang an. Wir bemerken leicht, dass fiir die
Funktion V;, eine der Ungleichung (37) dhnliche Abschitzung gilt. Denn nach (34)
gilt
Viker = Vi + I(Cyx + 2Cpy + CuPle + Cury + 2C,Zy + CLZ0% +
+ 2C,paZu + CVy) -

Aus der bewiesenen (gleichmissigen) Beschrinktheit der Funktionen py,, Z;, erhalten
wir leicht die lineare Abschitzung von der Form (37) fiir die Funktion |V; .| in der
Form |V, ;.| £ a,V + b,, wobei |r;| £ Vist, durch dessen Anwendung, auf gleiche
Weise wie schon gezeigt, die gleichméssige Beschrianktheit der Funktionen r; und
V, folgt. Hiermit ist auch die (gleichmiissige) Beschriinktheit der Funktion g, be-
wicsen. Der weitcre Vorgang nach dem Beweisvorgang des Satzes 1, [1], Kap. II,
macht keine Schwierigkeiten, denn nach (34) ist AZ,/l = C,. Damit ist Satz 1
bewiesen, denn der Beweis der Existenz der Ableitungen (9) aus der bewiesenen
gleichméssigen Beschrinktheit der Differenzenquotienten sowie der Erfillung der
Gleichungen (1), (2) und der Bedingungen (3) wird auf bekannte Art durchgefiihrt.

Anmerkung 2. Bei den vorausgesetzten glatten Randbedingungen konnen die
Voraussetzungen auf die Glattheit der Koeffizienten der Gleichung abgeschwicht
werder. Siehe Anmerkung 6, [1], Kap. II.

Satz 2. (Unsteige Randbedingungen.) Die Funktionen A, B, C mdégen die Vor-
aussetzungen aus Satz 1 erfiillen. Die Funktionen f(x), g(t), h(t) seien stiick-
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weise auf dem Intervall {0; 1) resp. {0; t) stetig. (Die Erfiillung der Bedingungen
(8) wird nicht gefordert.) Es sei

(44) If(x) <K, lgl <K, |h(1) £K.

Dann existiert in Q gerade eine Lisung u(x, 1), z(x, t) der Gleichungen (1), (2),
welche in Q durch die Konstante (4) resp. (5) beschrdnkt ist, wobei die Funktion
u(x, t) zu den Werten der Randfunktionen in jedem Punkte, in welchem diese
Funktionen stetig sind, stetig fortsetzbar ist.

Beweis. Wir bilden eine Folge
(45) uy(x, 1), uy(x, 1), ..oy up(x, 1), ...
(46) zy(x, 1), zo(x, 1), ooey Zp(X, 1), ...

von Losungen der Gleichungen (1), (2), welche der Folge geniigend glatter Rand-
bedingungen

(47) SlX)s gul1)s Bal?)

entsprechen, welche (im Sinne der lokal gleichméssigen Konvergenz) die Rand-
wertfunktionen f(x), g(t), h(t) approximieren, und der Folge der Mittelwertfunktio-
nen A,, B,,, C,, D,, entsprechen.

Wir zeigen, dass die Folgen (45), (46) zu bestimmten Funktionen

(48) u(x, 1), z(x,1),
welche die Losung der Gleichung (1), (2) sind, konvergieren. Die Erfiillung der
Randbedingungen im Sinne des Satzes 2 wird mit Hilfe der bekannten Barriermetho-
de gezeigt. Die Abschitzung (4) resp. (5) folgt durch Grenziibergang, die Eindeutig-
keit der Losung mit Hilfe der in Arbeit [2] gezeigten Methode.

Die Funktionen (45), (46) sind gleichmissig beschrinkt. Um zu beweisen, dass die
Folgen (45), (46) zu den gesuchten Losungen u(x, ), z(x, t) konvergieren, beweisen
wir die gleichmissige Beschrianktheit der Ableitungen

Oty Oty 92m O
ox ot T ax at’

auf einem beliebig gewihltem Rechteck Q,, dessen Seiten mit den Koordinatenachsen
parallel sind, und das in Q liegt. Der Beweis wird auf gleiche Weise wie der Beweis
in Arbeit [1], Kap. II, durch Beniitzung der Funktionen von der Form (61) und
(105) des angefiihrten Kapitels, gefiihrt. Den ganzen Beweis wollen wir hier nicht
wiederholen; weil jedoch in diesem Fall die Funktion z,(x, f) vorkommt, gibt es
eine gewisse Abweichung von der angefiihrten Methode, durch welche wir die
Beschrdnktheit der Funktion |0u,/0x| in einem inneren Punkte des betrachteten
Bereiches beweisen. Darum zeigen wir diesen Schritt nun, auch wenn er sehr dhnlich
der Differenzenanalogie aus Satz 1 ist.
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Um einer komplizierten Bezeichnung auszuweichen, werden wir das Funktionen-
paar u,(x, t), z,,,(k, 1) fiir einen Augenblick ohne Index bezeichnen, also nur u(x, f),
z(x, t). Diese Funktionen entsprechen den glatten Randbedingungen f,(x), g,(?),
h,(t) und den Koeffizienten A4, B,,, C,,, D,,. Wir fiihren leicht ab: Wenn

(49) po = max|—
o |0x
ist, so gilt
0z
(50) max |—| < azpo + b3,
o |0x

wobei a;, by von m unabhingige Zahlen sind. Wir schreiben ndmlich die Gleichung
(2) in dquivalenter Form 0z/dt = C(x, t, u, z), z(x, 0) = 0. Hieraus bekommen wir,
wenn wir du/dx = p, 0z/0x = Z bezeichnen,
oz
(51) > =C,+Cp+C2Z, Z(x,0)=0.
t

Offensichtlich ist |Z| auf dem Intervall <0; t) durch die Losung der linearen Diffe-

rentialgleichung

(52) —aa—:/=§+§po+§Y, Y(x,0) =0,

majorisiert, wobei y das Maximum der Funktionen |C,|, |C,|, |C,| auf § bedeutet.
Aus der Form der Losung der Gleichung (52),

(53) Y =(po + 1)(" = 1),

folgt sofort (50).
Wir fiihren eine neue Funktion v(x, t) durch die Substitution

(54) u = G(v)

cin, wobei G die Funktion (61) aus Kap. II. der Arbeit [1] ist. Wir erhalten die
Gleichung

2 ” . 2 1
(55) Ly S CCA N I T e
ot ox®> G \ox x G
durch deren Ableitung wir die Gleichung fiir P = dv/dx erhalten:
(56)
2 AN ” aA ”
op =A|:6—P + (9-> P 4—2%P6—P] + (Q/—i + —G'P)(Q’f + G_;ﬂ) +

ot Ox? ! 0x ox Ju ox G
. 6C a " ’
+ 6_B+(7_BG,P P+Ba—P+—1— —a—c“}'égG(P‘*‘“——E _G cp,
ox  Ou ox G\ ox ou 0z Ox G*
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oder

(s7) op RN Y e P
ot 0x G’ u
+ o, P? —{~oc2P+ot3+§£§z
0z 0x

wobei ay, a,, a3 nur von den Koeffizienten der gegebenen Gleichung abhdngen. Nach
(65) und (62) der Arbeit [1], Kap. 11, ist

"\ r A ”2
58 A G_ + 0A GI/ - 14_ G/” aA/au G Gr/ G é < 0 ,
A G' ?

! ou G’

wobei ¢ eine von x, , u unabhingige Konstante ist (die Funktionen G’, G”, G” sind
auf dem Intervall (—1; 1) stetig).

Es moge die Funktion |P| auf Q ihr Maximum P, in dem Punkte (x,, t,) € Q
erreichen. Wir zeigen, dass P, < o°, wobei «° eine bestimmte Konstante ist, gilt.
Aus der Beziehung max |P| £ P, folgt | p,| £ P, max G( v) = kP, (nach (61), [1],
Kap. II), also ist 0 Tlzes

loC 0z |

0z 0x

(59)

< y(askPy + bs).

In dem Punkte (xo, 7o) hat die Funktion P entweder ein positives Maximum oder
negatives Minimum (wir setzen P, + 0 voraus, denn sonst ist der Fall trivial). Es sei
also in (_xo, to) ein positives Maximum vorhanden. Wir behaupten nun, dass die
Funktion P, nicht grosser als eine bestimmte von der Funktion G und den Koeffi-
zienten der gegebenen Gleichung abhingige Konstante ist. Wirklich, wenn wir (59)
erwigen, stcht auf der rechten Seite der Gleichung (57) ein Polynom dritten Grades
mit einem negativen Kocffizienten bei dem Glied mit dritter Potenz, so dass fiir
genligend grosse P, die rechte Seite der Gleichung (57) negativ sein wird, wihrend
die linke Seite in dem Punkte (x,, yo) nicht negativ ist. Auf dhnliche Weise erhalten
wir: Ist im Punkte (xo, yo) € Q ein negatives Minimum der Funktion P auf Q vor-
handen, so kann P, wieder nicht zu gross sein. Auf gleiche Weise wird die Beschrankt-
heit der librigen Ableitungen bewiesen.

Zu dem Beweis der gleichmissigen Beschranktheit der Ableitungen der Funktio-
nen u,(x, 1), z,(x, t) (unabhingig von den Randbedingungen) geniigt es, das eben
angefiihrte Ergebnis, welches auf der Ungleichung (59) beruht, und die Funktionen
vom Typ (105}, [1], Kap. il, zu benutzen. Der Schluss ist dann wieder derselbe wie
in Arbeit [1], Kap. IL.

Aus dem vorhergehenden folgt wiederum:

Satz 3. Die Netzmethode fiir das Problem mit der Integralbedingung konvergiert.
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PesroMme

PEUIEHUE CMEIIAHHOW KPAEBOU 3AZIAYU U TPOBJEMBI
C UHTETPAJIbHBIM VCJIOBUEM [J1I HEJIUHEWUHOI'O
MMAPABOJIMYECKOI'O YPABHEHHUS IO METOJY CETOK

,»B LHEJIOM*“

KAPEJI PEKTOPBIC (Karel Rektorys), Ilpara

B paboTe npoBOAATCS T0OKa3aTeJIbCTBA CYLIECTBOBAHUS JIJISI CMEIIIAHHOM KpaeBoi
3a/1ayyl Uil ypaBHEHUS

2 2
@ ou _ A(x, 1, u)—aJi + B(x, t, u) ou + C(x, t, u)a—u + D(x, t,u)u + E(x, t,u)
ot ox? ox ox

W i HCpBOﬁ KpaeBoﬁ 3agavy [Jid ypaBHECHUS

ou 0%u ou\? oz
2 — = A(x,t,u)— + B(x, t,u)[— ) + C(x, t,u) — + D(x,t,u, z
@ G =t T e n ) (T o) s w2)

C MHTErpaibHbIM YCJIOBHEM
(3) z(x, 1) = f D[x, ¢, u(x, £), z(x, {)] dC .
()

Kpaesble ycioBusi, BooO1Ie roBopsi, pa3pbiBHBL. K penieHuio 3Tux aByx npobiiem
NPUBOJUT MCCICIOBAHUEC HEJIMHEHHBIX BOIPOCOB TEIUIONPOBOAHOCTH B OETOHHBIX
MaccuBax.

JlokazaTesibCcTBa CYIIECTBOBAHHS TIPOBOATCS 1O METO/ly CETOK B LIEJIOM, TIPHIEM
CYIIECTBEHHO MCIIOJIb3YIOTCS Pe3yJbTaThl.paboTel aBropa [1]. Ha ocHoBanuu sToi
paboTsl BMecTo ypaBHeHui (1), (2) MOXHO OrPaHUYMTECS PACCMOTPEHHEM KBA3HIIM-
HEWHBIX YPaBHECHUH.
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