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BEMERKUNG ZUR ARBEIT ,,MATHEMATISCHE THEORIE
DER TORSIONS- UND BIEGUNGSSCHWINGUNGEN
ANISOTROPER STABE“ VON A. APFELBECK

VAcLAV ALDA, Liberec

(Eingelangt am 5. Dezember 1960)

In der Arbeit sind kiirzere Beweise der Sitze von [1] angegeben; die Ver-
kiirzung wird durch die Anwendung des Satzes iiber das Spektrum eines
symmetrischen kompakten Operators erreicht.

1. A. APFELBECK ldst in seiner Arbeit [1] folgende Aufgabe: man soll die
Funktionen u, n bestimmen, welche das System
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und die Randbedingungen
2 L g TH 0o e - 41, 20,
ox3 ox? ox*  ox
erfiillen. Dabei «, ..., 0 sind die Materialkonstanten, welche dén Ungleichungen
(3) «a<0, fy <0, A=0as — By <0 (worausd > 0 folgt)

geniigen. Ausserdem sind fiir die Losung die Anfangsbedingungen

(4) u(x,0) = o(x), n(x,0) = p(x),
: uy(x,0) = y(x), nyx,0) = v(x).

I

vorgeschrieben.

Durch die Separation der Verdnderlichen u = U(x) . Ty(), n = N(x).T,(t) kann
das System (1) zur Form

(5) aU® + BN” = —QU, yU” + ON" = —AN
mit den Randbedingungen
(6) aU”(£1) + BN"(£1) =0, U"(£1)
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gebracht werden. Durch Elimination einer der Unbekannten hatte Apfelbeck eine
Gleichung sechster Ordnung erhalten, in welcher ausser A noch A% auftritt, wass die
durch die Greensche Funktion verwirklichte Untersuchung kompliziert.

Es wird gezeigt, wie man die ganze Untersuchung mit Hilfe der gut bekannten
Theorie der symmetrischen kompakten Operatoren im Hilbertschen Raume verkiir-
zen kann. Dabei ist die Untersuchung grésstenteils in [1] durchgefiihrt; die Verein-
fachung erscheint als Resultat der expliziten Anwendung des Hilbertschen Raumes.

Fiir Bestimmtheit sei vorausgesetzt, dass y > 0, f < 0 ist. Fiir die Paare (U, N)
der Funktionen aus I?{ —1, 1) sei das Skalarprodukt

. 1
™) (U N, (U2 W) = [ (GULT: = PN .
-1
eingefiihrt. Dadurch bekommt man den Hilbertschen Raum &. Nimmt man in diesem
Raume alle Paare (U, N), fiir welche U die vierte, N die dritte stetige Ableitung
besitzt, wobei U, N die Bedingungen (6) erfiillen, so bekommt man eine lineare Man-
nigfaltigkeit I, welche in § dicht ist.

Auf I sei der Operator 4 durch die Gleichung
(8) A(U,N) = — («aU™ + BN", yU” + 3N")

definiert. Jetzt gilt

1
(AU, Ny), (Ugy Np)) = = j {xpU1U; + By(N U3 + N3UY) + BSN(N3} dx
-1

(vergl. mit [1]) fiir (U, N,), (U, N,) €M, so dass A auf M symmetrisch ist. Da in
dem Ausdruck

1

9 (A(U.N). (U N) = — j (U + 2ByRN'T” + OIN'[?} dx
-1

die integrierte Funktion nichtpositiv ist (da 9*%y? — afys < O fiir 9] < 1 ist), so

ist A auch nichtnegativ.

Aus dem Systeme I transformieren sich in das zu § gehdrende Nullelement ge-
rade die Paare (U, N), fiir welche

(10) U=ay+ax, N=b,

gilt.

Da A symmetrisch ist, so transformieren sich die zu § gehdrende Elemente, welche
zu diesen Paaren orthogonal sind, in Elemente, welche ebenfalls zu diesen Paaren
orthogonal sind. Der Raum der zu diesen Paaren orthogonalen Elemente sei mit £
bezeichnet.

Der Operator A ist auf IM N & = M, schlicht, und es existiert zu ihm die inverse
Transformation B. Die Form von B kann leicht gefunden werden; man stellt fest,
dass B ein kompakter auf & definierter Operator ist. Ein Teil davon folgt aus der

623




Tatsache, die man leicht beweisen kann, dass 4 auf der Menge M, welche in & dicht
ist, einen positiv definiten Operator darstellt.

Wir werden jetzt B suchen: Es sei das Paar (f, g) € & gegeben; man soll die Funk-
tionen U, N derart finden, dass

(11) aU® + BN” = f,

(12) yU” + 6N" =g¢g,

gilt, wobei U, N die Randbedingungen (6) erfiillen und

(13) (U, N)eM,

gilt. Zuerst sei vorausgesetzt, dass g absolut stetig ist. Anstatt (12) sei die Gleichung
(12) yU® + 6N” = ¢’

und die Bedingung

(12") YU"(—=1) + 6N"(—1) = g(—1)
in Betracht genommen. Aus (11) und (12’) folgt

(14) U® = Af + Bg', N" =Cf+ Dg’,
wo

09 (5 (€00

ist. Durch das Integrieren von (14) folgt
v = a [ f)dr + Bo(x) + ks, N =C J 1) dt + Da(x) + 1,
-1 -1

Laut (12”) und (6) ergibt sich
W(Bg(—1) + ki) + 6(Dg(—1) + L) = g(—1),
«(Bg(—1) + k3) + B(Dg(—1) + 1,) =0,

aqilf(t) dr + Bg(1) + k3) + ﬁ<cfi1f(t)dt + Dé(l) + 12) =0.

Die erste dieser Gleichungen lautet yk; + 6, = 0, die zweite ak; + Bl, = 0, die
dritte [, f(f) dt = 0 (alles nach (15)).

Hieraus folgt
1
ky=1,= flydt=0.
-1

Durch wiederholtes Integrieren und weitere Umformungen ergibt sich schliesslich

(16) U=ij (x——;—t)jf(t)dt+3r (x—;’i)fg(t)dt+ko+k1x,
- 3! o 2!
N=CJW (-’i-——t)zf(t)vdtJrDr 2 loyde + 1o,

624



wo ko, ki, I so ausgewihlte lineare Funktionale sind, dass (13) gilt. Durch Aus-
rechnung ergibt sich, dass f, g die Gleichungen

[ yae=[" e [ aar=o.

-1
erfiillen miissen, was die Bedingung (f, g) € & darstellt. (f, g) braucht keinen anderen
Bedingungen unterworfen werden, und (16) definiert den Operator B auf der ganzen
Menge &, wobei AM, in & dicht ist.
Ferner folgt, dass B einen symmetrischen, und laut (16) einen kompakten Operator
in & darstellt.

2. Die Gleichung (5) lautet
Ax = Ix,
wo A eine lineare Transformation in den Raum § ist, welche urspriinglich auf der
linearen Mannigfaltigkeit M, die in § dicht ist, definiert wurde. 4 ist dabei sym-
metrisch und nichtnegativ.

Es sei M die lineare Mannigfaltigkeit aller x, die durch A4 in das Nullelement trans-
formiert werden. N ist in § abgeschlossen (da sie eine endliche Dimension besitzt.)

Ferner wurde mit & das orthogonale Komplement zu N bezeichnet. Der Opera-
tor A ist auf M, = M n & schlicht, und mit Riicksicht auf die Symmetrie folgt
AM, = &.

Zu A gibt es auf AM, den inversen symmetrischen kompakten Operator B, welcher
auf die ganze Menge & fortgesetzt werden kann. Es sei noch Bf = 9, bezeichnet.

Aus dem Vorhergehenden folgt dann die Existenz und Vollstindigkeit des Systems
der Eigenelemente der Gleichung (5)in &.

Als Nachteil erscheint, dass man die Formeln fiir die Eigenwerte nicht in {iblicher
Form erhilt. Um Abhilfe zu schaffen, geniigt es, ein neues skalares Produkt in fzu
definieren, und zwar [x, y] = (Bx, y).

Dieser neue Raum sei mit £ bezeichnet. Der Operator B'/? existiert und ist wieder
kompakt. Betrachten wir die Einheitskugel K in 8, d.h. K = E[|B'?x| = 1].

Jetzt ist die Menge B'/?K in §) beschrinkt, also BK = B'/?(B'/?K) ist in §) kompakt,
und folglich auch in §. Deshalb ist Bkompakt in 8. Die Symmetrie des Operators B
in K5 bleibt in Geltung.

Es gibt deshalb eine Eigenwertenfolge p; = u, = ... = 0, wobei

= sup [Bx, x] _ “w (Bx, Bx)
xs [x, x] (x, Bx)

ist. Setzt man x = Ay, y € M,, so bekommt man

Mg = Sup "_‘—(y’ y) yeM,,

(4y,y)’
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so dass
Ay = A = ing (A22)
1y (v, »)
gilt. Es geniigt, sich auf y e M, einzuschrinken.

Die Bedingung y € I, bedeutet, dass y orthogonal zu N ist, also zu den Eigen-
elementen, welche A, = O entsprechen. Weitere Eigenwerte kann man durch den
Rayleighschen Quotient bekommen. Dabei kann man die Bedingung (v,By) =0
fiir i = 1,2,...,n, wo y, die Eigenelemente sind, durch die Bedingung (y, y;) = 0,
ersetzen, so dass man die Formel (8,5) aus [1] erhilt.

Aus der Theorie der symmetrischen kompakten Operatoren folgt gleichzeitig auch
die Vollstindigkeit des Systems der Eigenelemente.
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