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YexocaoBankuii MaTeMaTHYeCKHii xKypuaj, T. 12 (87) 1962, Ilpara

UBER ADDITIVE UND ISOTONE FUNKTIONALE
AUF GEORDNETEN GRUPPEN

FRANTISEK SIK, Brno

(Eingelangt am 29. November 1960)

Diese Abhandlung enthélt die Losung zweier Fragen: 1. Man untersucht
Bedingungen, unter welchen ein von Null verschiedenes additives und isotones
Funktional auf einer abelschen (teilweise) geordneten Gruppe (d. h. eine
homomorphe und isotone Abbildung einer geordneten Gruppe in die linear
geordnete additive Gruppe der reellen Zahlen) existiert.

2. Ist H eine Untergruppe einer abelschen geordneten Gruppe, f ein additi-
ves und isotones Funktional auf H, f &= 0, so wollen wir Bedingungen finden,
unter welchen ein additives und isotones Funktional F auf der gegebenen
Gruppe existiert, so dass die partielle Funktion Fy auf H mit f identisch ist.
Die Losung des zweiten Problems ist eine Folgerung der Losung des ersten.

1. Unter dem Symbol (G, R) verstehen wir ein fiir allemal eine abelsche geordnete
Gruppe (kurz: eine po-Gruppe), in der die Gruppenoperation additiv geschrieben
wird, d.h. eine abelsche Gruppe G, in der eine das Nullelement nicht umfassende
Teilhalbgruppe R definiert ist (wir wollen auch R = @ zulassen). Die Menge R
nennen wir eine Anordnung der Gruppe G.') Die Anordnung R heisst linear, wenn
G = Ry — R U0 gilt bzw. quasilinear, wenn fiir die Menge G, aller Elemente
in G von unendlicher Ordnung G, = RU — R erfiillt ist. Die po-Gruppe (G, R)
nennen wir in diesem Fall eine linear bzw. quasilinear geordnete Gruppe. Es sei
bemerkt, dass jede Anordnung R der Gruppe G die Bezichung RU — R < G,
befriedigt. Die Menge ¥ aller Anordnungen der Gruppe G, die mit Hilfe der mengen-
theoretischen Inklusion geordnet ist, besitzt das kleinste Element und zwar 0. Gilt
fiir zwei Elemente R, Se€ P S 2 R, so heisst S eine Erweiterung der Anordnung R.
Das Zornsche Lemma garantiert fiir jedes Element R € P die Existenz eines maxi-
malen Elements M der Menge P mit M = R. Die Anordnung M nennen wir eine
maximale Erweiterung der Anordnung R. Analog definiert man eine lineare bzw.
quasilineare Erweiterung der Anordnung R.

Ist H eine Untergruppe der po-Gruppe (G, R), so ist die Konvexitit der Untergrup~
pe H in (G, R) — wie bekannt — notwendig und hinreichend dazu, dass die Faktor-

1) Fiir die Relation x — y€ R bzw. x — y € RU 0 beniitzt man oft das Zeichen x > y
bzw. x = y. )
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gruppe G/H der Gruppe G mod H geordnet mit der Anordnung (R + H)/H ist. Eine
konvexe Untergruppe H in (G, R) heisst ein p-Ideal. (Eine Untergruppe H in (G, R)
ist also ein p-Ideal, wenn aus a, b € H, x € G, a > x > b die Relation x e H folgt.)
Die geordnete Faktorgruppe (G, R)/H nennen wir eine p-Faktorgruppe; ihre Anord-
nung (R + H)/H bezeichnen wir kurz mit R(H). Ist R = @, so verstehen wir unter
R(H) die leete Menge . Das Zeichen P bedeutet im folgenden die Untergruppe aller
Elemente in G von endlicher Ordnung. Ist M ein System von Untermengen in G,
so verstehen wir unter U M die Vereinigung aller Untermengen, die zu 9 gehoren.

Hilfssatz 1.1. H sei ein p-Ideal einer po-Gruppe (G, R). a)Ist N eine Erweiterung
der Anordnung R, so ist N(H) eine Erweiterung der Anordnung R(H).

b) Ist N eine Erweiterung der Anordnung R(H), so ist N = U 0 eine Erweiterung
der Anordnung R und es gilt N + H = N, t = N/H.

Die Behauptungen sind offensichtlich.

Hilfssatz 1.2. Ist Leine quasilineare Anordnung der Gruppe G, so ist P + L= L,
P— L= —L. ’

Beweis. Ist L eine quasilineare Anordnung, x € L, a bzw. x + a Elemente der
Ordnungen m bzw. n, so gilt 0 = mnx + mna = mnx im Widerspruch zu xe L <
< G,. Daraus folgt x + ae G, = LU — L. Im Falle x + a € — L erhélt man
einen Widerspruch, nimlich ae — L — x < — L. Esist also L+ P & Lund wegen
OePgilt L+ P = L. Daher ergibt sich —L+ P = — L.

Hilfssatz 1.3. Eine Anordnung L einer Gruppe G ist dann und nur dann quasili-

near, wenn L+ P = L gilt und L(P) eine lineare Anordnung der p-Faktorgruppe
G/P ist.

Beweis. Ist die Anordnung L quasilinear, so gilt nach Hilfssatz 1.2 L+ P = L.
Die Linearitit der Anordnung L(P) folgt daraus, dass fiir jedes von Null verschiedene
Element x + P e G/P die Relationen x € G, = Lu — L erfiillt sind, woraus sich
x + Pe L(P)u — L(P) ergibt.

Umgekehrt, wenn die Bedingung des Satzes erfiillt ist und x € G, soist x + P =
= P, so dass x + Pe L(P)u — L(P), xe(L+ P)u —(L+ P) = LU — L und
G, < Lu — Lgilt.

Hilfssatz 1.4. Eine Anordnung ist dann und nur dann maximal, wenn sie quasi-
linear ist.

Beweis. Jede quasilineare Anordnung ist offensichtlich maximal.

Umgekehrt, wenn M eine maximale Anordnung der Gruppe G ist, so ist M(P) nach
Hilfssatz 1.1 eine maximale Anordnung auf G/P. Ist ndmlich N eine Erweiterung
zu M(P), dann ist M; = U nach Hilfssatz 1.1 eine Erweiterung zu M und damit
ist M, = M. Ferner gilt M = M, = M; + P2 M + P =2 M. Daraus folgt M +
+ P = M, und damit M(P) = (M + P)/P = M,/P = N, d.h. M(P) ist maximal.
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Da nun G/P torsionsfrei ist, so ist M(P) eine lineare Anordnung auf G/P ([2], Fol-
gerung 1 zu Satz 3) und nach Hilfssatz 1.3 ist M eine quasilineare Anordnung auf G.

2. Unter einem additiven und isotonen Funktional (kurz: ein ai-Funktional) auf
einer po-Gruppe (G, R) verstehen wir eine homomorphe und isotone Abbildung der
po-Gruppe (G, R) in die linear geordnete additive Gruppe der reellen Zahlen, d. h.
eine reelle Funktion f, fiir die gilt: a,be G = f(a + b) = f(a) + f(b); aeR =
= f(a) 2 0. Die Menge aller ai-Funktionale auf der po-Gruppe (G, R) bezeichnen

wir mit (G, R). Ist fe (G, R), so sagt man auch, dass f ein ai-Funktional auf G
beziiglich R ist.

Hilfssatz 2.1. Ist f € (G, R), dann existiert eine quasilineare Erweiterung L der
Anordnung R, so dass f€(G, L) gilt.

Beweis. Mit Riicksicht darauf, dass a € P offenbar f(a) = 0 zur Folge hat, erhal-
ten wir eine eindeutige Funktion F auf G/P, die ein ai-Funktional auf der p-Faktar-
gruppe (G, R)/P wird, wenn wir fiir jedes X € G/P und fiir jedes x € X F(X) = f(x)
definieren. G/P ist eine torsionsfreie Gruppe, also nach [3], Hilfssatz 4 existiert eine

lineare Erweiterung N der Anordnung R(P) sc, dass F e (6./P\"J§) ist. Nach Hilfssatz
1.1 ist L= J M eine maximale Erweiterung der Anordnung R, die nach Hilfssatz 1.4
quasilinear ist. Ist x € L, so ist x + Pe M und 0 < F(x + P) = f(x). Damit gilt
/e(G.L).

Wie liblich, nennen wir ein Element a der po-Gruppe (G, R) archimedisch, wenn
zu jedem beliebigen Element b € G eine ganze Zahl n existiert, so dass b — na none R
gilt. Ubrige Elemente der Gruppe G heissen nichtarchimedisch. Eine po-Gruppe
(G, R) heisst archimedisch, wenn jedes Element aus G,, archimedisch ist.

Hilfssatz 2.2. Ein Element a einer quasilinear geordneten Gruppe (G, L) ist dann
und nur dann nichtarchimedisch, wenn ein b € L existiert, so dass fiir jedes ganze n
b — na e List.

Das ist eine offensichtliche Folgerung der Definition und des Hilfssatzes 1.2.

Hilfssatz 2.3. Ein Element a einer quasilinear geordneten Gruppe (G, L) ist dann
und nur dann archimedisch, wenn zu jedem b e G, ein ganzes n mit na — be L
existiert.

Beweis. Die Bedingung ist nach Hilfssatz 2.2 hinreichend. Zum Beweis der Not-
wendigkeit setzen wir voraus, dass fiir ein Element a € (G, L) die Bedingung des
Satzes nicht erfiillt ist. Es gibt also ein b € G, so dass fiir jedes ganze n die Beziehung
na — bnonelL, d.h. na — be — LU P, besteht. Setzen wir voraus, dass die Re-
lation

(2.1) na — beP

fiir n = ng giiltig ist. Fiir die Elemente 4 = a + P, B = b + P der linear geordneten
" Faktorgruppe G/P gilt B = nyA und fiir jedes ganze n, n % nq, ist b — na € Lund
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somit B > nA. Im Falle 4 > P ist B > (ng + 1) A > ngA = B, im Falle 4 < P ist
B> (ny — 1) A > noA = B und im Falle A = P ist a € P; daher und aus (2.1)
folgt — be P — nga = P. Der Widerspruch bestitigt, dass fiir jedes n die Beziehung
b — na e Lbesteht. Somit ist a nichtarchimedisch.

Hilfssatz 2.4. Fiir jedes nichtarchimedische Element a einer po-Gruppe (G, R)
—~
und fiir jedes f € (G, R) gilt f(a) = 0.
Beweis. Es existiert ein b € G, so dass fiir jedes ganze n b — na € R und daher
f(b) = nf(a) ist. Daraus folgt die Behauptung.

Hilfssatz 2.5. Auf einer archimedischen linear geordneten Gruppe (G, L) existiert
genau ein ai-Funktional, das auf einem gegebenen Element aus L einen gegebenen
Wert annimmdt.

Folgerung. Sind g, h ai-Funktionale auf einer archimedischen linear geordneten
Gruppe, h + 0, dann existiert eine nichtnegative reelle Zahl y, so dass g = yh ist.

Beweis der Existenz. Es sei x € L. Mit Hilfe des folgenden Verfahrens konstru-
ieren wir ein ai-Funktional f e (G, L), fiir welches f(x) = 1 gilt (siehe [1], XIV, § 7,
Th. 15). Fiir jedes y € G bildet die Menge aller rationalen Zahlen m/n(n > 0), fiir die
mx < ny bzw. mx > ny ist, die untere bzw. obere Klasse eines Schnittes « in der

~
Menge aller rationalen Zahlen. Wenn wir f(y) = « vorgeben, dann ist f € (G, L) und
flx ) 1. Ist p = O eine reelle Zahl, dann hat die Gleichung g = fif offenbar g €

e(G L), g(x) = p zur Folge.

Beweis der. Eindeutigkeit. Es sei f, g € (G L) und f(x) = g(x) > O fiir ein x e L.
Man kann f(x) 1 voraussetzen. Es sei ein y € G gegeben. Ist mx < ny fiir ganze
Zahlen m, n (n > 0), so ist mg(x) < ng(y) und somit m/n < g(y). Ist mx > ny, so
ist g(y) < m/n. Da die rationalen Zahlen m/n im ersten Falle die untere und im
zweiten die obere Klasse eines Schnittes o bilden, so ist g(y) = a. Damit ist g = f.
Ist g(x) = 0, dann gilt g(y) = O fiir jedes y € G. Das folgt aus der Tatsache, dass fiir
jedes y € G ganze Zahlen n,, n, mit X 2 = y = n,x existieren.

- Beweis der Folgerung Ist g, he (G L) h + 0, dann fiir jedes x € List g(x) = 0
und es existiert ein x, € L mit h(x,) > 0. Es existiert also eine nichtnegative Zahl y
mit g(xo) = yh(x,). Aus Hilfssatz 2.5 folgt dann g = yh.

Hilfssatz 2.6. Auf einer quasilinear geordneten Gruppe (G, L) existiert genau
ein ai-Funktional, das auf einem gegebenen archimedischen Element aus L einen
gegebenen nichtnegativen Wert annimmt.

Folgerung. Sind g, h ai-Funktionale auf einer quasilinear geordneten Gruppe,
h =+ 0, so existiert eine nichtnegative reelle Zahl y mit g = yh.

Beweis. Wie man leicht einsehen kann, bildet die Menge T aller nichtarchimedi-
schen Elemente in (G, L) ein p-Ideal und G/T ist eine archimedische linear geordnete
Gruppe. Es sei eine reelle Zahl « = 0 und ein archimedisches Element x, € L ausge-
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wihlt. Nach Hilfssatz 2.5 existiert genau ein ai-Funkticnal F auf G/T, fiir das
F(xo + T) = a ist. Definieren wir fiir ein beliebiges y € G f(y) = F(y + T), dann
istfe(/GT]_/,) und f(x,) = a. Ist ferner h e(/(?L/), h(xo) = a, dann definiert die Glei-
chung H(y + T) = h(y) eine cindeutige Funktion H auf G/T (Hilfssatz 2.4), die
offensichtlich ein ai-Funktional auf G/T darstellt. Aus den Relationen H(xo + T) =
= h(xy) = f(xo) = F(x, + T) folgt nach Hilfssatz 2.5 H = F, d.h. h = f.

3. Es sei (G, R) eine po-Gruppe, H eine ihrer Untergruppen. Die po-Gruppe (G, R)
heisst schwach konfinal zu H (beziiglich R), wenn zu jedem x € G, eine natiirliche
Zahl n und ein Element a € H mit a — nx € R U 0 existiert. Eine po-Gruppe (G, R)
heisst konfinal zu H (beziiglich R), wenn zu jedem x € G ein Element a € H mit
a — x € R existiert.

Anmerkungen. 1. Wenn G, + 0 gilt, so l4sst sich in der Definition der schwachen
Konfinalitit gleichwertig x € G statt x € G, schreiben. Ist nimlich x e P, so fiir ein
beliebiges y € G, ist —y + x € G,,. Zu den Elementen —y + x bzw. y existieren nach
Voraussetzung Elemente a € H bzw. b€ H und natiirliche Zahlen n; bzw. n, mit
a—mn(~y+x)eRU0bzw. b — nye R U 0. Darausfolgt nya — nyny(—y + x) +
+ nyb — nynyye RV 0 und damit (n,a + nyb) — nyn,xe RUO, nya + nybe H.

2. Die Definitionsbedingung der schwachen Konfinalitit kann man dquivalent
auch folgenderweise erkldren: Zu jedem x € G, existieren Elemente a, b€ H und
eine natiirliche Zahl n mita = nx > b (beziiglich R). Zu den Elementen x bzw. — x
existieren ndmlich natiirliche Zahlen n; bzw. n, und Elemente a’ € H bzw. b’ € H,
so dass a’ = nyx, b’ Z — n,x gilt; daraus folgt nya’ = n,n;x = — n,b’; die ge-
nannte Bedingung ist nun fiir @ = n,a’, b = n,b’, n = n,n, erfiillt.

3. Die Ausfiihrungen aus der Anmerkung 2 lassen sich auch fiir die Konfinalitit
durchfiihren.

4. Existiert auf (G, R) ein von Null verschiedenes ai-Funktional, so ist offensicht-
lich G, + 0.

Ist H eine Untergruppe einer po-Gruppe (G, R),fein ai-Funktional auf(H, H AN R),
so nennen wir ein ai-Funktional F auf (G, R) eine Fortsetzung des ai-Funktionals f
(von H auf G beziiglich R), wenn es gilt: a € H = f(a) = F(a).

Satz 3.1. H sei eine Untergruppe einer po-Gruppe (G, R), f ein von Null verschie-
denes ai-Funktional auf (H, H n R). Existiert eine Erweiterung S der Anordnung R
der Gruppe G, so dass (G, S) schwach konfinal zu H und f e (/H,\Hr\/S) ist, so exi-
stiert eine Fortsetzung des Funktionals f von H auf G beziiglich R (auch beziig-
lich S und auch beziiglich L, wobei L eine geeignet ausgewdhlte quasilineare
Erweiterung der Anordnung S darstellt).

Beweis. S sei eine Erweiterung der Anordnung R der erwdhnten Eigenschaften.
Es existiert eine quasilineare Erweiterung S; der Anordnung H n S der Gruppe H,

so dass fe (;-I—,\S/l) gilt (Hilfssatz 2.1). S, = (S; + S) U S U S, ist eine Erweiterung
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der Anordnung S der Gruppe G. In der Tat, S, ist offensichtlich eine Halbgruppe.
Es bleibt zu beweisen, dass S, das Nullelement nicht enthélt. Im entgegengesetzten
Fall gilt offenbar 0 €S + S;; demnach existieren Elementeae S, be S; mita + b =
=0.AusaeHfolgtaeHn S = S, und somit a + b # 0. Aus a non € H ergibt
sich (¢ + b)none H und daher a + b + 0. Folglich ist S, eine Anordnung in G
und offenbar eine Erweiterung zu S. Ferner ist (G, S,) schwach konfinal zu H und
T ——
fe(H,HnS,). (Bs gilt namlich S, 2 S;, S, n H = S,.) Es existiert eine quasi-
lineare Erweiterung L der Anordnung S, (Hilfssatz 1.4). Aus der Maximalitdt der
Anordnung S, auf H und aus der Relation Ln H 2 S, folgt Ln H = S,. Offenbar

gilt fe (m), und (G, L) ist schwach konfinal zu H. Nach der Annahme gibt
es ein Element a € H mit f(a) > 0. Das Element a ist also archimedisch in (H, H n L)
(Hilfssatz2.4). Ist das Element a nichtarchimedisch in (G, L), dann existiert ein x € L,
so dass fiir jedes ganze n x — na e L gilt (Hilfssatz 2.2). Aus der schwachen Konfi-
nalitdt der Gruppe (G, L) zu H folgt die Existenz eines b € H und einer natiirlichen
Zahl ng mit b — nox e LU 0. Aus den Relationen nygx — ngnae L, b — ngpnae H
und aus der vorhergehenden erhalten wir b — nyna € L n H; es gilt also f(b) >
= nynf(a) fiir jedes ganze n. Der Widerspruch bestitigt, dass a archimedisch in (G, L)
ist. Nach Hilfssatz 2.6 existiert ein ai-Funktional F auf (G, L) mit F(a) = f(a).
Nach der Folgerung zu Hilfssatz 2.6 gilt F(x) = f(x) fiir jedes x € H, also F ist eine
Fortsetzung des ai-Funktionals f von H auf G beziiglich L(und erst recht beziiglich S
und R).

Satz 3.2. H sei eine Untergruppe der po-Gruppe (G, R), f ein von Null verschiede-
nes ai-Funktional auf (H, H n R). Existiert eine Fortsetzung F des ai-Funktio-
nals f von H auf G beziiglich R, dann existiert eine quasilineare Erweiterung L

T~ g
der Anordnung R der Gruppe G, so dass (G, L) konfinal zu H und F € (G, L) (und
T N~———
somit auch fe (H, H 0 L)) ist.
Beweis. Sind genannte Voraussetzungen erfiillt, so existiert nach Hilfssatz 2.1
eine quasilineare Erweiterung L der Anordnung R mit F € (G, L). Demnach ist auch

N
fe(H,H n L). Wenn ein Element x € G mit der Eigenschaft a — x non e L fiir
jedes a € H existierte, so wire F (a — x) £ 0, f(a) = F(a) £ F(x) fiir jedes a € H.
Das ergibt zufolge f + 0 einen Widerspruch. Es existiert also eina € Hmita — x € L.

Satz 3.3. Existiert auf einer Untergruppe (H, H n R) einer po-Gruppe (G, R)
ein von Null verschiedenes ai-Funktional, dann existiert eine Erweiterung S der
Anordnung R der Gruppe G, so dass gilt:

Die po-Gruppe (G, S) ist dann und nur dann schwach konfinal zu H, wenn sie
konfinal zu H ist. (Den Ausdruck ,,eine Erweiterung S kann man dquivalent
durch ,,eine quasilineare Erweiterung S ersetzen).

In Sitzen 3.1 und 3.2 ist eine notwendige und hinreichende .Bedingung fiir die
Existenz einer Fortsetzung eines ai-Funktionals f von H auf G gegeben. Ausdriicklich
erkldren wir die genannte Bedingung in dem folgenden Satz.
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Satz 3.4. H sei eine Untergruppe einer po-Gruppe (G, R), fe(H, H\ R), f * 0.
Dann und nur dann existiert eine Fortsetzung des ai-Funktionals f von H auf G
beziiglich R, wenn eine Erweiterung L der Anordnung R der Gruppe G existiert,

so dass (G, L) konfinal zu H und f € (E,H\r\_/[.) ist.

Anmerkung. Im Satze kann man ,,eine quasilineare Erweiterung L* statt ,,eine
Erweiterung L stellen. Unabhingig davon ldsst sich ,,konfinal*“ durch ,,schwach
konfinal*“ ersetzen.

4. Das Problem 2 ist durch den Satz 3.4 gelost. Die Losung des Problems 1 erhal-
ten wir als eine Folgerung der vorangehenden Sétze.

Satz 4.1. Existiert ein von Null verschiedenes ai-Funktional F auf einer po-Gruppe
(G, R), F(a) # O fiir ein a € G, dann existiert eine nichtleere quasilineare Erwei-

TN
terung Lder Anordnung R der Gruppe G, so dass F € (G, L) gilt und zu jedem Ele-
mente x € G eine ganze Zahl m mit ma — x € Lexistiert.

Beweis. Es sei Fe(/G,\R/), F(a) + 0. Auf der zyklischen von dem Element a
erzeugten Untergruppe H stellt die partielle Funktion Fy = f ein von Null verschie-
denes ai-Funktional auf H beziiglich H n R dar. F ist offensichtlich eine Fortsetzung
des Funktionals f (von H auf G beziiglich R). Nach Satz 3.2 existiert eine quasili-

N
neare Erweiterung L der Anordnung R der Gruppe G, so dass F € (G, L) und (G, L)
konfinal zu H ist. Zu jedem x € G existiert also ein ganzes m mit ma — x € L. Wire
L = 0, so wire auch G, = 0, F = 0 im Widerspruch mit der Voraussetzung.

Satz 4.2. Existiert eine nichtleere Erweiterung S der Anordnung R einer Gruppe G
und ein Element a € G, so dass zu jedem x € G, eine ganze Zahl m und ein natiirli-
ches p mit ma — pxe€ S U 0 existiert, dann existiert ein von Null verschiedenes
ai-Funktional auf (G, R) (auch auf (G, S) oder gar auf (G, L), wobei L eine beliebige
quasilineare Erweiterung der Anordnung S bedeutet).

Beweis. Es sei mit L eine beliebige quasilineare Erweiterung der Anordnung S,
und mit H die von dem Element a erzeugte Untergruppe in G bezeichnet. Wire
a € P, so folgte aus der Bedingung des Satzes — ndmlich daraus, dass zu jedem x € G,
und fiir ein geeignet ausgewidhltes ganzes m und ein natiirliches p ma — pxe SuU 0
gilt — die Relation — npxe S < L(fiir ein passendes natiirliches n). Dies wiirde auf
die Relationen G, = — L, G, = 0 fiihren, was einen Widerspruchmit @ + S < G,
ergibt. Es ist also a e LU — L. Auf H sei eine Funktion f folgenderweise definiert:
Fiir ein ganzes n habe die Relation a € L bzw. a € — L zur Folge f(na) = n bzw.
f(na) = —n . f ist offenbar ein von Null verschiedenes ai-Funktional auf H be-
ziiglich H n L und (G, L) ist schwach konfinal zu H. Nach Satz 3.1 existiert eine
Fortsetzung F des Funktionals f von H auf G beziiglich L, S und R.

In den vorhergehenden Sétzen 4.1 und 4.2 wurde offensichtlich eine notwendige
und hinreichende Bedingung fiir die Existenz eines von Null verschiedenen ai-Funk-
tionals auf einer po-Gruppe festgestellt. Wir fassen zusammen:
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Satz 4.3.'Auf einer po-Gruppe (G, R) existiert dann und nur dann ein von Null
verschiedenes ai-Funktional, wenn eine nichtleere Erweiterung S der Anordnung R
der Gruppe G und ein Element a € G existiert, so dass fiir jedes x € G eine ganze
Zahl m mit ma — x € S existiert.

Anmerkung. Im Satze kann man ,,eine quasilineare Erweiterung S*“ durch ,,eine
Erweiterung S* ersetzen. Unabhéngig davon ldsst sich die Konfinalitit der po-Gruppe
(G, S) zu der zyklischen Untergruppe {a} durch die schwache ersetzen.

S. In diesem Absatz spezialisieren wir die im vorhergehenden Absatze aufgestellten
Resultate auf solche po-Gruppen (G, R), die genau eine quasilineare Erweiterung der
Anordnung R zulassen.

Unter einer ungeordneten Untergruppe in (G, R) verstehen wir eine Untergruppe H,
fiir die H n R = 0 gilt.

Vorerst beweisen wir folgende Hilfsbehauptung.

Hilfssatz 5.1. Auf einer po-Gruppe (G, R) sind folgende Bedingungen dquivalent:

L. Es existiert eine einzige quasilineare Erweiterung der Anordnung R.
2. Jede ungeordnete Untefgruppe ist in P enthalten.
3. Zu jedem Element a € G, existiert ein ganzes n mit na € R.

Beweis. 2= 1. P ist eine maximale ungeordnete Untergruppe in (G, R), also
nach [2], Satz 3 existiert genau eine lineare Erweiterung 9t der Anordnung R(P) der
Gruppe (G, R)/P. Nach Hilfssatz 1.3 ist L= (J 0N eine quasilineare Erweiterung der
Anordnung R der Gruppe G. Ist L, eine quasilineare Erweiterung der Anordnung R
der Gruppe G, so ist wegen Hilfssatz 1.3 L, + P = L, und L,/P ist eine lineare
Erweiterung der Anordnung R(P) der Gruppe (G, R)/P. Daher ist L,/P = N,
L, =1L

1 = 3. Wir setzen voraus, dass ein a € G, mit na non e R fiir jedes ganze n exi-
stiert. Demnach ist na none R W — R U P. Die Mengen R} = (RU 0) + {na|n >
2 0 ganz}, Ry = (RU0) + {na|n < 0 ganz} sind offenbar (um das Nullelement
erweiterte) Erweiterungen der Anordnung R, und fiir die quasilinearen Erweiterun-
gen Ly und L, der Anordnungen R (= R\ 0) und R,(= RS\ 0) gilt L, + L,
im Widerspruch mit der Voraussetzung.

3=2. H sei eine ungeordnete Untergruppe in (G, R), die kein Element a € G,
enthélt. Dann fiir jedes ganze n ist na non € R, im Widerspruch zu 3.

Hilfssatz 5.2. (G, R) sei eine po-Gruppe, deren jede ungeordnete Untergruppe
in P enthalten ist. Die einzige quasilineare Erweiterung L der Anordnung R ist die
Menge aller Elemente a € G, fiir die ein natiirliches p mit pa € R existiert.”

Beweis. Die Menge List offenbar eine quasilineare Erweiterung der Anordnung R
und nach Hilfssatz 5.1 ist L die einzige quasilineare Erweiterung der Anordnung R.
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Satz 5.3. (G, R) sei eine po-Gruppe, deren jede ungeordnete Untergruppe in P
enthalten ist. Dann gilt:

a) Wenn ein Element a € G, existiert, so dass zu jedem xe G, eine ganze
Zahl m und natiirliche Zahlen p, n mit p(ma — nx) € R U 0 existieren, dann exi-
stiert ein Fe(’G,vR) mit F(a) = 0.

b) Existiert auf (G, R) ein von Null verschiedenes ai-Funktional F mit F(a) #+ 0

fiir ein a € G, dann existiert zu jedem x € G eine ganze Zahl m und ein natiirliches p
mit p(ma — x)eR.

Anmerkung. Im Satze wird eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die
Existenz eines von Null verschiedenen ai-Funktionals auf einer po-Gruppe, deren
jede ungeordnete Untergruppe in P enthalten ist, ausgesprochen. Die notwendige
Bedingung ist moglichst stark, die hinreichende am schwichsten formuliert.

Beweis. a) Ist die Bedingung sub a) erfiillt und ist L das einzige quasilineare
Erweiterung der Anordnung R, so geht aus der Relation p(ma — nx)e R wegen
I~

Hilfssatz 5.2 ma — nx € L hervor, und nach Satz 4.2 existiert ein F (G, R) mit
F(a) * 0.

b) Ist die Bedingung sub b) erfiillt und ist L die einzige quasilineare Erweiterung
der Anordnung R, dann existiert zufolge Satz 4.1 fiir ein beliebiges x € G eine ganze

Zahl m mit ma — x € L, und nach Hilfssatz 5.2 existiert somit eine natiirliche Zahl p
mit p(ma — x) € R. ‘

Satz 5.4. (G, R) sei eine po-Gruppe, deren jede ungeordnete Untergruppe in P
T~
enthalten ist; ferner sei F € (G, R) mit F(a) 0 fiir ein a€ G und xe G,,. Dann
gilt:
Es gibt eine ganze Zahl m und natiirliche p, n mit p(ma — nx)e R U 0dann und

nur dann, wenn eine ganze Zahl m’ und ein natiirliches p’ mit p'(m'a — x) e R
existieren.

Dies ist eine Folgerung des Satzes 5.3.
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Pe3rome

Ob AAJUTUBHBIX N U30TOHHLIX ®YHKIMOHAJIAX
HA YIIOPAJOYEHHBIX T'PVIIITIAX

®PAHTHMIIEK MUK (Frantiek Sik), Bpxo

CraTbs nocBsllieHa PELUEHUIO ABYX Ipo6ieMm:

1. Otpickanue ycyoBHif, TIPM KOTOpBIX Ha abeneBoil (YACTMYHO) YHOPSAOYEHHOI
rpymne (G, R) CylwecTBYeT HEHYNeBOil aNQUTHBHBIA M M3OTOHHBIA (YHKIMOHAT
(T. e. roMoMopdHOE ¥ M30TOHHOE OTOGpPaXEeHHe ymopsimoyeHHo# rpymmsi (G, R)
B JIMHEHHO YNODPANOYEHHYIO aIMTHBHYIO IPYIIY NEHCTBUTENLHBIX YHCEN).

2. Ecmu H — noarpynna aGeneBoif ymopsimodennoit rpymmst (G, R), f — amuu-
THBHBI M M30TOHHBIA (ynkuuonan wa (H, H N R), f+ 0, To Tpebyercss HaiiTH
YCJIOBHSl, IPY KOTOPBIX CYIECTBYeT aJAUTUBHBIA M W30TOHHEIA (yEKnmoHan F Ha
nanHoit rpynne (G, R) Takoif, yTo 4yactmunas ¢yHkuus Fy Ha H TOXIECTBEHHa
¢ f(F mbl Ha3biBaeM npodoaxncenuem gynxyuonasa f w3 H va G oTHOCHTENBHO R).

Peruenye BTopoii mpo6ieMbl OCHOBAaHO Ha CIEAYIOLIMX TOHATHAX: Pacimpenne L
ynopsnoyeHusi R rpynnel G Ha3bIBACETCS K6A3UAUHETIHbIM, €CITA MHOXeCTBO L U — L
PaBHO MHOXeCTBY G, BCEX 3J€EMEHTOB GEeCKOHEUHOro mopsaka u3 G. YmopsmoueH-
Hast rpynna (G, R) HasbIBaeTcs caabo Kougunawhoii ¢ H (oTHOCHTENBHO R), eciti
s o6oro x € G, CyLIECTBYeT HATYpPAJIbHOE YHCIO # M JIEMeHT a € H Takoi,
4T0 @ — nx € R U 0. Vropsnoyennas rpynna (G, R) HasbiBaeTcs Kongunavhoti ¢ H
(oTHOCHTENBEHO R), eciu [1st JiroGoro x € G CymIecTBYeT 31eMeHT a € H Takoif, uto
a— x€R.

Pemenue npo6uemel 2 naercst B cienyroweit reopeme: IMycms H — nodepynna
ynopadouennoti abeaesoii epynnvt (G, R), f — Henyae6oii adoumusHbiii u u30momHblii
¢yuxyuonar na (H, H " R). Ecau cywecmeyem pacwupenue S ynopsoouenus R
epynnor G maxoe, umo (G, S) caabo kougunaisno ¢ H, a f 6xodum é muoxncecmeo

(/M) aodumusnvlx u uzomonnbx gyrxyuonaos na (H, H 0 S), mo cywecmeyem
npodoncenue gymnxyuonasa f us H na G omnocumenvno R (a marace ommnocumens-
Ho S, daxce u omnocumenvro L, 20e L — nodxodsaujee Keasuumeiinoe pacuupenue
ynopaoouenus S).

Hao6opoT: ecau cywecmeyem npodoasxcenue F gynxyuonasa f us H na G omno-
cumenvHo R, mo cywecmeyem xeasuauneiinoe pacwupenue L ynopsadouennoii epynnet G
. N
makoe, umo (G, L) xongunassno ¢ H u umeem mecmo F € (G, L) (a caedosamenvio
T —— B
u fe(H, Hn L)). (Teopema 3.1 u 3.2)

Pemenne mepBoif mpoGiieMBI MOJyYMTCS Kak CIeNCTBHE TpPEABLAYLIEH Teope-
Mbl. OHO HaeTcs TeopeMoii:
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Ecau na ynopaodouennoii abeaesoii epynne (G, R) cywecmeyem nenyiegoii adoumug-
noitl u usomonnvti gynyuonas F, F(a) £ 0 041 xaxozo-aubo a € G, mo cywecmeyem

nenycmoe Keéasuauneiinoe pacuwupenue L ynopsoouenus R epynner G makoe, umo
g

Fe (G, L) u 011 kancoozo saemenma x € G cywecmeyem yeaoe uucio m max, umo
ma — xe€ L.

Haob6oport: ecau cywecmsyem nenycmoe pacwupenue S ynopadouenus R zpyn-
not G u saemenm a € G makoii, ymo 045 kKaxcdozo x € G, cywecmayem yeaoe Yucio m
u HamypaivHoe uucio p mak, umo ma — px € SU 0, mo cywecmeyem Henyiegoii
aooumuenstii u uzomonnviil @Gyrkyuonas na (G, R) (maxxce u ua (G, S) u daxce na

(G, L), 20e L — moboe xeasuauneiinoe pacuupenue ynopadouenus S). (Teopema 4.1
n4.2.)

B obeux Teopemax Heob6XomMMoe ycioBue, CHOPMYIMPOBAHHOE B KAK MOXNHO
6oJiee CUIILHOM BHUJIE, BJIEYET 3a cO0O0 [OCTATOYHOE YCIOBME.

B 3akirouenre paGoThl, BTOPOii U3 MPUBEACHHBIX PE3YJIbTATOB CHELUAIM3HPYETCS
NPUMEHATENIBHO K ynopsinoyeHHo# abenesoit rpymme (G, R), comepxaiugeii B Tou-
HOCTH OJIHO KBa3WJMHEHHOE pacimpenne ynopsinoueHus R (pasmen 5).
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