Czechoslovak Mathematical Journal

Bohumil Cenkl
La normale d’une surface dans I’espace & connexion projective

Czechoslovak Mathematical Journal, Vol. 12 (1962), No. 4, 582-606

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/100542

Terms of use:

© Institute of Mathematics AS CR, 1962

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized documents
strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://dml.cz



http://dml.cz/dmlcz/100542
http://dml.cz

Yexoc0BankHii MaTeMaTH4eCKRi xypuan,T. 12 (87) 1962 INpara

LA NORMALE D’UNE SURFACE DANS L’ESPACE
A CONNEXION PROJECTIVE

BonumiL CENKL, Praha
(Regu le 28 novembre 1960)

En un point donné, on peut associer a la surface des droites invariantes —
droites canoniques généralisées de I’espace projectif (directrice de Wilczyn-
ski, axe de Green). A coté de ces droites on trouve, dans le présent travail,
les normales et des quadriques qui dépendent essentiellement du tenseur
de courbure.

Dans I’espace a trois dimensions, on associe 4 chaque point d’une surface le faisceau
canonique de droites projectivement invariantes. Il existe toute une série de définitions
de ces droites canoniques, qui sont équivalentes dans I’espace projectif pour une
certaine de ces droites. Une des plus cohérentes de ces définitions des droites canoni-
ques est la suivante qui découle immédiatement des travaux [7] et [8]. Choisissons
dans le plan 7 tangent a la surface = au point A un autre point B + A. Si, et seulement
si, t = [AB] est une tangente de Darboux, alors il existe une homographie perspec-
tive H de centre B, et qui transforme la surface © en une surface n' ayant avec 7 au
point A un contact du troisieme ordre [8]. Les points X qui sont doubles & I’homogra-

. phie H remplissent un plan # qui est le plan polaire du point B par rapport a la qua-
drique de Lie — I’homographie H est involutoire. Pour chaque position admissible
du point B (sur la tangente de Darboux) nous avons quatre tangentes aux courbes
de contact élévé des surfaces 7w et 7'. Une de ces tangentes est toujours la tangente de
Darboux ¢t = [AB], une autre la tangente de Segre ', conjugée a ¢. Les deux tangentes
de contact élevé a, b, dépendent du choix du point B; on a toujours (t, t, a, b) = —1.
Soient ¢;, t, deux tangentes de Darboux différentes de ¢, désignons par t}, t5 les tan-
gentes de Segre différentes de #'. Nous avons alors: Si a et b sont des tangentes asym-
ptotiques, alors le point B se trouve forcément sur I’arréte de Green de seconde espéce;
nous obtenons donc I'arréte de Green de premiére espéce comme la droite d’inter-
section des trois plans doubles de ’homographie H (trois homographies suivant le
choix du point B sur la tangente de Darboux); avec la condition correspondante
imposée aux droites a, b. D’une maniére analogue, si a et b sont des tangentes con-
juguées, nous obtenons la directrice de Wilczynski. Si I'on a (1}, t3, a, b) = —1,
nous obtenons la normale de Fubini, et si (tl, t,, 4, b) = — 1, le'point B doit &tre
situé sur axe de Cech de seconde espéce.
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Quelques unes des définitions des droites canoniques peuvent &tre généralisées au
cas d’une surface dans un espace a connexion projective, d’autres ne peuvent pas
étre généralisées du tout, il y en a aussi qui demandent des calculs trés difficiles du
point de vue technique. Citons a titre d’exemple la généralisation de la directrice
de Wilczynski [6] d’aprés une définition et d’aprés une autre citée dans ce travail.
Il y a encore d’autres généralisations des droites canoniques (V. HLAVATY, J. KANI-
TANI, G. LAPTEV) aux hypersurfaces dans I'espace n-dimensionnel & connexion
projective. Dans le présent travail, je me suis borné & I'espace a trois dimensions
a connexion projective, avec le but de montrer d’une part les différences qui existent
entre les définitions des formes géométriques dans un espace ,,droit* et dans un
espace a connexion, et, d’autre part, d’étudier les droites invariantes (normales) et
les quadriques invariantes qui ne sont pas généralisations d’objects géométriques
connus des espaces spéciaux (projectifs, etc.) '

1. Nous allons étudier les propriétés locales d’'une surface dans I’espace a trois
dimensions 4 connexion projective. Par une telle surface nous entendrons une sous-
variété Py, de la variété P3; de Konig au sens de [4]. La variété P3(Pg,) est définie
de la fagon suivante: Soit donné un domaine paramétrique & 3(2) dimensions.
A chaque point (¢) du domaine @ soit associé un espace projectif P5(¢) a trois dimen-
sions et & chaque arc y = Q joignaut deux points (*¢), (2£) du domaine Q on associe
une homographie P, : P5(*£) — P5(%&). Les résultats du présent travail ne dépéndent
pas du fait que P3, est une sous-variété de la variété P35. Nous pouvons donc parler
d’une surface a connexion projective en entendant par cela une variété P3,. Lorsque
nous parlons, dans la suite, d’'une courbe sur la surface, il faut entendre par cela son
développement dans I’espace local correspondant et d’une maniére analogue nous
nous exprimerons aussi au sujet des autres étres géométriques associés a la surface
au point considéré. Les propositions correspondantes peuvent toutefois &tre comprises
au sens de [5]. En chaque point de I’espace local, choisissons un repére Ay, A, A,, A3
de telle fagon que I’ensemble des homographies P, qui déterminent la connexion de
la surface considérée n soit donné par le systéme des équations (nous choisissons un
repére asymptotique [4]):

(1) dAy = wyAdy + du Ay + dv 4,
dA, = WA, + w14, + Bdu A, + (1 — h)dv 4,4,
dA, = w34, + ydv Ay + wjA, + (1 + h)du A5,
dA; = 034, + 034, + w34, + 034,

w; = apdu + by dv, (i, k=0,1,2,3),
0y + o) + 0 + w3 =0, [du,dv] +0.

Les changements admissibles des parameétres et de la base sont

) u = u(@), v=o), (r=u‘—-d—u s=v‘=ﬂ>.

S da’ di
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(3) Ay = 034,,

A, = o4, + rlad4d,,

A, = 0o3d, + sTlagd,,

Ay = add, + 034, + o34, + r s agd;
() = r2s?,

o« =(1-h)va],

@) =(1+h)uas.

Ensuite, nous écrivons

(4) a=ay—al —aZ+al, b=>by— b} —bl+ b3.

Sur la surface = soit donnée une courbe c¢ tangente & 1’asymptotique . u = const
au point 4,. Aux points de la courbe ¢, considérons les tangentes aux asymptotiques
v = const. Pour la surface réglée ainsi engendrée, on peut trouver une quadrique une
des demi-quadriques de laquelle a avec la surface réglée un contact droit du second
ordre. Si I'invariant de Smith-Mehmke du contact de la courbe ¢ avec I’asymptotique
u = const est égal & 1 + v = (B + v")/B, nous obtenons I’équation de la quadrique
en question (nous la désignons par Q,(v)) sous la forme [6].

(1-}—h)x1>c2—x°x3‘+l a+ hy x‘x3=—1—

2 1+h 2(1 + h)
Si nous remplagons I'asymptotique u = const par I’asymptotique » = const, nous
obtenons I’équation de la quadrique Q,(v), définie d’une fagon analogue,

. 1 h 1 P —
1 — k) x'x? — x°%% + =( b — —2— ) x2x® = ————(1 — h b3 — b + vBy) (x*)*.
(=1 (o= ) = g e e )
Par la quadrique de Darboux Q(v, 1) nous entendons alors la quadrique Q,(v) +
+4Q,(v) = 0 dont I’équation est

(1 + hai — a3 + vBy)(x3)*.

(5 (1—{-h+)»—h/l)x1x2—(1—!-/1)x°x3’+1 a+—th1x3+
2 1-+h

0
+ll b — ho x3x3 = lab + a0 — 22 _
2 1—h 1+h

b9 1 A 2
-+ _—+ — x7)".
1—h 'By<1+h 1—h>}()

Parmi les quadriques Q(v, 4) il y en a une singuliére, pour A = (h + 1)/(h — 1), elle
se compose du plan x> = 0 et du plan

(6) on_*_l a+_ﬁ‘“ x1+1_h_+_1 b__l1_"___, x2 —
1—nh 2 1+h 2h -1 1—nh
0
_1 é.,.h_'f_l_bg_ 42 __ﬁ_i_l_b‘l’
h—1 h+1 (h—1)

1 _ h+1 3 _
”’”(Hh <h~1)2)}"
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Nous écrivons, pour simplifier

1 h+1 a h+1
7 K= ——{a;+ by — -+ by +
0 2{3 h—1 " h+1 (h—17"

()

Nous dénoterons les equations x* = 0 et (6) par IT, et IT,(v) respectivement. Fixons
pour l’instant la valeur de v, choisie d’ailleurs arbitrairement, nous obtenons un
systtme a deux paramétres de plans IT,(v) = IT,(v; u, v). Nous allons étudier les
caractéristiques du systéme & un paramétre de plans IT,(v) pour v = const ou u =
= const, respectivement. Il est facile de voir que ’on a

* 2h 2h 1
8) dI,(y) = x°dd ——— — Sdu + b3do) — - (a + —"—)du —
® dml) =~ { PR A Y

S Y LI P Y LY )— 2h (al du + b dv) —
2h -1 1l—h 2 1+h) 1-h
1 h
———l-a+ Py (a}du+bidv)—lﬂh+ b — ”)du——
2 1+ h 2 h—1\; 1-h
—KU—hmv+x21dh+1b— hy _ 2k (a3 du + b3 dv) —
2 |h-1 1 —h 1—-h
1 h lh+1 h
—~la+ - Vydo — - b — —2—)(a%du + b2 dv) — K(1 + h)du' +
2( 1+h>)’ 2h—l< ]—-h>(2u 2 ) ( )

+ x3 dK—__z.h__
1—nh

h

(a§du+b§dv)—%(a + 1 i"h>(a§du+b§dv)—

lh+1
2h -1

(b -1 hy h) (a3 du + b3 dv) — K(a3 du + b3 dv)} .
L’équation (8) peut étre écrite sous une forme plus concise
9) dIT,(v) = M(v) du + N(v)dv.

Nous obtenons deux caractéristiques. D’une part la caractéristique du systéme dv = 0,
comme la droite d’intersection de deux plans aux équations

(10) M(v) =0, Hy(v) =0,
d’autre part la caractéristique du systéme du = 0, déterminée par les équations
(11) . NW) =0, () =0.

Ces deux caractéristiques se coupent, dans le cas général, en un point donné comme
le point d’intersection de trois plans

(12) | I,(v) =0, M()=0, N(» =0.
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Faisons maintenant varier v (u et v restant fixes); les points (12) décrivent alors une
courbe t(v). Il est facile de montrer que le point 4, de la surface se trouve sur la tan-
gente A cette courbe. Donc, 7(v) est une droite qui passe par A4, et, en général, ne se
trouve pas dans le plan tangent  la surface 7 en ce point Ao. Nous appellerons cette
droite premiére pseudonormale de la surface a connexion projective. Spécialisons
maintenant le repére de telle maniére que le point A4, se trouve sur la pseudonormale.
Cela signifie que, v étant arbitraire mais fixe, nous choisissons A4, dans les trois plans
,(v) = 0, M(v) = 0, N(v) = 0. Il faut donc que I'on ait

2h 1 h 1h+1 h
13)  —- a°——a+~—"—)a1————— b— —2—)a; =0,
(13) 1 —h " 2( 1+n)° 2h-1 1—h) "
__2}1_bg_la+_h“_ bé_lh_"'_l b___ffz_ b2 =0,
1—h 2 1+h 2h —1 1—h
h+1 a5 h+1 1 h+1
ay + by — —2— + bY + v - =
*Th-1 " h+1 (h—1p P h " oy

Parmi les quadriques de Darboux Q(v, 4) il y a une appelée quadrique de Lie princi-
pale [6]: Q(0, 1). Si nous exigeons que le point A5 soit situé sur la quadrique Q(0, 1),
nous aurons nécessairement

a3 by

14 adppr-S2_ 1
(14) T {4 h 1-h

0.

Mais alors v sera déterminé par ’équation (133). En tant que droite polaire a la pre-
miére pseudonormale par rapport a la quadrique de Darboux singuliére o(v,(h + 1):
:(h — 1)), nous obtenons manifestement la droite d’intersection du plan IT,(v) = 0
avec le plan x*> = 0, donc la droite

(15) x* = 2h x°+%(a-+—h—“)x‘+lh+1(b~ h"h>x2=0.

1-h 1+h 2h -1 1 -

Nous appellerons cette droite seconde normale de la surface a connexion projective.
Les droites polaires a la premiére pseudonormale par rapport aux quadriques Q(v, 1)
forment le faisceau

h,

(16) x*= —(1+/1)x°+%<a+ 1h" )x1 +1,1<b— ———)x2=0

+h 2 1 —nh

dont (15) fait partie pour 2 = (h + 1)/(h — 1). Pour 4 = (ou bien 4 =0) la
droite (16) coupe I'asymptotique [A4o4,] (ou [AoA4,] respectivement) au point A,
(ou 4,).

2. Considérons maintenant une surface 7 sans torsion, c’est-a-dire avec h = 0.
Le plan IT,(v) ne dépend donc pas de v et passe par Iorigine. Nous écrivons donc
tout simplement IT, au lieu de IT,(v) et, d’une fagon analogue, M, N. Au lieu de (8)
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nous obtenons ainsi les équations
(17) I, = ax* — bx* — (a3 — b3 — a3 + b}) x*
K= —}ab = b2 —ad+bY),
2M = —ax° + {a, — aa} + Bb} x* + {—b, + ba} + a} — b3 — a) +
+ b3} x? + {(a3 — by — ai + b3), — aa; + ba} + a3(a} — b} —
—ad + b))} x*=0,
2N = bx° + {a, — ab] + a3 — b} — g+b°}x‘+{-—b,,—-ay+bb§}x2+

+ {(a$ — by — a} + b3), — ab} + bb] + b3(ay — b3 —af + b))} x> = 0.
Les plans [T, = M = N = 0 ne forment pas, en général, un faisceau, ils se coupent
en un point différent du point du plan tangent a la surface au point 4,. La droite p
joignant le point d’intersection P des plansIT, = M = N = 0 avec le point 4, sera
appelée premiére normale de la surface a connexion projective sans torsion. La
normale p est située dans le plan IT, = 0. Mais si nous considérons le systéeme a un
paramétre de plans IT, = 0 suivant la courbe c, donnée par I’équation
(18) adu —bdv =0,

nous voyons que: La normale de la surface & connexion projective sans torsion est
la caractéristique du systéme a un paramétre de plans IT, = 0 suivant la courbe ¢
donnée par I’équation (18). Dans I’espace sans torsion, nous avons donc la forme
linéaire invariante (ce qui est facile & vérifier par un calcul direct)

(19) Fo=adu —bdo.

La signification géométrique de ’annulation de cette forme vient d’étre spécifiée.

Nous pouvons maintenant choisir le repére de telle fagon que le point A5 soit
identique au point P. Pour cela, il faut et il suffit que I’on iat:

(20) al —ad — b2+ b0 =0, aal—ba?=0, abl— bb? =

Nous avons donc un nouveau repére canonique (le repére canonique est déterminé
également dans [3]) sur la surface & connexion projective sans torsion: le point A,
est identique au point P. Les droites polaires & la normale par rapport aux quadri-
ques Q(v, A) sont données par les équations

(21) x3 = (14 A)x° — tax! — 3bx? = 0.

Pour A = 0, A = o0, nous obtenons de nouveau les points 4,, 4,, comme points
d’intersection de la droite (21) avec les asymptotiques correspondantes. Pour le
choix de la seconde normale nous avons maintenant une trés grande liberté. Pour
fixer les idées, nous appellerons seconde normale de la surface a connexion projective

sans torsion la droite polaire a la premiére normale par rapport a la quadrique de Lie
principale Q(0, 1), donc la droite donnée par les équations

(22) x3 =4x% —ax! — bx*=0.
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Voici les changements des paramétres et des bases locales, admissibles lors du choix
du repére canonique:

o7 -1,07 -1.07 -1.-1,0F
(23) Ao = add,, Ay =r"'agd;, Ay =sTlogd,, Ay =175 %pds,
— = 0\4 2.2
u=u(@), v=o(d), (x)*=r’s".
Si nous passons des paramétres asymptotique u, v aux parameétres nouveaux #, 0,
vérifiant les relations
(2’) dit =adu, do=bdv,

nous obtenons avec les conditions (20) le repére canonique principal sur la surface 7.
Les changements admissibles des bases sont maintenant

(23) Ao = /(ab) 4o . Zl=/<§>A1, ZZ=J(%>A2, Z3=ﬁb—)A3.

Les paramétres i, b, introduits par I’équation (2), seront appelés arcs asymptotiques.

3. Dés a présent, nous n’exigerons plus que I’on ait h = 0. Sur la surface 7, soit
donné un repére dual

E® = [4,4,45], E'= —[Aod,45], E? =[AoA145], E? = — [ApA,4,]
et le repére correspondant
(24) F=FE, F>=—(1+hE*, F'=-(1-hE", F' =E.

La connexion sur la surface 7*, duale 4 la surface 7, est alors donnée par les équations
’

(25)  dF* = —(a}du + b3 dv) F> + du F*> + dv F',

dF? = (1 + h)(a} du + b3 dv) F* + {(1 h“h - a%)du +
+

+ hﬂ _ b% do FZ _}_.‘__EﬁduFl-l-(l +h)d1)F0,
1+h L —h

It

1 —h h
dF! 1=h(atdu + bLdo) F? — ——ydo F? = {|——
(1= ha 2 dv) L+ h 1—h

+a}>du +(1—’5’——h + bi)dv}F1 + (1 — h)du F°,

1
+h

dF°

Il

(a3 du + b3 dv) F? +

— (a8 du + b3 dv) F* + n

1

1 h(a?du+b(l’dv)Fl—(agdu+bgdv)F°.

+

A la dualisation, nous avons donc une substitution des expressions particulieres.
A la quadrique Q(v, ) correspond dans I'espace dual la quadrique duale 0*(¥, 4)
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dont I’équation en coordonnées ponctuelles est

26) (1+nxix2—LZhrArht on, | <a+ h“>xw3+

1 —h? 2(1 + h) L +h
) h 1
b—T b — —2Vx*x3 = (ay0a,, — 2d94a x3)?,
21 — h) ( 1 — h) 201 + ) (40001 01402) (')
9 b0 1 p)
dog =al 4+ Ap2 — 22 _ 221 _gp( 1 %),
oo " 1+h 1-h A Car
Aoy = / b — hy gy = ! ‘a+ hy
(1 = h) 1—h)" " 2l +h) 1 +h)
1—h+24+hi
Ay = —————>—
1 —h

Parmi les quadriques Q*(¥, 1), il y en a une singuliére, pour 4 = (h — 1)/(h + 1).
La quadrique Q*(¥, (h — 1)/(h + 1)) est composée de deux plans

(27) 4hx‘—(b—— hﬂ-—>x3=0, 4hx2+<a+ hy )x3=0‘

1—h | +h

Si nous avons h + 0, c’est-a-dire si nous excluons les surfaces a connexion projective
sans torsion (nous dirons que nous admettons les surfaces & connexion projective
avec torsion, si h = 0), les équations (27) déterminent une droite, que nous appel-
lerons premiére normale de la surface a connexion projective (avec torsion). Il
est aisé de faire voir que la premiére normale et la premiére pseudonormale sont
deux droites différentes. En effet, si le repére est choisi de telle fagon que le point A4,
soit situé sur la pseudonormale, 'équation (13) est vérifié; si le point A; se trouve
sur la quadrique de Lie principale, alors (13) et (14) sont vérifiées. Pour que les deux
droites, la normale et la pseudonormale, coincident, il faudrait que les équations
(28) o+ Mo, b Ty

s

1+h 1 —h

découlent des équations (13), ou bien (13) et (14), ce qui n’est pas vrai en général.
La normale et la pseudonormale déterminent donc un plan que nous appellerons
plan canonique. La quadrique Q*(v, (h — 1)/(h + 1)) est évidemment duale de la
quadrique Q(v, (b + 1)/(h — 1)). Le point IT*(v) = 0, dual du plan IT,(v) = 0,
sera désigné par K(7); il se trouve sur la premiére normale et ses coordonnées sont

(29)

- (1 1 s 4 1=h_, _ 1 1—h

= ==d—ay; - by — a3 + by + 79 - ,
R I A B W (1 + hY?

fo ot b—Ji-,#z ! a+ hy ,?:—4&<
21 + h) 1—h 2(1 + h) 1+h 1+h
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Si nous choisissons maintenant le point 45 sur la premiére normale identique a K(¥),
nous devons avoir (28) et

(30) % =0.

Pour que le point K(ﬁ) soit un point de la quadrique de Lie principale, il faut que la
condition (14) soit vérifiée; mais alors ¥ est déterminé par I'équation (30). Le repére
que nous obtenons ainsi sera appelé repére semicanonique de la surface a connexion
projective avec torsion, tant que (14) n’est pas vérifié. Etsi 4; = K(¥) sur la quadrique
de Lie principale, le repére en question sera dit repére canonique. Maintenant nous
emploierons le repére semicanonique. Pour le point d’intersection des trois plans
,(v) = 0, M(v) =0, N(v) = 0, nous obtenons, comme forme duale, un plan;
la droite d’intersection de ce plan avec le plan tangent a la surface sera appelée
seconde pseudonormale de la surface a connexion projective. Son équation est

(31)  x* = (a3b} — a3b3) x° — (a3b] — a3b3) x' + (a3b§ — a3b3) x> = 0.
La seconde normale, rapportée au repere canonique, a I’équation
(32) X =x*=0.

Choisissons maintenant v de telle fagon que le plan IT,(v) = 0 passe par le point
K(¥), c’est-a-dire que I'on ait (13;). Le point donné par les équations
(33) x° =0, a%x' + adx? + a3x® = 0, bIx' + b3x? + b3x> =0
est un point de la premiére pseudonormale de la surface. L’équation du plan ca-
nonique est alors
(34) (a3b3 — bJa3) x' + (a3b3 — a3b3) x> = 0.
Il existe évidemment tout un faisceau de droites situées dans le plan (34) et passant
par le point A,; on les appelle droites canoniques. Toutes ces droites sont associées
d’une maniére invariante a la surface au point considéré. Il leur correspond un
faisceau de droites dans le plan tangent a la surface au point A, son sommet est le
point '
(35) W = {0, a3b} — a3b3, a%bd — a3b3, 0}
qui, en général, n’est pas un point du plan canonique. Nous avons maintenant deux
formes invariantes
(36) @, = du? dv*{(a3b3 — ba3) du + (a3b3 — a3b3) du},

@, = du® dv*{(a3b3 — a3b3) du — (a}by — alb3) dv},

dont ’annulation donne d’une part les équations des asymptotiques, chacune comptée
deux fois, et d’autre part, une couche de courbes. Les tangentes aux courbes de ces
couches, passant par le point 4, de la surface, sont: pour ¢, = 0 une droite située
dans le plan canonique, pour @, = 0 une droite passant par le point W. A présent,

nous allons trouver les droites du faisceau harmonique, pour lésquelles les surfaces
développables de la congruence engendrée par 'une d’entre elles découpent sur la
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surface 7 un réseau semiconjugué.!) Une droite de la congruence c’est une droite
joignant le point A, au point A44, + ABA, + A, (ou A est le paramétre du faisceau
canonique) et

(37)
Nous avons
d{A, + (244, + ABA, + A3)} = (0§ + A4 + tABwY) Ay +
+ (dt + K) (244, + ABA, + As) + (du + tAdA + tido} +
+ tABy dv — KAA + tw}) Ay + (dv + 1A dB + tAAB du +
+ tABw3 — KAB + tw§) A, + {(1 — h)dvtad +
+ (t + h) tABdu — tw} — K} A,
L’équation des courbes découpées sur la surface n par les surfaces développables
de la congruence est
(38) du{AdB + 248 du + ABw} + o3 — (1 — h)dv A*4B —
— (1 + h)A*B*> du — w3AB} — dv{Ad4 + Jw}A + ABydv +
+ o} — 224%(1 — h)dv — A24B(1 + h)du — w3Ad} = 0.
Ecrivons pour l'instant cette équations sous la forme a du? + b du dv + ¢ dv? = 0.
Les deux couches de courbes déterminées par cette équation sont kdu + [ dv = 0,
mdu + ndv =0, ou km = a, kn + Im = b, In = c. Pour que ces deux couches

forment un réseau semiconjugué, il faut que I'on ait (1 — k) ml + (1 + h) kn = 0.
Aprés une modification facile, nous obtenons cette condition scus la forme

(39) b*(1 — h)(1 + h) + 4h*ac = 0.

010 010 0,0 0,0
azb3 - a3b2 _ a3b1 - a1b3

= o o0’ = o35 °
adby — adbs alby — adb?

Si nous substituons de (38), nous trouvons que (39) est une équation du troisiéme
degré en 4, son terme absolu étant différent de zéro. 11 existe donc dans le faisceau
canonique trois droites qui forment une congruence semiconjuguée a la surface n.
Le coefficient de A3 est

(40)  4h*{(1 + h) B¥(A4, + Ab} + By — b3A) + (1 — h) A*(B, + AB +
+ Baj — Ba3)} + (1 — h)(1 + h)4hAB(B, + Bb3 —
— Bbj — A, — Aa} — Aad)),
ce qui est, en général, différent de zéro. )

4. Ayons ensuite, sur la surface n, un repére tel, que les équations différentielles
de son mouvement soient (1), mais supposons que h = 0, c’est-a-dire que nous ayons
une surface 7 sans torsion. Nous appelons courbes géodésiques de I’espace a conne-
xion projective les courbes dont le développement dans ’espace local au point consi-

1y Par ,,réseau semiconjugué* nous entendrons un tel réseau, que les tangentes aux courbes
d’une couche suivant une courbe de ’autre couche sont des droites génératrices de la surface
développable, mais non simultanément si I’on échange les deux couches.
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déré est une droite [1]. Appelons pseudogéodésiques les courbes v = o(u) sur la
surface 7 & connexion projective sans torsion, pour lesquelles I'intégrale [@(u, o(u)) du
prend sa valeur extréme, si nous prenons pour ®(u, v) la forme invariante de la sur-
face 7. Soit d’abord @ = a du + b dv. On voit que la condition nécessaire et suffi-
sante pour que la courbe v = ¢(u) soit une courbe pseudogéodésique est que I'on ait
(41) a, ¥ b,=0.

Or, si (41) a lieu, alors toute courbe de la surface m passant par le point 4, est une
courbe pseudogéodésique.

En tant quextrémales de I'integrale

(42) J (2ab du dv)* = j(Zabv‘)* du

nous obtenons les courbes pseudogéodésiques que nous désignerons par g;. L’équa-
tion différentielle des courbes g, (équation d’Buler-Lagrange), c’est, évidemment
I’équation
(43) abv" = (ab),' — (ab)v**.
Le plan osculateur de la courbe v = @(u) au point Ay (si nous écrivons v’ = m =
= do/du, v" = n = d?*v/du?)

[Ao, A, + mA,, (B + ma; — ay + m2b2 — bl — m3 + n) A, + 2mA;]
a, en coordonnées locales, I’équation
(44)  {B + m(aj — a}) + m?(b3 — by) — m*y + n} x> + 2m’x" — 2mx* = 0.
Par chaque point de espace local passent trois plans qui sont plans osculateurs des
courbes g,. Nous obtenons I’équation d’un tel plan osculateur sous la forme

(45) m3yx® + m? {(6 lc;g ab + by — b§> x> - 2x‘} -
v

- m{(@l(;gaé+ a} — a}>x3 — 2x2}— Bx®=0.
u

Les plans (45) (m étant un paramétre) enveloppent un cone du troisiéme degré.
Parmi les plans (45) tangents au cdne en question, il y a trois plans stationnaires.
Différentions deux fois de suite I’équation (45) par rapport a m. Nous obtenons

(46) 3ym?x> — Im {(b% — b} - 6loag ab) x* + 2x1} +
v

+{(a}—-a§——a—l%g—a—lz>x3 +2x2}=0.
u

bymx® — 2 {(b S “;g“”) @+ le} _o.
v

Si nous éliminons x!, x%, x> des équations (45), (46), nous obtenons
(47) B =m,
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ce qui signifie que les pseudogéodésiques dont les plans osculateurs jouissent des
propriétés demandées ont au point A4, des tangentes identiques aux tangentes de
Segre en ce point. Les trois plans stationnaires (45), dont le parametre doit vérifier
la condition (47) ont une droite commune; nous obtenons son équation en substituant
de (47) dans (45) sous la forme

v u

Nous avons ainsi les équations d’une droite que nous appellerons normale n(0)
de la surface n a connexion projective sans torsion.
Nous appellerons pseudogéodésiques g, de la surface = les extrémales de I'intégrale

(49) j(klaz du? — k,b* dv*)t = J(klaz — kyb*0'?)* du

ot ky, k, sont deux constantes différentes de zéro. (La signification de I'intégrale (49)
dans le cas ol k; = 0 = ky, ou ky # 0 = k, a été déja donnée.) L’équation diffé-
rentielle des courbes pseudogéodésiques g, est
(50) kik,a?b?v" = — kiaa, + ki k,ab(ba, — 2ab,)v' +

+ kyk,ab(2ba, — ab,) v'* + k3b3b,0" .

L’équation du plan osculateur de la courbe g, est

(=kia*a, +

1
51 + m(a? — ab) e+ m?(b2 — b}) — m3y + —
() {pemlad = e mied =0 =y

+ kyk,ab ba, — 2ab, m + k;k,abm® 2ba, — ab, + k§b3bum3)} x? +

+ 2m2x! — 2mx? = 0.

Parmi les plans (51) qui enveloppent, tout comme dans le cas précédent, un cone
du troisiéme ordre, il existe trois plans stationnaires, situés dans un seul faisceau.
Le paramétre de ces trois plans osculateurs stationnaires s’obtient par élimination
de x', x2, x* de I’équation (51) et de deux autres que I'on obtient en différentiant (51)
par rapport au paramétre m. Il faut donc que la condition suivante soit satisfaite

(52 (B = m*) kikya’b? — kiaa, + k3b*bym® = 0,

si (51) doit étre I’équation des plans osculateurs stationnaires. La droite d’intersection
de ces trois plans, c’est la droite

(53) x1=1 b}_b§+6logab_3aloga ey
2 ov v

xz___l ag_a%+alogab_3alogb ey
ou ou

que nous appellerons normale n(+3) de la surface n d connexion projective sans
torsion. On peut voir que la normale n(+3) ne dépend pas des constantes ki, k.
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En tant qu’extrémales de I'intégrale

(54) ab du dv _ abv du,
kiadu + k,bdv kia + k,bv'

on obtient les pseudogéodésiques g de la surface n. L’équation d’Euler-Lagrange
est donc

(55) 2k, k,a*b*" = kia®b, + v'{2ba, — ab,} abkk, +
+ v'%{ba, — 2ab,} abkk, — k3b%av".

On peut voir de nouveau que par tout point de ’espace local passent trois plans
osculateurs des courbes pseudogéodésiques g5

(56) [ﬁ + m(a2 — al) + mA(b% — bY) — mPy + (2, +

1
2k, k,a*b*
+ v'(2ba, — ab,) abk,k, + v'*(ba, — 2ab,) abkk, —
- k§b3a,,u‘3}:| x3 + 2m2x! — 2mx?* =0,
enveloppant un cdne du troisieme ordre. D’une fagon tout a fait analogue aux deux

cas précédents nous obtenons trois plans stationnaires (56), le paramétre m étant
donné par I’équation

2(B — m*y) kik,a*b* + kia®b, — kib*a,m* = 0.

L’axe du faisceau engendré par les trois plans stationnaires est la droite

(57) x1=1 b}_bi_l_alogab_é@loga ey
‘ 2 v 2 0v

x2=l ag_a}_[_alogab_galogb ey
2 ou 2 Ou

que nous appellerons normale n(+%) de la surface m a connexion projective sans
torsion. Nous voyons immédiatement que les normales n(0), n(3), n(3) se trouvent
dans un méme plan. Nous obtenons donc ainsi, en général, tout un faisceau de nor-
males invariantes n(l) de la surface © 4 connexion projective sans torsion. L’équation
de la normale n(2) est ‘

(58) xl_-_—_l. b{—b§+610gab—2610ga ey
2 ov ov
/
x2=1 a%—-a}+alogab—lal‘)g'b ey
2 ou ou

Choisissons maintenant le repére sur la surface d’une telle fagon que 45 soit un
point de la normale n(4). Il faut donc que la condition

I . L

laloga —a - g +6logab _ lalogb=
v v du Ju

0
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soit vérifiée. Considérons maintenant la congruence des normales n(4) de la surface 7.
L’équation des surface développables de cette congruence est a3 du® + (b3 —
- aé) du dv — b} dv®> = 0. Pour que ces surfaces développables découpent sur la
surface 7 un réseau conjugué, il faut que aj — b3 = 0 soit une conséquence des
équations (59), ce qui n’a pas lieu en général. Il n’existe donc dans le faisceau des
normales n(4) aucune droite telle que la congruence de ces droites découpe sur la
surface 7 un réseau conjugué. Choisissons maintenant A5 sur la normale de la surface
4 connexion projective sans torsion; on aura donc (20). La normale en question (cest
la droite [A,, A3]) et les normales n(1) déterminent alors un systéme a deux para-
métres de droites

Efl 4 , Ologab dloga
60 x!'=2(by — b5 + - x?,
(€0) 2(1 o LRPR
xlz.é_ ai-a}+610gab—n610gb 3
ou ou

Pour toute paire de nombres réels £, # nous obtenons une droite que nous appellerons
normale n(¢, 11) de la surface m a connexion projective sans torsion. On peut voir
que parmi les normales n(, n) il n’y a aucune droite telle que la congruence engen-
drée par ces droites découpe par ses surfaces développables sur la surface 7 un réseau
conjugué. Rapportée au repére que nous avons ainsi choisi, la quadrique (v, )
a maintenant I’équation

144

2

L’équation de la droite polaire a la normale n(, n) par rapport a la quadrique de Dar-
boux (61) est

b
(62) x3=—(1 +A)x°+ §(1+/1) a%—a}+al°gab—nalog )+
2 du ou

+§a}x' + E(l +z)<b} _ b2 4 Qlogab ——naloga)+%lb}x2=0.

(61) (1 + ) (x'x? — x°x%) + Jax'x® + ;Abx’x> = (b3 — by + vBy) (x*)*.

ov ov

La droite polaire & la normale n(&, n) par rapport a la quadrique de Darboux singu-
litre (A = —1) sera évidemment la droite d’intersection des deux plans dont se com-
pose cette quadrique singuliére. Ecrivons pour I'instant, pour abréger, au lieu des
équations (60) le équations x' = Ax® = (U + nV) x*; x* = Bx* = (M + nN)yx>.
Nous obtenons ainsi deux sommets de deux faisceaux des secondes normales n(f, 11),
polaires par rapport i la quadrique Q(v, 4) aux normales n(¢, 7). Pour ¢ variable
nous obtenons le point R(4,%) = [1/(1 + 2)(34b — ja(A/B)), — A/B,1,0]. Si
nous faisons varier le paramétre 7, les secondes normales n(&, n) forment un faisceau
de sommet
L(A,é):[—- ——L—{(l + )M +3a} +U + 1—’1——19, - K, 1,0].
N(1 + %) 21+ 4 N
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"Pour les quadriques Q(v, A) différentes, 4 étant variable, le point

b 1, b
K(i,n)=[,4 +B;+—?:b,;,1,0]

est le sommet du faisceau des secondes normales n(é, ;1).

5. Nous allons étudier maintenant les courbes sur la surface 7= qui ont dans le
point correspondant de la surface un contact du troisieme ordre avec la quadrique
osculatrice de la surface n en ce point. L’équation de la quadrique au point 4, de la
surface 7 est

(63) x0x% — x'x? = 13x'x? — c3x2x7 = Legy(x?)2.

Lorsque h = 0, alors les courbes de contact élevé au point 4, touchent les tangentes
aux courbes de Darboux passant par ce point [3]. Or, si h # 0 sur la surface r,
alors il existe sur la surface © des courbes passant par le point 4,, ayant une tangente
donnée d’avance et déterminées par I’équation

(64) ho + (h — 2) B + (2a + a% — alh — 6¢,3) 0" +
+ (2b + b3 — bih — 6cy3) 02 — (2 4+ h) 0> = 0.
Le plan osculateur de la courbe donnée par I’équation (64) est
(65) {B + ym® + (3ca3 — b)ym* + (3¢;3 — a) m} x> + hm*x* — hmx* = 0.

On peut de nouveau voir que par tout point de’espace local du point correspondant A4,
il passe trois plans qui sont plans osculateurs des courbes (64). Les plans (65) envelop-
pent donc un cdne du troisieme degré. Parmi ces plans il y en a trois stationnaires
pour les valeurs de m données par ’équation

(66) B+ym> =0,

et qui passent donc par les tangentes de Darboux au point A, de la surface n. Les
trois plans stationnaires se coupent en une droite, a savoir

(67) x!= - %(3c13 —a)x*, x*= %(3023.— b) x*.

Nous obtenons ainsi la normale N,(cy3, ¢,3) de la surface n & connexion projective
avec torsion, correspondant a la quadrique osculatrice (63) de la surface n au
point A,. Ces normales forment un systeme a deux paramétres. Si le repére sur la
surface est choisi de telle fagon que [Ao43] soit la premiére normale de la surface
a connexion projective avec torsion, alors (28) a lieu. La normale N(c, 3, ¢,3) coincide
avec la droite [ 4,4;] si et seulement si

1 h 1 h
68 Cl3 = — ——H— | (yy=——Y_,
(68) 13 31+h 2 31—h

Cela détermine en méme temps géométriquement un faisceau a un paramétre dans
le faisceau a trois paramétres de quadriques osculatrices. Les quadriques de ce
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faisceau a un paramétre seront appelées quadriques osculatrices correspondant 2 la
premiére normale de la surface & connexion projective avec torsion. Si nous choisis-
sons maintenant 45 sur une des oo quadriques osculatrices mentionnées, nous pou-
vons écrire son équation comme suit:

(69) x0x3 — x'x? + l~*h*“-—xlx3 + E—szf =0.
31+ h 3h -1

Parmi les quadriques (63), il existe un systéme a un paramétre de quadriques dont
I’équation est

(70) x0x? — x'x? = k(x*)?,

k étant le parameétre. La quadrique du faisceau (70) qui passe par le point 4, a 'équa-
tion

(71) x%% — x'x?2=0.

Les quadriques du faisceau en question sont appelées quadriques essentielles de
Darboux de la surface m a connexion projective. D’une fagon géométrique, on peut
les caractériser comme ceci: Par le point 4, de la surface = faisons passer une droite p
qui ne soit pas situé dans le plan tangent. Soit R, la surface réglée engendrée par les
tangentes aux asymptotiques v = const suivant une asymptotique u = const.
Soit R, la surface réglée engendrée par les tangentes aux asymptotiques u = const
suivant une asymptotique v = const. Soit r, la droite de la surface R, qui passe par
le point 4, de la surface 7, et d’une maniére analogue, soit r, la droite de la surface R,
qui passe par le point 4, de la surface 7. Les surfaces réglées R,, R, sont, bien enten-
du, non-développables. Le plan 7, (resp. 7,) déterminé par les droites p, r, (oupy, 7,y
resp.) est donc le plan tangent a la surface R, (ou R,) au point P, (ou P, resp.) sur
la droite r; (ou r, resp.). La droite g joignant les points P, et P, sera appelée droite
associée a la droite p. La quadrique (70) est alors, comme il est facile de voir (en
faisant [4,4;] = p), la quadrique pour laquelle les droites p, g sont conjuguées
polaires, p étant une droite quelconque passant par le point A, de la surface 7 et ¢
la droite associée & p. Dans I’espace projectif, toutes deux droites associées p, g sont
conjuguées polaires par rapport a la quadrique de Lie. Si nous choisissons le repére
de telle maniére que [A4,A45] = p, alors 4; = P,, A, = P,. Nous avons alors a nou-
veau une spécialisation caractéristique du repere (a) = b} = 0, a = , b} = y).
La normale N,(0, 0) correspondant aux quadriques essentielles de Darboux est la
droite déterminée par les équations

(72) =2y 2= 2

La normale N,(cy3, ¢,3) et la premiére normale de la surface & connexion projective
avec torsion déterminent (dans le cas ou (69) n’est pas vériﬁé) le plan

(73) (3¢23 — b)x* + (3¢;3 — a)x* = 0.
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La droite d’intersection de (73) avec le plan tangent est une droite qui est, dans le cas
de ¢,3 = c,3 = 0, tangente 2 la courbe de la couche

(74) (1 — k) h,du + (1 + k) h,dv = 0,%)

qui passe par le point A, de la surface 7. La seconde normale N 1(€13, €23), conjuguée
polaire & N (¢, 3, ¢,3) par rapport a la quadrique (63), est

x3 =0, hx® — (3¢cy3 + heyy — b)x* + (3¢y3 — heyy — a) x> = 0.

6. Nous connaissons ainsi toute une série de quadriques associées d’une fagon
invariante 4 la surface, au point considéré. A ces quadriques, nous allons ajouter
encore une autre, et qui représente en principe une généralisation de la quadriques
de Lie que I’on a étudié dans [3]. Soit donnée, sur la surface 7, une courbe y passant
par le point A, et qui ne touche en ce point aucune des courbes asymptotiques.
Contruisons maintenant suivant y les tangentes aux asymptotiques u = const. Nous
obtenons ainsi une surface réglée R,; d’une maniére analogue, les tangentes aux
asymptotiques v = const dans les points de la courbe y forment une autre surface
réglée R,. Cherchons deux quadriques Q; et Q, telles qu’une de leurs demi-quadri-
ques ait un contact droit du second ordre avec la surface réglée Ry, R, dans la droite
[4042], [404,]. Soit donc

(75) (X, X) = ¢;x'x) =0, ¢j=cy,
Ja quadrique Q,. La courbe y est donnée par I’équation
(76) v =o(u) (u = u(v) ;

nous écrivons de nouveau v' = dv/du, u' = du/dv. Pour que la droite [AyA4,] soit
située sur la quadrique Q,, il faut et il suffit que I'on ait

Il

(77) (Avo) = (AoAz) = (AzAz) =0.

En différentiant par rapport & u, nous obtenons

(78) (Aody) =0, (AAy) + (1 + h) (AoA3) =0,
y'(414,) + (1 + h)(A,45) = 0.

Ensuite

(79) (A,4,) + v(4,45) + (1 — h) v'(4e4;) = 0,

{hy + hyw' + (1 + h)(a + b3 + a3 + b))} (4ods) + {a1 + byv' + as +
+ b20'} (A14,) + y0'(A14,) + 2(1 + h) (4,43) + 20(A,4;5) = 0,
(1 + h) (a3 + b30) (AoAs) + v*0'(A14;) + {po'(ai + biv* + a3 + b)) +
4oy 4 7,02 + " 4 (1 + h)(ah + b3')} (4;4,) + 2(1 + h) y0'(A143) +
4 {hy + o' + (1= h)o'%y + (1 + h) (a3 + b30) + (1 + h) (a3 + b30")} (4,45) +
+ (L4 hY (Asd3) = 0.

2) 1l s’agit, & vrai dire, de la couche adu — b dv = 0; mais nous calculons en repére semica-
nonique de sorte que (28) a lieu.
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Si nous posons ¢o3 = —1, nous aurons en vertu de (77), (78) et (79)

(80) ciz=1+4h, copo=Cor=Cop=0=0, cp3=—p', ¢;=-2h,
¢13 =3la+ bt + —*— ha + h, o'+ 2p0'? ),
1+h 1+4+h
1 2\ o 2\3 1
€33 = — ——— {yv'(ad + b — a3 v') — ad — b3p' + 2 — +
33 1+h{ (o 0 2~ 2) 2 Yo L+ n

+ p0" + 9,07 + 90" + (1 + h) (a3 + byv') — y20? i — Z}
+

Si nous choisissons le repere de telle fagon que A, se trouve sur la quadrique Q,,
I’équation de la quadrique Q, en ce repére local devient

81 1+ h)x'x? — x°x* — 0'h(x')? — p'x*x> + 2 {a + bo' + —2— b, +
z 1+ h

+ v+ 290 ) x!1x3 = 0.
1 +h
Siadu — bdv = 0 est I’équation de la courbe que y touche au point A, (81) devient
(82) (1 + h)x'x? — x°° h(x‘)z @2y +va_2+l_h.,+
N b> 21 +h
+l h, a x'x? — ——-—————1 ya -}—bO bza
21 +hb 2(1 + h)

g 3
° 0 da ,a 1 a a?
—ay = b -+ 2~ -ty + "+
S A p 7

3
+ (1 + h)(a; + bég) —y? fwl-_—h}(;ﬁ)l =0
b b*1 + h

Les quadriques (82) dépendent d’un paramétre »". Or, si nous supposons que la
courbe y touche la courbe a du — b dv = 0 au point A4, et que y soit la courbe de la
surface m qui ait, au point considéré, un contact du troisiéme ordre avec la qua-
drique osculatrice de Darboux correspondante, alors le paramétre v** de notre qua-
drique sera déterminé par I’équation (64) et nous n’aurons qu’une seule quadrique
invariante Q;. En échangeant les courbes asymptotiques, nous obtenons la quadri-
que Q, qui est évidemment aussi la seule quadrique invariante qui jouisse des pro-
priétés demandées. Son équation sera (le repére étant choisi convenablement)

(83) (1 + h)x'x* — x°x* — —[Zh(x‘)2 - B% x2x3 +
a
2
+ b+ﬁ£’—+1 o NS W Y
a®> 214+h 21+4+ha

7. Les droites (normales) invariantes étudiées jusqu’a présent ainsi que les quadri-
ques du paragraphe dernier étaient des objets géométriques liés d’une maniére inva-

599




riante 4 la surface et dépendaient essentiellement de la connexion existant sur la
surface considérée. Les droites telles que ’'axe de Green et la directrice de Wilczynski
représentent une généralisation des notions analogues de I’espace projectif a une
surface & connexion projective, s’appuyant sur les définitions de ces droites dans
I’espace projectif, données ci-dessous. En vertu des résultats du paragraphe 5, nous
savons que la droite p, qui n’est pas située dans le plan tangent t a la surface = au
point considéré A,, mais qui passe par le point A, et la droite g du plan tangent t,
associée 4 p, sont aussi conjuguées polaires par rapport & la quadrique essentielle
de Darboux corespondant a la surface 7 au point 4,. Les droites p, correspondant
aux points de la surface 7, forment une congruence I'; et les droites associées g
forment une autre congruence I',. Entre les deux congruences I'y et I', nous avons
une corfespondance C (51 toute droite correspond sa droite polaire par rapport a la
quadrique essentielle de Lie). Si C est développable, alors nous appelons p directrice
de Wilczynski de la surface n. Mais on peut voir que les propriétés citées ne font pas
correspondre a la surface A connexion projective au point considéré une seule droite
sans ambiguité. Soit P un point de la droite p

(84) P =x"4y + x'4; + x?4, + x*4; .
Nous avons
dP = {dx° + x°0) + x'0} + x?0) + x*wd} 4, + {dx' + x°du + x'w; +
+ x*ydv + X0} 4; + {dx? + x°dv + x'Bdu + x*w] + x*0i} A, +
+ {dx® + x!(1 — k) do + x*(1 + h) du + x*w3} 45 .
En posant x* = 1 (et en écrivant x° = x, x' = y, x> = z), nous aurons ’équation
des surfaces développables de la congruence I'y
(85) {yu + Bx + ady + a3 — y*(1 + h) — ya3} du® — {x, +
' + 9y + bix + b} — x*(1 — h) — xb3} dv® + {y, — x, + yb3 +
+ b2 — xa — ab + 2xyh + xad — yb3} dudv = 0.

Si maintenant la droite p est déterminée par les points (1,0, 0, 0), (0, x, y, 1), la
droite associée sera déterminée par les points By = xA, + A,, B, = yA, + A;.
Soit M = AB, + uB,. Nous cherchons du : dv de fagon & avoir (B, B,, dM) = 0.
Nous avons évidemment

dM = {A(dx + x0f + @) — xy du + yy dv — x* dv — xw3) + p(dy +

+ yod + 0 — y? du — yoi — xy dv — fxdu)} 4, + {p(1 — k) do +

+ M1 + h)du} A; + (x4 + A) () + (y4o + A1) (-) -
L’équation des surfaces développables de la congruence I', est donc
(86) {y, + yad + a? — y* — yal — Bx} (1 + h)du® — {x, + xbg + by —
— yy — xb3 — x?} (1 — h)dv? + {(1 + h)(y, + ybg + b — ybi —
— xy) = (1 = h)(x, + xay + a3 — xy — xa3)}dudv = 0.
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Nous €crirons les équations (85) et (86) comme
aydu® + a,dudo + aydv* =0, b, du® + bydudo + by dv? = 0.

Pou que Csoit une correspondance développable et que (85), (86) soient les équations
d’un réseau conjugué sur =, il faut sans doute que I'on ait a, = 0, b, = 0, bya; —
— bsza; = 0, ce qui est un systéme d’équations aux dérivées partielles qui, en général,
n’a pas de solution. Mais si nous exigeons seulement que C soit une correspondance

développable, nous obtenons le systéme d’équations aux dérivées partielles que voici
(87) asb, — bja, =0, a;by — ba; =0.

Par contre, si nous demandons seulement que I'; et I', découpent sur la surface
par leurs surfaces développables un réseau conjugué, il faut que I’on ait

(88) a, =0, b,=0.

Les systémes (87) et (88) ont chacun une et une seule solution si les conditions initiales
sont données. Choisissons donc au point considéré 4, une droite quelconque p qui
ne soit pas située dans le plan tangent qui passe par le point 4,; cela détermine d’une
maniére univoque les droites p dans le voisinage du point A,. Il se pose alors tout
naturellement la question de savoir si, lorsqu’on choisit pour p au point A, la di-
rectrice de Wilczynski (définition a I'aide du complexe linéaire [6]), les droites p
déterminées par les équations différentielles (87) seront elles-aussi directrices de
Wilezynski aux points correspondants. Fixons le repére de telle fagon que [A0A3]
soit la directrice de Wilczynski en A4,; alors on doit avoir [6]

(89) a, = 2(a5 — af) + a(a3 — a3) — %a* + bp,
b, = 2(b3 — b3) + b(b3 — b}) — b + ay.

Les conditions initiales pour le systéme (87), ou (88) resp., sont x° = y° = 0. Les
surfaces développables des congruences I'y, I', peuvent également étre écrites comme
a3du® + (b3 — a)dudv — bidv®> =0,

(1 + h)a} du® + {(1 + h) b — (1 — h) a3} dudo — (1 — h) b3 dv*> = 0,

(si nous prenons [A,A4;] pour la droite p de la congruence I';, la droite [4,4,] sera

alors la droite g de la congruence I',).
Pour que dans le voisinage du point A, sur la surface n les droites p fussent des

directrices de Wilczynski (quand x° = y° = 0 sont les conditions initiales des équa-
tions (87)), les conditions (87) devraient étre équivalentes aux conditions

(90) az{(1 + m) by — (1 — k) a9} — (1 + h)ad(b? — al) =0,

aj(1 = h) by — b3(1 + h)ad =0
ce qui n’est pas vrai en général. D’une maniére analogue, si nous considérons les
équations (88), ce qui signifie que I'y, I', découpent par leurs surfaces développables

sur © un réseau conjugué, nous obtenons & partir du systéme (88) une condition
équivalente (compte tenu des conditions initiales)

o1 b3 —a3=0, (1+h)by —(1~h)a)=0,
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qui n’est pas non plus conséquence de (89). Nous avons donc le résultat: La directrice
de Wilczynski et les congruences I'y déterminées par les équations (87), ou (88)
resp., avec les conditions initiales x° = y® = 0, sont différentes dans le voisinage
du point A,.

Si nous définissons ’axe de Green comme la droite remplissant la condition de
polarité par rapport & la quadrique essentielle de Darboux ainsi que la condition
de correspondance entre [AyA4;] et la droite de jonction des pdles des tangentes
asymptotiques par rapport aux sections canoniques ayant un contact du troisiéme
ordre avec la projection de I’'asymptotique dans le plan tangent faite d’un point arbi-
traire de la droite [ 4oA4;], nous obtenons la droite

1 dlogy
92 Ag, Ay — [ by + b} — 2b3 + +
N
+ A, ! ag+a§—2a§+610gﬂ + 43
—h ou

et la droite polaire par rapport a la quadrique de Darboux (70)

(ag + a} — 2a} + Ologp ﬂ),
ou

1 0logy
by + b} — 23 + 21|
h(o 1 2 Py

1
A, + A4
[‘ 4+ h

A, + A
2 0y

8. Les équations fondamentales de I’espace a trois dimensions P; & connexion
projective sont

(93) A=y, 0i=0 (ij,k=0,1,23).
Les conditions de l'intégrabilité s’écrivent comme
(94) [do*] = [0’(w) — 85wi)] — IR [w @],

[doj] = [wif] - 3R} [0’ ],
:yz) = R;‘(yz) =0, (wz = CO?); o By, e=1,2, 3) .

Pour ’équation de la surface = dans P; nous avons

(95) ¥ =0.

Nous pouvons spécialiser le repére de maniére a avoir

(96) 0] = 0?, 0;=o0'.

En posant _

97) o' =du, o?=dv,

nous obtenons, par différentiation extérieure, les équations quadratiques
(98) [0) — o} du] + [dv w}] — Ri,[dudv] =0,

[du 03] + [w) — @} dv] — R},[dudv] = 0.
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Il découle de (96) que I’'on a
(99) [0F du] - 308 - 0} — 03 + o3 de] + (RE; - Rlyp) [duds] = 0.
— 5[0 — 0] — w0} + 0} du] + [0} dv] + (R}, — R3;,) [dudo] =0
d’ou
(100) wf:ﬂdu+<g+5—2—§—l—‘l>dv,
2 p3 . 3 pi
- 30§ — 0] — 0} + 0}) = (Q _Ri, — Ripp > R112> du + <0 ~ R — Ry 5 R“‘) dv,

_ pi
w§=<a+&l?_2_R1_z>du+ydv.

En vertu du lemme de Cartan, (98) donne

(101) wy — o) = ky du — (a+52——12—2£}—3>dv,

0y — w3 = (—1—1-2—2—R —Q)du + kydv.

En différentiant extérieurement les équations (100) nous obtenons
(5(9 + Ri» = Rirs _2R212> = (g + ———R“2> (e1 — eg) + € — €3,

3 -1
d (a +Reiz — Ry ; R”) = <0' __an R“) (€3 — eg) + e — e} .

Nous pouvons donc écrire les équations (100), (101) sous la forme

(102) w? = fdu,
“%(“’8 - “’i - w% + ws) (an - sz) du + (Riz - Rgu) do,
w; =ydv,

wg — o} = kydu — R, dv, o — w2 =R}, du + k,dv.

La forme linéaire (19) peut alors étre écrite comme

(103) (R}12 — R},)du + (R3;, — Ri,)dv = 0.
Si nous avons
(104) Rij; —R}, =0, R}, —Rj, =0,

alors la quadrique singuliere de Lie se compose d’un plan tangent compté deux fois
et nous n’obtenons pas de normale de la surface & connexion projective, qui a été
définie, paragraphe 2, comme caractéristique d’un faisceau & un paramétre de plans
(en chaque point de la surface, c’est le plan de la quadrique singuli¢re de Lie qui
n’est pas tangent). Si nous avons (104) et I’équation

(105) R}, — R}, =0
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en tout point de 'espace P, alors par chaque point passent trois surfaces a ,,normale
indéfinie‘. Toutes deux de ces trois surfaces ont dans le point commun une tangente
asymptotique commune.

Soient maintenant donnés deux espaces a trois dimensions P et P3, & connexion
projective. Le repére soit donné par les points B;; dans les équations de son mouve-
ment écrivons @, @, ..., au lieu de ¥, ay, .... Dans P soit donnée une surface
et dans P une surface 7. Supposons que 7 et 7 soient en correspondance asymptotique
(106) du =diu, dv=dsv.

Soit donnée une homographie H,
(107) HA, = B,, HA; = kB,
existant entre les espaces locaux des surfaces 7, 7 aux points considérés. L’homogra-
phie tangente la plus générale de la correspondance (106) est
(108) HA, = B,, HA, = kiB, + B,, HA, = k3B, + B,,
HA, = k3B, + kiB, + k3B, + k3B, .

Nous avons donc

HdA, = dBy + 9By, 9 = 0y — @y + kS du + k3 dv.

11 est aisé de voir que nous avons (en écrivant t; = @; — w;)

(109) Hd?4, = d*B, + 29dB, + (.)By + @By + 9,B,,

@, = {15 — 1} + (k3 — k3)dv — 2k{ du} du + {(y — y) dv + (k3 — k9) du} dv,
@, = {(B — B)du + (k3 — k) dv} du + {1§ — 73 + (k5 — k) du — 2k3 dv} dv .
Considérons maintenant les surfaces pour lesquelles on a [@, dv] = 0, ce qui signifie
que la droite linéarisante de la tangente & I'asymptotique [AoA,] est tangente
a lasymptotique di =0, Cest-d-dire a [B,B,], (la droite linéarisante [AoA,]

est H-caractéristique). En vertu de (109), nous obtenons alors la condition

(110) : B=5.

Si nous supposons que la surface 7 est donnée, alors la surface 7 est déterminée par
le systétme d’équations (95), (96), (97), (102). En différentiant extérieurement ce syste-
me, nous arrivons a

(111) [0} — 03dv] + () =0,
[0) — o} du] + [dody] + () =0,
[0 — 0} du] + [0 — 03dv] +(.) =0,
[dk; + 209 du] + [0 — w3 dv] + () =0,
[0) — @} du] + [dk, + 205 dv] + (.) = 0.
Le systéme est fermé et en involution. Si 7 est donnée, alors = dépend de cing fonc-
tions d’une variable.
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Par différentiation extérieure de (102, 5) nous obtenons des équations quadratiques
qui font voir aisément qu’il est possible de poser

(112) ky =k, =0.

Tachons de trouver les conditions pour que [Boy, bB; + aB,| (ou 'on suppose
ab = 0) soit la droite linéarisante de la tangente a I'asymptotique dv = 0. En vertu
de (109) nous obtenons comme condition nécessaire et suffisante pour les surfaces
en question P’équation

(113) a(@y — ag + aj — ay — 2k3) + b(B — p) = 0.

Nous pouvons maintenant choisir I’homographie H de telle fagon que (113) soit
vérifié, ou bien, si H est déja déterminée mais telle que

(114) / ay — ay + ay — a; — 2ky =03

n’est pas vérifié, alors la surface 7 (7 étant donnée) est déterminée par le systéme des
équations (95), (96), (97), (102), avec la condition

(115) B=B—2%ki’,

(nous avons (112) et ag — aj = ky, Gy — @y = k;). Le systéme est fermé et en in-
volution, sa solution dépend de cing fonctions d’une variable. Nous avons donc
le résultat suivant:

Si la surface T est donnée, alors la surface n, qui est en correspondance asympto-
tique avec T et telle que la droite linéarisante de la tangente a I'asymptotique
dv = 0 est H-caractéristique, dépend de cing fonctions d’une variable. C’est avec
le méme degré de généralité que m est déterminée si la surface m est donnée et si
nous exigeons que la droite linéarisante de la tangente a I'asymptotique dv = 0
soit tangente @ la courbe adu — bdv = 0 (ab * 0) au point considéré de la sur-
face, a condition que ’homographie H soit fixée de telle fagon que (114) ne soit
pas vérifie.
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Pe3rome

HOPMAJIb TIOBEPXHOCTHU B ITPOCTPAHCTBE C INPOEKTMBHOM
CBA3HOCTBIO

BOT'YMUJI HEHKJI (Bohumil Cenkl), ITpara

IMoJ TMOBEPXHOCTHIO C NPOEKTHBHOM CBA3HOCTHIO MBI TMOHUMAEM MHOroobpa-
3ue Py,, ONpENeIeHHOE CIEMAYIOIIM 06pa3oM.

IycTh naHa AByMepHas o6nacTh napamerpoB Q. ITycts kaxjoi Touke (&) como-
CTABJIEHO TPEXMEPHOE NMPOEKTHBHOE IPOCTPaHCTBO Pi(¢) (T. Ha3. JokajbHOE MpO-
crpancTso). ITycTs kaxmolt ayre y < Q, coemunsiromeii Touku (*¢) u (*¢), comocras-
nena xosmseanus P, : Py(*&) - P;(*¢). Ecit B kaxIoM JIOKaJbHOM NPOCTPAHCTBE
BHIGPATH perep Ao, Ay, A,, A3, TO CBIZHOCTH Oy/eT faHa ypaBHeHusMH (1).

OnpeneIeHHON TakuM 06pa3oM TIOBEPXHOCTH C IPOEKTHBHOMN CBA3HOCTHEO MOXKHO
B TOUKE CONMOCTABUTH NIPSAMBIE — T. HA3. HOPMAAU — VHBAPUAHTHBIE OTHOCHTEIBHO
npeo6pa3oBaHUs MApaMeTPoB B 006JacTH 2 M OTHOCUTEJIBHO BhIGOpPA permepa B Jo-
KaJIbHOM NpOCTpaHCTBe. HeTpymHO 1OKa3aTh, 4TO CYIIECTBYET LEJBIA DS TaKuX
NPAMBIX; MCCIELYETCA MX CBA3b C KBaJPUKAMH, WHBADMAHTHO CONOCTaBJICHHBIMH
C TOBEPXHOCTBIO B PACCMATPHBAEMO} TOUKE. BHIBOIUTCSA MHBAPMAHTHAS JIMHEHAS
dopma (74) Kax [J15 OBEPXHOCTH C Kpy4eHHeM (T. €. JJist IOBEPXHOCTH, JJIst KOTOPO#
wnsapuanT M + 0 — cm. (1)) Tak u mis mosepxuoctn 6e3 kpyuenus (19) (k = 0),
a TaKXKe MOSCHAETCS TeOMETPUYECKMI CMBICI paBeHCTBA 3ToM popmbl Hymro. Ilpu
HOMOIIH 3TOH MHBAPMAHTHON (GOPMBI Jlajiee OMPENEISIFOTCS: HA TMOBEPXHOCTH Ge3
KPYuEHMs TICEBIIOreo/Ie3MyecKie JIMHUA Kak kpusble v = ¢@(u) (u, v — raaBHble ma-
paMeTps), A7 KOTOPBIX MHTerpa [®(u, ¢(u)) IPUHUMACT IKCTPEMATIBHOE 3HAYCHHE,
koHeyHo ecnu D(u, v) — MHBApMAHTHAsL (OpMa PACCMATPMBAEMON MOBEPXHOCTH.
DTHM ICEBOTe0Ne3MYECKAM JIMHMSAM TIOCTABICHEl B COOTBETCTBHE NPSIMBIE B pac-
CMaTpUBaeMOil TOYKe, SABJSIONIIMECS HOPMAJSAMH TOBEPXHOCTH. PaccMaTpHBarOTCs
KpHUBblE, sl KOTOPbIX BepaxeHus (42), (49), (54) sxcrpemasbhel. COOTBETCTBYIO-
1Me UM HOPMAJIH JIeXAaT B OfiHOH cBsi3ke (58).

B 60JIBIIMHCTBE CIy4aeB HCCIeTyeMble 06beKTbI (HOPMAJIA ¥ KBAIPUKH) CYILIECTBEH-
HO 3aBHCAT OT TEH30pa KPUBM3HBI PACCMATPMBAEMON IOBEPXHOCTH, HE SIBIISIOTCS
JIMIIb 06061eHNEeM TEOMETPHYECKHX 0O BEKTOB U3 IPOEKTUBHOIO IPOCTPAHCTBA, TAK
KaK ¢ 06palieHneM TeH30pa KPUBU3HbL B HYJIb MX OTPEICIeHUS TEPSIOT CMBICIL.

B mocye[Hel YacTH MCCIETYIOTCS HEKOTOPBIE CBOWCTBA ACHMITOTHYECKOrO CO-
OTBETCTBUSL MEX/IY ABYMs TOBEPXHOCTSMH C TIPOEKTHBHOMN CBS3HOCTBIO.
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