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Yexociopanicuii MaTeMaTHYeCKHii KypHaT, T. 12 (87) 1962, Ilpara

FONCTIONS ALEATOIRES D’INTERVALLE, 111

FRANTISEK ZiTEK, Praha
(Regu le 16 juillet 1960)

L’article forme la suite aux travaux [5] et [6] portant le méme titre; on
y poursuit I’étude des relations existant entre la dérivabilité et I’intégrabilité-
-(BB) des fonctions aléatoires d’intervalle.

1. INTRODUCTION

Dans cet article, les travaux [5], [6], [7], [8] sont supposés connus, c’est pourquoi
nous employons sans autres explications les notions et les notations que 'on y a in-
troduites; d’une fagon analogue nous supposons aussi une connaissance de la théorie
de I'intégrale de Burkill (voir [1], [4], [9]) dans la mesure ou elle est nécessaire.
Tout comme nos travaux antérieurs, le présent travail traite exclusivement des
fonctions aléatoires d’intervalle @ accroissements indépendants, il est étroitement lié
surtout au travail [6]: son objet est de remplir certaines lacunes restées dans la théo-
rie de l’intégrale-(BB), avant tout en connexion avec les notions de dérivée et de dé-
rivabilité. Les idées fondamentales et les principes de démonstration sont en général
les mémes qu’en [5] et [6]; les théorémes démontrés sont de nouveau des analogies
des théorémes valables pour I'intégrale de Burkill ordinaire. On peut considérer
comme résultat principal le théoréme 3 sur I’équivalence des dérivées de I'intégrale
et de la fonction intégrée, et qui est une analogie ,,aléatoire du théoréme de Saks
(cf. [4], 15.2) et & 1a fois une généralisation du théoréme 12 de [6]- A la fin du travail,
on y trouvera certaines remarques concernant les équations différentielles stocha-
stiques prises au sens du travail [10].

Pour notre point de départ nous prenons cette fois-ci le suivant lemme, dont nous
nous sommes servi, dans un cas spécial, déja dans [6], mais qui vaut la peine d’étre
formulé explicitement.

Lemme 1. Soit f(I, x) une fonction complexe d’intervalle définie dans un inter-
valle K et dépendant d’un paramétre réel x € X < R. Supposons que pour chaque
J € K intégrale [,f(I, x) = 0 converge uniformément par rapport a x € X. Alors
pour chaque J € K Iintégrale _Mf(], x)[ = 0 converge uniformément par rapport
axeX.
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Démonstration. Ecrivons g(I, x) = |f(I, x)|. En vertu du théoréme 1 du travail
[9] (cf. aussi [7]) et du fait que g est non-négative, il suffira de démontrer que l'inté-
grale f K g(I x) = 0 converge uniformément par rapport a x € X. Nous allons dé-
montrer tout d’abord (cf. le lemme 3 de [6]) qu’a chaque & > 0 il existe un’ nombre
positif o tel que pour chaque figure & en K de norme (%) < 6 ona |f(#, x)| < ke
pour tout x € X. En effet, s’il n’en était pas ainsi, il devrait exister un ¢, > 0 tel
qu’a chaque 6 > 0 on pit trouver une figure & de norme v(#) < § et un nombre
réel x € X (dépendant de ) tels que |f(F, x)| = Leo. Or, pour cet &, il existe 5, > 0
tel que pour chaque partition & de Iintervalle K, de norme w(2) < §,0na|f(2, x)| <

so pour tout x € X. Fixons donc une figure &, de norme v(#,) < &, et un nombre
Xo € X, tels que |f(F, xo)| = 3¢o- En ajoutant a la figure &, un nombre fini d’inter-
valles Jy, J,, ..., J,,, on peut en former une partition de I'intervalle K. Or nous avons
{5 f(I, x) = 0 pour k =1,2,...,m; xeX; il est donc possible de trouver pour
chaque J, une partition 9, k =1,2,...,m, telle que |f(2,, x)| < eom™' pour
tout x € X. Nous pouvons supposer en méme temps, sans restreindre la généralité
de nos raisonnements, que v(2,) < 8, pour k = 1,2,...,m. Le systéme Fo Y
VP2,V 9P,V...VU9, forme une partition 2, de l’mtervalle K. On a v(9,) < &,
donc aussi |f(@0, x)| < g€ pour tout x € X. Pour notre x, nous obtenons ainsi

If(/o: x0)| If(go’ xo)l + Z ‘f Dy xo)l 330 + m%“:omhl = %80 s

ce qui est en contradiction avec notre choix de %, et x,. Ayons donc deux nombres
positifs & et & tels que v(#) < & entraine |f(#, x)| < i pour tout x € X; nous
allons démontrer & présent que pour chaque partition 2 de lintervalle K, de norme
W(2) < 8, nous avons (2, x) < & pour tout x & X. Fixons donc un x € X et posons
pour chaque partition 9

={I:1€92, Ref(I,x) 20}, F,={I:1€9, Ref(l,x) <0},
={l:1e2, Imf(I,x) 20}, F,={I:1€9, Imf(I,x) < 0}.

Nous aurons d’une fagon évidente F, U F, = 9 = F,0 F,, W(F,;) < V(D)
pour j = 1, 2, 3, 4. Pour notre x fixé nous avons

9(2,x) < ReflF, x) — Re f(F,, x) + Im f(F 3, x) — Im f(F,, x) <
4
§Z|f(.9*_l,x)|<8.

Comme notre x a été fixé arbitrairement, nous voyons que P'intégrale f K g (I,x)=0
converge uniformément par rapport & x € X, c. q. f. d.

2. LES INTEGRALES ET LES DERIVEES DES FONCTIONS ALEATOIRES

ATaide de notre lemme 1 nous allons établir quelques théorémes pour les fonctions
d’intervalle aléatoires.
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Théoréme 1. Soient X, et X, deux fonctions aléatoires d’intervalle, définies et
inte’grables-(BB) dans K, continues en Q; soient ¢, et ¢, respectivement, leurs
fonctions caractéristiques. Alors la condition nécessaire et suffisante pour que
Péquivalence

@.1) (BB).Lx1 ~ (BB)- j x

ait lieu pour tout J € K est que intégrale

(22) [ 1ot = a9 =0

converge localement uniformément par rapport a s € R.

Démonstration. I. Supposons tout d’abord que (2.1) ait lieu pour chaque
J e K. Les fonctions X, et X, étant continues en 0, il existe pour tout ¢ > 0 un
nombre positif # tel que pour Ie K, |I| <n on ait ¢,(I,s) + 0 + ¢,(1, s) pour
|s| < ¢ au moins; pour ces valeurs-1a de s, il est possible de définir les logarithmes
Y{I,s) =log o(l,s),j = 1,2, fonctions continues de s. Les inégalités Re Yl s) <
=0, j = 1, 2, entrainent I'inégalité

(2-3) |(P1(I, S) - ‘Pz(l, S)l = |'//1(1’ S) = ¥all, s)l >

de sorte qu’il suffit de démontrer la convergence localement uniforme de I'intégrale

(2.4) Lw/,(l, s) — ¥o(I,s)) =0.

Or, Iéquivalence (2.1) implique ’égalité des intégrales

(25) L%@»=L%mw

de sorte que nous avons pour chaque J € K

- (26) L[l/,,(z, ) — ¥l 5] = 0.

Il n’est pas difficile de démontrer que les intégrales (2.6) convergent localement
uniformément par rapport a s € R, cela découle de la convergence localement uni-
forme des intégrales figurant dans (2.5). La fonction f(I,s) = ¥,(I, s) — y(1, 5)
remplit donc les conditions de notre lemme 1 ot nous prenons pour X n’importe
quel intervalle borné sur I’axe réel R. Il s’en ensuit (2.4), d’oi (2.2).

IL. Supposons maintenant par contre que I'intégrale (2.2) converge localement
uniformément, nous en tirerons la validité de (2.1) pour tout J € K. La fonction inté-
grée dans (2.2) étant non-négative, nous voyons que I'intégrale

(27) [ 009 = os.91 =0
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converge localement uniformément quel soit J € K. Pour chaque ¢ > 0, ¢ > 0 il est
donc possible de trouver § > 0 tel que I'inégalité

;l(/’l([j’ 5) - QDz(Ij’ s)l <é&

ait lieu pour toute partition 9 = {I,, ..., I,,} de l'intervalle J en question, pourvu
que (Z) < 3§, |s| < 0. Or

jf[l(l’x(lj, s) ”‘jﬁl 0,1}, s) =k§1{:1j1¢1(1j, $) [@1(Lis s) — @2(Ls s)]jzli 1(,02(11-, s)},

de sorte que pour |s| < o, (2) < & nous avons en vertu de |¢(I, s)| < 1 I'inégalité
(28) |1;[ @il s) = 1;1 a1, 5)| = ; [@1(I8) — 0oL} )] <&
L’existence des intégrales-(BB) des fonctions X, et X, dans I'intervalle J entraine
la convergence localement uniforme de

lim ] oyl s) = exp [ j wt s):|, k=1,2.

vW(2)-0 2
De cela et de (2.8) nous obtenons (2.1), c. q. f. d.

Comme nous voyons de la seconde partie de la démonstration, la convergence
localement uniforme de lintégrale (2.4) est non seulement suffisante, mais aussi
nécessaire pour la convergence localement uniforme de I'intégrale (2.2). Nous voyons
en méme temps qu’il n’est pas nécessaire de supposer I'intégrabilité-(BB) des deux
fonctions aléatoires X, et X,; on a en effet le

Corollaire 1. Soient X, et X, deux fonctions aléatoires d’intervalle et supposons
que X, soit continue en ( et intégrable-(BB) dans K. Si l'intégrale (2.2) converge
localement uniformément par rapport a s €R, alors X, est aussi intégrable-(BB)
dans K et (2.1) a lieu pour tout J € K.

Ainsi avons-nous obtenu une nouvelle condition d’intégrabilité-(BB) des fonctions
aléatoires: si X, est additive-B, (2.2) sera la condition pour (BB)-[X, ~ Xj.

Théoréme 2. Soit X une fonction aléatoire continue en O et intégrable-(BB).
soit Z son intégrale indéfinie. Si X° est intégrable<(BB), alors Z° I'est aussi et pour
tout Je K on a

(2.9) (BB)- j X° ~ (BB)-I~ Zo,

Par contre, si Z° est intégrable-(BB), X° est aussi et (29) a lieu. De plus

(210)  [(BB)f, X ~ (BB}, X°] < [(BB)f, Z° ~ Z(J)].
Démonstration. D’aprés le théoréme 6 de [5] et notre théoréme 1 nous avons

pour les fonctions caractéristiques

j lox(L. $) — oAl 5)| =0,
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I'intégrale convergeant localement uniformément, donc aussi
f V3L, 5) = ys(t, 9| = 0.
K

Les deux premiéres assertions de notre théoréme 2 ainsi que I’équivalence (2.9)
découlent de notre théoréme 1 et de I’équivalence des conditions (2.2) et (2.4). La
relation (2.10) est alors une conséquence immédiate de (2.9) et de la premiére partie
du théoréme. ‘ ‘

Pour pouvoir démontrer notre théoréme principal, nous aurons besoin du lemme
suivant que nous allons citer sans démonstration (cf. [3], p. 190 sqq).

Lemme 2. Si une suite de fonctions caractéristiques tend presque partout vers
une fonction caractéristique, alors elle y tend partout, donc aussi localement
uniformément.

Théoréme 3. Soient X, et X, deux fonctions aléatoires intégrables-(BB) et vé-
rifiant (2.1) pour tout J € K. Supposons que DX (t) existe presque partout dans K.
. Alors DXz(t) existe presque partout dans K et, tant qu’elles existent toutes les deux,
Péquivalence DX (t) ~ DX,() a lieu.

Démonstration. D’aprés notre théoréme 1, (2.1) entraine (2.7) pour tout
J € K. A Taide du théoréme 15.1 de [4], ou bien par des raisonnements analogues
a sa démonstration, nous obtenons & partir de (2.7) pour tout s € R fixé Iégalité

(2.11) lim h™'[o(<t, t + h),s) — 1 — o (<1, t + h),s) + 1] =0,
h-0+

valable pour presque toutes les valeurs de ¢ € K. Désignons par N, I’ensemble des
1€ K pour lesquels (2.11) n’a pas lieu. Soit u la mesure de Lebesgue. Pour chaque
s €R nous avons u(N,) = 0. Ensuite, soit N I’ensemble des e K pour lesquels
DX (1) n’existe pas; d’aprés les hypotheses faites, #(N) = 0 également. Pour s e R,
te K = (N U N,), nous avons donc

(2.12) lim h™',(<t, 1 + h),s) — 1] = Y1, 5)
>0+

ou)/(t, s)est la seconde fonction caractéristique de DX 1(1). Désignons par E ’ensemble
des paires (t,,s), te K, s e R, pour lesquelles le premier membre de (2.12) n’existe pas,
ou bien différe de y'(t, s). Soit ensuite E, = {t: (1, s) e E} < K, E' = {s:(t,s)eE}c
< R. Pour chaque se R nous avons E, = N U N, donc p(E,) = 0. L’ensemble E
est donc de mesure nulle (mesure de Lebesgue dans le plan). Il en résulte alors que
u(E") = 0 pour presque toutes les valeurs de t; soit N* I’ensemble des valeurs excep-
tionnelles, u(N*) = 0. Pour 1€ K — N* nous avons (2.12) pour tout se R — E,
donc aussi

(2.13) limexp {h™'[¢,(<t, t + h), s) — 1]} = exp v'(t, )

pour tout se R — E', c’est-a-dire presque partout. Or, en vertu de notre.lemme 2,
les fonctions caractéristiques figurant au premier membre de (2.13) tendent vers
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exp Y'(t, s) partout (et localement uniformément). Il s’en ensuit donc que DX3(r)
existe pour 1€ K — N*. Il résulte du théoréme 9 de [6] que DX,(¢) existe pour les
mémes valeurs de t, c’est-a-dire presque partout dans K, c. q. f. d.

Corollaire 2. Lintégrale-(BB) d’une fonction aléatoire intégrable-(BB) et déri-
vable admet presque partout une dérivée équivalente (~) @ la dérivée de'la fonction.
Par contre, si I'intégrale-(BB) d’une fonction aléatoire intégrable-(BB) est dérivable,
la fonction elle-méme admet presque partout une dérivée équivalente a la dérivée
de son intégrale.

Nous verrons plus tard que les résultats du théoréme 3 et du corollaire 2 ne peu-
vent plus étre améliorés.

3. FONCTIONS ALEATOIRES HOMOGENES

Nous allons montrer dans ce court paragraphe que pour les fonctions aléatoires
homogenes Iintégrabilité-(BB) est en principe équivalente a la dérivabilité. Dans ce
cas spécial, I’existence de la dérivée pour un seul t € K implique déja la dérivabilité.

Théoréme 4. Soit X une fonction aléatoire homogéne et dérivable dans K. Alors X
est aussi intégrable-(BB) dans K et pour son intégrale-(BB) indéfinie Z on a partout
dans K
(3.1) DZ(t) ~ DX()e %.

Démonstration. Comme X est homogene, la loi de répartition de DX(t) ne
dépend pas de t; la relation DX(f) € ¥ résulte des raisonnements cités dans [6],

paragraphe 4. Soit y(s) la seconde caractéristique de DX(t). A chaque ¢ > 0, ¢ > 0,
on peut donc associer un nombre positif J tel que

(3.2) {Iek, |1 <3, |s| < o} = {|w(1, s) — |1 v(s)| < eI} -
Soit J € K; pour chaque partition & de I'intervalle J, de norme v(2) < 4, on a alors
pour |s| < ¢ I'inégalité
() [ZH09) 990 = X 160.9) ~ ] w0l < 2 2] = 1] = ]
En raison de (3.3) il existe pour ¥(Z) — 0 une limite (localement uniforme par rapport
aseR)

lim Y Y(I, s) = [J] y(s),

7

de sorte que I'intégrale (BB)-[; X ~ Z(J) existe; sa seconde caractéristique étant
précisément égale & |J| Y(s). Comme J était quelconque, X est bien intégrable-(BB)
dans K. L’équivalence (3.1) est évidente.

Théoréme 5. Soit X une fonction aléatoire homogéne et intégrable-(BB) dans K,
soit Z son intégrale-(BB) indéfinie. Alors X, et donc aussi Z, est dérivable dans K,
(3.1) étant valable partout dans K.
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Démonstration. Il suffit de démontrer que DZ(f) existe pour un ¢ € K au moins.
D’aprés le théoréme 9 de [5] la fonction aléatoire Z est aussi homogéne, de sorte que
sa seconde caractéristique yr,(I, s) est, d’aprés les théorémes 7 et 4 de [5], de la forme
Yo(I, s) = [I| Y(s). La fonction aléatoire Z est donc dérivable dans K, en vertu du
corollaire 2 DX({) existe presque partout, or cela implique déja la dérivabilité de X
dans K: I’équivalence (3.1) est évidente.

4. EQUATIONS DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES

Dans ce dernier paragraphe, nous allons montrer, en procédant plutdt par voie
d’exemples, certaines conséquences que ’on peut déduire de la théorie des fonctions
aléatoires d’intervalle et de leurs dérivées, pour la théorie des équations différentielles
stochastiques, surtout en ce qui concerne les rapports mutuels qui existent entre les
deux interprétations que nous avons développées dans nos travaux antérieurs [5]
d’une part et [10] (équations ,,avec erreur*) d’autre part.

Considérons, pour fixer les idées, I'intervalle K = (0, 1), et dans K une équation
différentielle stochastique

(4.1) 8X(f) ~ F(t, dr).
Nous acceptons, comme d’habitude, la condition a I'origine X(0) ~ V{0}.

La situation initiale étant la méme pour les deux interprétations en question, nous
allons regarder maintenant de plus prés le probléme de I'intégrabilité de I’équation
(4.1). Nous rappelons que (4.1) est intégrable au sens de [5], lorsqu’une fonction
aléatoire X (additive) existe telle que

(4.2) X(t) ~ (BB)- F

©n
pour chaque t € K; (4.1) est intégrable au sens de [10], si X existe telle que pour
tout t € K on ait :

(4.3) O 0ty ) = lim k™1t b 8) = i1, s)
ot h—0+

(pour la notation voir [10]).

A) Supposons tout d’abord que nous nous bornons aux fonctions dérivables (au
sens de [6]), c’est-a-dire telles que
Ye(t, hys) = hyi(t, s) + hog(h, t,s),
3Ux(t, b s) = hy'(t, s) + hoy(h, t,s),
ou |oy(h, t,5)| < e, resp. |op(h, t,s)| < e, pourvu que 0 < h < d = d(e, 0), teK,
]s| < 0. Sous ces conditions, le point de vue de [ 5] est effectivement plus général que
celui de [10], c’est-a-dire:
(a) si une équation (4.1) est intégrable au sens de [10], elle I'est aussi au sens
de [5];
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(b) il existe des équations intégrables au sens de [5] qui ne le sont pas au sens
de [10].

Pour établir la validité de la premiére partie (a), il suffit d’appliquer le théoréme 11
de [6]; quant 4 la seconde (b), voici un exemple qui la prouve:

Soit T un ensemble fini non-vide, T = K. Posons
Ye(t, h;s) = —s*h pour teK — T,
Ye(t,h;s) = —|s|h pour teT.

Alors F est intégrable-(BB) dans K et pour les intégrales (4.2), solution de (4.1),
nous avons s3Yx(t, h;s) = —s*h pour tout te K. Or, (4.3) n’est pas vérifié, car
Yi(t,s) = —|s| pour te Tet Yi(t,s) =—s pour te K — T, tandis que Yi(t, s) =
= —s” partout dans K. Il est bien évident qu’il n’existe pas de fonction y(t, s)
telle que oy(1, 5)/0t = Yi(t, s) partout.

Avant de passer a d’autres cas ajoutons encore une remarque. Nous savons déja
d’aprés notre théoréme 3 que I'équivalence (au sens de ~) des intégrales-(BB) de deux
fonctions aléatoires d’intervalle entraine 1’équivalence presque partout de leurs
dérivées (a condition que celles-ci existent). L’exemple précédent fait voir qu’on ne
peut pas obtenir ’équivalence des dérivées partout, méme en supposant la dérivabili-
té (au sens de [6]) des deux fonctions.

B) Supposons maintenant que F seule soit dérivable, mais que (1, s) soit une
fonction continue des deux variables t e K, se R. Alors Pintégrale o Wi(u, s) du
existe pour chaque ¢ € K, et c’est une fonction continue de s. Donc, d’apreés le théo-
reme de la seconde partie de [8], F est intégrable-(BB) dans K, donc (4.1) est inté-
grable au sens de [5]. De plus

| %f;w;(u, ) du = Wi(t,5)

pour tout 7 € K, de sorte que (4.1) est intégrable aussi au sens de [10], avec la méme
solution.

Il est clair que la continuité de Yi(t, s) est une condition suffisante, mais non pas
nécessaire. Par contre, il est impossible d’écarter I’hypothese de la dérivabilité de F,
comme le montre I’exemple suivant. Soit

Ye(t, h3s) = —s*h + ish™ si t'<i<it+h,
Yi(t, by s) = —s*h  autrement.
Alors
Wity s) = im h™"Yu(t, h; s) = —s?
-0+

pour tout ¢t € K. Il en résulte que ’équation (4.1) correspondante est intégrable au
sens de [10] avec la solution X telle que (2, s) = —s?t. Cependant, F n’est pas
intégrable-(BB) dans K: aucune intégrale (BB)-Jtamy F, a < 1 < b, ne peut exister.
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Cet exemple nous fait voir également que, en général, il y a aussi des équations
intégrables au sens de [10] qui ne le sont pas au sens de [5]. La proposition finale
de [8] exige donc I’hypothése (implicitement admise dans [8]) de dérivabilité.
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Pe3zrmome

CIYYAVHBIE ®VHKLWUW UHTEPBAJIA, III

®PAHTUIIEK 3UTOK (Franti§ek Zitek), ITpara

CratTpsi sBIISIETCS. NPOJIOJDKEHMEM OJHOMMEHHBIX cTaTeit [5] u [6]. Ona Hauu-
HAEeTCA C ONHOM JeMMbI M3 Teopuu mHTerpaia Bopxumma. ITocie 3Toro mpogos-
JKAETCS UCCNIEIOBAHNE CBSI3H MEXIy NPOU3BOJHOM ciyyaiiHod (yHKuMM MHTepBasa
u ee (BB)-unterpanom. [IaBHBIM pe3ynbTaToM SBISETCS Teopema 3, KoTopasi npej-
CTaBieT coboi aHasor u3BecTHOH Teopembl Cakca (oM. [4], Teopema 15.2): korma
Bee (BB)-uHTerpaisl AByX (yHKIMiA COBNAAOT, TO COBNANAIOT MOYTH BCIOZly U HX
NPOU3BOJIHBIC (€C/M OIHA M3 HUX CYLIECTBYET NOYTH BCcro/y). B TpeThem maparpade
TI0Ka3aHo, 4YTO AJIsI OMHOPOJHBIX CIIyd4aHBIX (YHKUMIl CyIIeCTBOBaHME MPOM3BOJ-
HO¥t U (BB)-MHTErpUpYeMOCTb SKBHBAJCHTHBL. B mociemHem naparpade crenaHbt
HEKOTOPBIC 3aMEYaHMs IO BONPOCAM TEOPHU CTOXACTHYECKUX IuphepeHIraabHbIX
YPaBHEHUH, pacCMaTpUBaeMoM ¢ Touku 3perus pabor [5] u [10].
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