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Чехословацкий математический журнал т. 11 (86) 1961, Прага 

ÉLÉMENT PROJECTIF LINÉAIRE D'UNE HYPERSURFACE 
DANS UN ESPACE Ä CONNEXION PROJECTIVE 

JOSEF HAVELKA, Brno 

(Recule 12 février 1960) 

Dans cet article, l'auteur introduit d'une manière géométrique les courbes 
de Darboux et l'élément projectif linéaire d'une hypersurface plongée dans un 
espace à connexion projective et de sa dualisation. 

Dans le présent travail, on montre tout d'abord la signification géométrique des 
tangentes de Darboux d'une hypersurface n dans l'espace (n + l)-dimensionnel Sn+1 

à connexion projective. Les tangentes de Darboux de l'hypersurface л sont déterminnées 
à l'aide d'une correspondance H-linéarisante existant entre les tangentes de l'hyper­
surface л et celles de sa dualisation n*. Cela généralise certains résultats des travaux 
[1] et [2]. A partir des résultats obtenus, on détermine l'élément projectif linéaire Ф ш 

de l'hypersurface n, auquel M. G. F. LAPTIEFF est arrivé dans son travail [4] par une 
voie toute différente, sans connexions avec la dualisation л* et la correspondance 
H-linéarisante. Ensuite, on détermine, dans le présent travail, l'élément projectif 
linéaire Ф* de la dualisation я*, et l'on démontre que dans un espace projectif 
les deux éléments projectifs linéaires coïncident. Ainsi, joint aux travaux [1] et [2], 
le présent travail donne une théorie unique, rendant possible une définition géométri­
que des tangentes de Darboux de surfaces et d'hypersurfaces, applicable aux espaces 
projectifs aussi bien qu'aux espaces à connexion projective. 

1. Soit donné un espace (n + l)-dimensionnel Sn+i à connexion projective par ses 
équations fondamentales 

(1) éA = œ°0A + œiAi + œn + 1An+1 , 
dAt =co0

tA +œJAj + a>ï+1An+1, 
dAn+l = co°+1A + coJ

n+iAj + con
nX{An+1 , 

et par les équations de structure 

(2) [da>a-K«a-?ÄU«e<i. 
où ij = 1,..., n; oc,ß = 1 , . . . , n + 1; K,L= 0, 1 , . . . , n + l.1) 

x) Les indices latins minuscules prennent, au cours du travail entier, les valeurs 1, 2, ..., n, les 
majuscules prennent les valeurs 0 , . . . , n + 1, tandisque les indices grecs parcourent 1, . . . , n + 1. 
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Les fonctions R*ßy (nous écrirons R*ßy au lieu de R%ßy) ou encore R^ßr sont compo­
santes de tenseurs antisymétriques par rapport aux indices ß, y, de sorte que l'on a 

(3) R*ßy) = RK(ßy) = 0 .2) 

Nous normaliserons le repère 9^[Л, Al9 ..., An+ x] de telle façon que le déterminant 

(4) [A, A1, ..., An + 1J = 1 , 

d'où il résulte 

(5) cog+ o)[ + . . . + œ; ï î = 0 . 

Dans l'espace Sw + 1 soit donnée une hypersurface я par l'équation 

(6) co" + 1 = 0 . 

La differentiation extérieure de l'équation (6) donne 

(7) [ f f l ' f f l î ^ - X ' W - O . 

D'une façon évidente, en vertu du lemme de Cartan, il existe des fonctions aц — ajt 

telles que l'on a 

(8) a>ï+l - hikco" = aikœ
k, 

о й Л л = |Я" а
+ 1 . 

En même temps la matrice 

(9) A = ||eiy|| 

est symétrique et nous allons supposer qu'elle soit de rang n. Si nous introduisons de 
nouvelles fonctions Atj = ai} + htj,

3) nous pouvons écrire les équations (8) sous la 
forme 

(10) coï+1 = Aikœ
k. 

En différentiant extérieurement le système (10) et en appliquant de nouveau le 
lemme de Cartan, nous obtenons les équations 

(11) dAtj = Aikco) + Akjco\ - AtJ{(û% + a>lX\) + Aijkœ
k, 

d'où il résulte, en vertu de AtJ + Лу( = 2aij9 Atj — An = 2Нф que l'on a 

(12) day = ац©; + в*/»? - ai/a)? + co^i1) + 1(Л | Д + ля*) ш* » 

My = hikœ) + Л*Х - hiAœ°o + Û>ÏÎÎ) + i(^y* - ^ л ) Û>* . 

Pour les calculs qui vont suivre, prolongeons encore une fois le système d'équations 
différentielles (11), nous obtenons ainsi les équations 

(13) dAijk = Amœl
k + Ailkœ

lj + Aljkco\ - Aijk{2(û°0 + con
nt\) - Auco°k <-

~ Aikœ°j - Ак](о° + (AtjAlk + AjkAa + Л^Лу) o)l
n+l + Лд асо*. 

2) Les parenthèses désignent, ici et dans la suite, la symétrisation. 
3) Nous conservons, autant que possible, la notation du travail [4]. 
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En raison de nos suppositions, il existe une matrice A l, inverse à A; nous désigne­
rons par alj ses éléments. Nous avons donc 

(14) a % = à). 

La differentiation des équations (14) donne 

(15) da" = - arkœl - akWk + a > ° + a t f î ) + (.)? cok. 

Supposons d'une manière analogue, que la matrice Л soit, elle-aussi, de rang n, de 
sorte que nous avons pour les éléments Aïk de la matrice inverse 

(16) <W" = - Л * Х - A*ai + Л"(со°0 + cB-îl) + (.)? ш". 

2. Dans le travail [7], on a exposé une certaine méthode géométrique d'étude des 
hypersurfaces dans des espaces à connexion projective. On y montre que l'étude des 
propriétés locales d'une telle variété est équivalente à l'étude d'une certaine variété 
à connexion, désignée dans le travail cité par le type PW^~n\ On y introduit également 
la notion de dualisation d'une hypersurface dans un espace à connexion projective, 
ce qui est aussi une variété du type PWn

0~n
l. 

Si l'hypersurface ж considérée est déterminée par les équations précédentes et que 
nous choisissions dans l'espace local de chacun de ses points un repère dual Sfl* com­
posé de points de l'espace dual 

(17) EK = ( - 1)K[A, Al9 ..., AK-U AK+U ..., An + 1] , 

alors les équations fondamentales de la dualisation n* deviennent 

(18) dEK = QK
LEL . 

Les matrices \\œ^\\ et | | ß | | | sont transposées l'une de l'autre et de signes contraires, 
de sorte que l'hypersurfaces n* est donné par les équations 

(19) d £ " + 1 = - œn
n

+
+\En+1 - (о1+1Е1, 

dEl = - œl
n+1E

n + 1 - œ}E; - со1Е° , 
d£° = ~co°n+1E

n+i - © ? £ ' - © J E 0 -

Entre n et я* il existe une transformation asymptotique T. Une homographie géné­

rale HÂK = aKLEL est homographie tangente de la transformation T si 

(20) HA = En+l , HdA = àEn+1 + (pEn+l . 

À partir des équations (20) nous obtenons pour les coefficients ocKL et cp les condi­
tions suivantes: 

«oo = ao,- = <*;o * 0 , a0 f„+ 1 = 1 , au = - An , 

<P = < + со%)П+1 + a > ; ü ; 

l'homographie tangente générale H est donc déterminée par les équations 

(21) HA =En + 1 , 

HAt = - AJt& + aîtn + 1E
n+1, 

HAn + i = aw+i,oË° -L л, pj , „ jjn+i 
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En diiférentiant à nouveau les équations (1) et (6), ou bien (19), nous obtenons les 
équations 

(22) à2 A = (.)A + (dû)' + œ°0œ
j + © Ц ) Aj + аисо*со]Ап+1 , 

(23) d 2 £ n + 1 = (.)E"+ 1 - {AtJkM + Л у da / + œ(œk - œ°0œ
j - 2ш^аУ*} El + 

+ dijCoWE0 . 

Nous allons déterminer à présent les coefficients (ptQt cp0 de telle façon que l'équa­
tion 

(24) Hd2yl0 = d2£B + 1 + 2(pd£n + 1 + (.)En+1 + <pf£
f + (p0E° 

soit vérifiée identiquement. Un calcul direct fait voir que 

(25) <p0 = (a„ + l ï 0 - 1) flyCoW , 

9i = {Aijh + Я/Ли-M + 2а^и + 1Лу} Û ) V . 

A une courbe £ de l'hypersurface л, passant par le point A et ayant t = [A, colAtJ 
pour sa tangente, il correspond dans la transformation asymptotique T une courbe Q* 
de tangente t* = [J2n+1, <on

l
¥1El\ et dans l'homographie H la courbe H^. Dans le cas 

où les courbes £* et HQ n'ont pas de contact analytique de second ordre, les coeffi­
cients (pi et cp0 ne sont pas identiquement nuls. La droite t' = \_En+1, (ptE

l + (p0E°] 
est une droite H-linéarisante de direction œ1 : со2 : . . . : of au sens introduit par 
E. Cech (t* et t' sont „droites" de l'espace S*+1; dans l'espace S„+ 1 , t* et f' sont sous-
espaces à (n — 1) dimensions). 

Nous allons nous borner maintenant aux homographies tangentes pour lesquelles, 
toutes les droites H-linéarisantes sont tangentes à l'hypersurface n*. La condition 
nécessaire et suffisante en est 

(26) a„ + l j 0 = 1 . 

En vertu des équations (21) et (26) nous avons le 

Théorème 1. Il existe oo2n + 1 d'homographies H tangentes à la transformation 
asymptotique T, pour lesquelles les droites H-linéarisantes des tangentes de l'hyper­
surface n sont tangentes à sa dualisation я;*. 

Une homographie H étant donnée, les tangentes t de l'hypersurface n qui sont 
situées dans leur droite H-linéarisante t\ ont une signification géométrique. Cela 
a lieu si et seulement si le point M = colAt est situé dans l'espace à {n — 1) dimensions 
Ь„_1? déterminé par les hyperplans En+1 et (ptE\ L'espace Ln„x est donné (en coor­
données locales) par les équations 

(27) xn+1 = 0 , cpiX1 = 0 . 

Le point M(0, a) 1 , . . . , of, 0) se trouve dans Ln^x si et seulement si ses coordonnées 
satisfont aux équations (27), c'est-à-dire si l'on a 

(28) (Pico1 = 0 , 
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soit aussi 

(29) {Aijk + ajkocn+ui + 2а м + 1 Л, у } œlœjœk = 0 . 

Ecrivons à présent 

4k — an + i,k + 2akn + l , Pijk = yj(kaij) > Atjk = ^(iy/t), 

alors l'équation (29) pourra être écrite sous la forme (la somme étant étendue à toutes 

les permutations des indices fixes i, j , к) 

(30) (Äijk + ßijk) œlœjœk = 0 , 

ou encore brièvement 

(31) тиксо1со]сок = 0 . 

Les fonctions mijk sont symétriques par rapport à toute paire d'indices, de sorte 
que la condition nécessaire et suffisante pour que le cône cubique (31) soit apolaire 
par rapport au cône asymptotique 

(32) аисо1а>] = 0 , 

est que 

(33) aijmijk = 0, 

soit encore 

(34) a>JÀiJk + ^ ± ^ n k = 0, 

d'où 
3 

(35) >h = - ; h 
(n + 2) 

où bk = arsArsk. Nous avons donc le 

Théorème 2. 17 existe oo"+1 d'homographies tangentes H pour lesquelles le cône 
cubique (31) est apolaire par rapport au cône asymptotique. Le cône (31) ne dépend 
alors pas du choix de Vhomographie tangente H. 

En vertu de (30) et (35), l'équation du cône cubique, apolaire par rapport au cône 
asymptotique, sera 

(36) {(n + 2) Äm - atjbk - ajkbt - akibj} оо1оо]сок = 0 . 
Si nous posons 

biJk = (n + 2) Aijk - aubk - ajkbt - akibj , 

nous pourrons écrire l'équation (36) brièvement comme 

(37) btJkG>Wœk = 0. 

En raison des résultats des travaux [1], [2], et [4], le cône cubique (37) est un cône 
de tangentes de Darboux. La signification géométrique des tangentes de Darboux 
d'une homographie H tangente à la transformation T a été rendue ainsi suffisamment 
claire. 
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3. Revenons maintenant aux formes quadratique et cubique 

(38) . F2 = aijcolœJ, 

(39) F3 = bijkœ
lœJa)k . 

Posons ensuite 

(40) Ф = F3/F2 . 

Nous allons montrer que la forme Ф est invariante. Comme il résulte directement 
de la définition de la différentielle extérieure et de celle du produit extérieur des formes 
de Pfaff. on a 

(5(coW) = 2ego>V - œr(elœj + efa*) . 

Il décule de l'équation (12) que ôau = aike) + ajke\ — аи(е% + en
nX\), de sorte que 

l'on a 

(41) àF2=F2{el-e"nX\). 

Ensuite on a 

<5(coWû)k) = 3e£wWa/ - сог(е^'сок + е]
гсо1сок + efâœ1) ; 

il résulte alors des équations (13) 

àAijk = Ärjie
r
k + Äirke) + Л г Д ^ - Äijk(2e°0 + еп

пЦ) -
- (fll7ej + aike°j + akje°^) + f(al7arfc + aikarj + ajkair) er

n + 1 + 
+ \{aijArk + ölHri + aJkAi) en+l , 

et des équations (15) 

да = - a ek - e ek + а [е0 + en+1). 

Le calcul conduit au résultat 

(42) ÔF3 = F3(e° - en„X\) . 

Alors, il résulte déjà facilement des équations (41) et (42) que l'on a ОФ = 0. On 
a donc le 

Théorème 3. La forme Ф est invariante et détermine Vêlement projectif linéaire de 
V hyp er surf ace n dans V espace (n + i)-dimensionnel à connextion projective. 

Dans le cas d'une hypersurface dans l'espace projectif, la forme Ф se réduit à l'élé­
ment projectif linéaire de Fubini. 

4. À présent, nous allons déterminer l'élément projectif linéaire de la dualisation n*. 
L'homographie générale К de la transformation asymptotique T entre n* et l'hyper-
surface л est donnée par les équations 

(43) KEL = ßLMÄM . 

Pour que l'homographie К soit homographie tangente, il faut et il suffit que l'on ait 

(44) # KEn+1 =A, 
KdEn+1 = dÄ + фА. 

254 



Une homographie К tangente est donc donnée par les équations 

(45) KEn+1 = A, 
KEl = ßl>°A - AJiAj , 
KE° = ß°>°A + ocOJAj + oc°>n+1An + 1 . 

Nous déterminons maintenant les coefficients cpl et cpn + 1 de telle manière que 
l'équation 

(46) Kd2En+1 = à2 A + 2фА + (,)A + <р% + <pn+1An+1 

soit identiquement vérifiée; il en résulte 

(47) <pn+1 =(ß°>n+1 - l ) f lyû)W, 
ç,' = AriAîjkœ

jœk + a^'Waï + 2Aik^'°œrœk . 

Dans ce qui suit, nous nous bornerons aux homographies tangentes pour lesquelles 
<pn+1 = 0. Ont une signification géométrique les tangentes de la dualisation n* qui 
contiennent les droites K-linéarisantes correspondantes. La condition nécessaire et 
suffisante en est 

(48) cprœn
r
 + 1 = 0 , 

soit aussi 

(49) cprArscos=0, 

d'où il résulte, en vertu de (47), 

(50) {AlsA
HAirk + arkAJ°'1 + 2AikArf'°) ca'eaV = 0 . 

Posons 

AlsA" = Al, At = A'kAU[sr), r,k = ß°'k + 2ßk-°, ßfks = ч1а{ЛЛт 

et additionnons, la somme étant étendue à toutes les permutations des indices fixes 
r,k, s; en raison de la notation introduite nous pourrons alors écrire 

(51) K , + /C)œVo/ = 0, 
ou bien plus brièvement 

(52) cijkcolœj(ok = 0 . 

Nous déterminons maintenant l'homographie tangente К de telle façon que le cône 
asymptotiques a^œW = 0 soit apolaire par rapport au cône cubique (52). Il faut 
alors le système d'équations 

(53) « % * = 0 , 

soit aussi 

(54) а -Л* , + ^ Л ^ ' = 0 
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soit vérifié. Du système (54), il découle alors facilement 

(55) tf= --3—а»Лк'Л*к 
n + 2 

Le cône des tangentes de Darboux de la dualisation n* est donc déterminé par 
l'équation 

(56) {(n + 2) Aîsr - btasr - b*ark - bfaks} o ) W = 0 

où b* = aÎJA*Jk. 

Si nous posons encore b*jk = (n + 2) A*jk — b*aJk — bjaki — b*aji9 nous pouvons 
écrire l'équation (56) d'une façon sommaire sous la forme 

(57) b?Jka)Wcok = 0 . 

Dans le cas d'un espace projectif les fonctions Aik et Alk sont composantes de ten­
seurs symétriques de façon que l'on a AlsA

u = Al
s = ôl

s. Mais alors, on a évidemment 

A-ijk — Aijk , bijk = bijk . 

Théorème 4. Dans une espace projectif les cônes de tangentes de Darboux d'une 
hypersurface n et de sa dualisation %* coïncident. 

L'élément projectif linéaire Ф* de la dualisation я* est déterminé (d'une manière 
analogue à ce qui précède) comme le quotient de la forme cubique F* = bfjkcolœJcok 

par la forme quadratique F, donc 

(58) Ф* = Ft/F2 . 

Pour montrer que Ф* est invariant, il faut démontrer que (5Ф* = 0. 

Or, on a tout d'abord 

(59) SA*. = el
kÄt + elAt + el

rA*ks - (2e°0 + en
n
+

+{) A^ -

- \{elasr + e°sark + e?aks).~- \е*}(А\ага + A\ask + А*аакг) + 
+ jel

n+1{aksAlr + arsAlk + akrAls) , 
et 

(60) SFl*(el-<Xl)Fz, 

d'où il est déjà possible de déduire le résultat désiré. Nous avons donc le 

Théorème 5. La forme invariante Ф* est Vêlement projectif linéaire de la dualisa­
tion я*. Dans un espace projectif Ф* et Ф coïncident. 
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Р е з ю м е 

ПРОЕКТИВНЫЙ ЛИНЕЙНЫЙ ЭЛЕМЕНТ ГИПЕРПОВЕРХНОСТИ 
В ПРОСТРАНСТВЕ С ПРОЕКТИВНОЙ СВЯЗНОСТЬЮ 

ЙОСЕФ ХАВЕЛКА (Josef Havelka), Брно 

Пусть л — гиперповерхность в (п + 1)-мерном пространстве Sn+1 с проек­
тивной связностью, а я* — ее дуализация. Пусть Т — асимптотическое пре­
образование между я и я*. Тогда существует ooln+l касательных коллинеаций 
И преобразования Т, для которых Н-линеаризирующие прямые касательных 
гиперповерхности я являются касательными дуализации я*. Касательные 
к гиперповерхности ж, которые лежат в своих Н-линеаризующих прямых, 
образуют в каждой точке кубический конус. Существует оо" + 1 касательных 
коллинеаций Н, в которых этот кубический конус аполярен конусу асимптоти­
ческому и поэтому совпадает с конусом касательных Дарбу. 

В следующей части найдены проективные линейные элементы гиперповерх­
ности к и ее дуализации я*, и доказывается, что в проективном пространстве 
оба эти проективные линейные элементы совпадают. 
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