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YexocoBaukuii MaTeMaTuyeckuii xkypuaa 1. 11 (86) 1961, Ilpara

ELEMENT PROJECTIF LINEAIRE D'UNE HYPERSURFACE
DANS UN ESPACE A CONNEXION PROJECTIVE

Joser HAVELKA, Brno

(Regu le 12 février 1960)

Dans cet article, ’auteur introduit d’'une maniére géométrique les courbes
de Darboux et I'élément projectif linéaire d’une hypersurface plongée dans un
espace a connexion projective et de sa dualisation.

Dans le présent travail, on montre tout d’abord la signification géométrique des
tangentes de Darboux d’une hypersurface n dans I’espace (n + 1)-dimensionnel S, , ,
a connexion projective. Les tangentes de Darboux de ’hypersurface 7 sont déterminnées
a l'aide d’une correspondance H-linéarisante existant entre les tangentes de ’hyper-
surface 7 et celles de sa dualisation n*. Cela généralise certains résultats des travaux
[1] et [2]. A partir des résultats obtenus, on détermine 1’élément projectif linéaire @
de ’hypersurface n, auquel M. G. F. LAPTIEFF est arrivé dans son travail [4] par une
voie toute différente, sans connexions avec la dualisation 7* et la correspondance
H-linéarisante. Ensuite, on détermine, dans le présent travail, I’élément projectif
linéaire @* de la dualisation 7*, et 'on démontre que dans un espace projectif
les deux éléments projectifs linéaires coincident. Ainsi, joint aux travaux [1] et [2],
le présent travail donne une théorie unique, rendant possible une définition géométri-
que des tangentes de Darboux de surfaces et d’hypersurfaces, applicable aux espaces
projectifs aussi bien qu’aux espaces a connexion projective.

1. Soit donné un espace (n + 1)-dimensionnel S, & connexion projective par ses
équations fondamentales

(1) d4 wiA  + 0'd; + " '4,.,,
d4; wlA  + w{Aj + 0 4, ,
A,y = 0p 14 + 0] A; + 0T Ay,

et par les équations de structure 4
©) [doi] = [oXoy] — 3Rk "],
oui,j=1,..,n;a,=1,...,n+ 1; K, L=0,1,...,n + 1.1)

1) Les indices latins minuscules prennent, au cours du travail entier, les valeurs 1, 2, ..., n, les
majuscules prennent les valeurs 0, ..., n 4 1, tandisque les indices grecs parcourent 1,...,n + 1.
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Les fonctions R}, (nous écrirons Rj, au lieu de Rf,) ou encore Rg,,, sont compo-
santes de tenseurs antisymétriques par rapport aux indices f, 7, de sorte que I’on a

) o = RIL«M) =0.%)
Nous normaliserons le repére R [ A4, Ay, ..., A, ] de telle fagon que le déterminant
(4) [A’ Ags e An+1] =1,
d’ou il résulte
©) o)+ ol +...+ 0" =0.
Dans I’espace S, soit donnée une hypersurface n par ’équation
(6) " =0.
La différentiation extérieure de I’équation (6) donne
(7) [0'@i*'] = Ry [0'0*] = 0.

D’une fagon évidente, en vertu du lemme de Cartan, il existe des fonctions a; =a
telles que I’'on a

(8) o't — ot = a0,

i
~ 1 +
ou hik = ER':" 1.

Jji

En méme temps la matrice
©) A= ayl

est symétrique et nous allons supposer qu’elle soit de rang n. Si nous introduisons de
nouvelles fonctions A4;; = a;; + h;;,*) nous pouvons écrire les équations (8) sous la
forme

(10) o]t = A0,
En différentiant extérieurement le systéme (10) et en appliquant de nouveau le
lemme de Cartan, nous obtenons les équations
(11) da;; = Ayof + Aot — Aoy + 0)1]) + 405,
d’ou il résulte, en vertu de 4;; + A;; = 2a
(12) da
dh

Pour les calculs qui vont suivre, prolongeons encore une fois le systéme d’équations
différentielles (11), nous obtenons ainsi les équations

ip Aij — Aji = 2h;;, que I'on g
k k 0 n+1 1 k
= a,0% + a,;0f — a;(0) + 0p]) + (A + Ajy) O

= hyof + hy;of — hiywg + opi1) + 3(Aip — Ajy) o,

ij

ij

1 ] 1 0 +1
(13) dAj = Ao + Aoj + Ajo; — Ap(20 + 0hil) — 400 —
0 0 1
— Apo; — Ayjo; + (AijAlk + ApAdy + AikAlj) Wpyy + Ajjast
2) Les parenthéses désignent, ici et dans la suite, la symétrisation.
3) Nous conservons, autant que possible, la notation du travail [4].
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En raison de nos suppositions, il existe une matrice A~ !, inverse & A; nous désigne-
rons par a" ses éléments. Nous avons donc

(14) akiaij _ 51} )
La différentiation des équations (14) donne
(19) da = = a0k — o + @) + wit) + (o

Supposons d’une maniere analogue, que la matrice A soit, elle-aussi, de rang n, de
sorte que nous avons pour les éléments A% de la matrice inverse

(16) dA” = — Ao — A%} + A% (w) + oli]) + ()F o

2. Dans le travail [7], on a exposé une certaine méthode géométrique d’étude des
hypersurfaces dans des espaces a connexion projective. On y montre que I’étude des
propriétés locales d’une telle variété est équivalente a I’étude d’une certaine variété
a connexion, désignée dans le travail cité par le type PW;,'. On y introduit également
la notion de dualisation d’une hypersurface dans un espace & connexion projective,
ce qui est aussi une variété du type PW§ "

Si ’hypersurface © considérée est déterminée par les équations précédentes et que
nous choisissions dans ’espace local de chacun de ses points un repére dual R} com-
posé de points de I’espace dual

(17) EX = (= )[4, Ay, oo Aoty Akts oo Ay s
alors les équations fondamentales de la dualisation n* deviennent
(18) dE® = QfE".

Les matrices ||wg| et | Q%| sont transposées I'une de I'autre et de signes contraires,
de sorte que I’hypersurfaces n* est donné par les équations

(19) dE"! = — o T1E" — o] TET,
dE' = — ! E""' — 0lE' — o'E°,
dE® = — 00 E""!' — 0E' — 0JE°.

Entre = et * il existe une transformation asymptotique T. Une homographie géné-
rale H4Ay = oy E" est homographie tangente de la transformation T si

(20) HA = E""', HdA =dE""" + pE"*".

A partir des équations (20) nous obtenons pour les coefficients oy, et ¢ les condi-
tions suivantes:

Qoo = Ug; = &jp =0, flo,u+1=1, o= — A

jis
¢ =g + 0%y + ONL
I’homographie tangente générale H est donc déterminée par les équations
(21) H4 =E"",
HA; = — AjiE" + a.-,,,+1E"+1 ,

HA,+1 = oy+1,0E° j n+ 1
+ Oy ;B + Opt 141 E .
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En différentiant & nouveau les équations (1) et (6), ou bien (19), nous obtenons les
équations

(22) @’4 = (VA + (do’ + 0jo’ + 0'w)) 4; + a;0' 0’4,y ,

(23) d*E"! = (DE" — {400 + A;; do’ + ojof — 0jo’ — 20810’} EF +
+ a,-jcu"a)on .

Nous allons déterminer a présent les coefficients ¢; et ¢, de telle fagon que I’équa-
tion
(24) Hd’A4, = A’E"™*" + 20dE™" + (E"*! + @,E' + ¢oE°
soit vérifiée identiquement. Un calcul direct fait voir que
(25) Po = (“n+1,o - l)aijww

@ = {Adijp + a0 + 2ak,n+1Aij} o,

A une courbe ¢ de I'hypersurface 7, passant par le point 4 et ayant ¢t = [4, wiAi]
pour sa tangente, il correspond dans la transformation asymptotique T une courbe o*
de tangente 1* = [E"*', 0! 'E], et dans I’homographie H la courbe Hp. Dans le cas
ou les courbes g* et Hpg n’ont pas de contact analytique de second ordre, les coeffi-
cients @; et @, ne sont pas identiquement nuls. La droite ¢ = [E"*!, ,E' + ¢oE°]
est une droite H-linéarisante de direction w!:w?:...:®" au sens introduit par
E. Cech (* et ' sont ,,droites* de I'espace Sk, .; dans I’espace S, ;, t* et t’ sont sous-
espaces & (n — 1) dimensions).

Nous allons nous borner maintenant aux homographies tangentes pour lesquelles

toutes les droites H-linéarisantes sont tangentes & ’hypersurface n*. La condition
nécessaire et suffisante en est

(26) Oiio=1.

En vertu des équations (21) et (26) nous avons le

Théoréme 1. 11 existe w0>"*! d’homographies H tangentes @ la transformation
asymptotique T, pour lesquelles les droites H-linéarisantes des tangentes de ’hyper-
surface m sont tangentes a sa dualisation n*.

Une homographie H étant donnée, les tangentes ¢ de I’hypersurface 7 qui sont
situées dans leur droite H-linéarisante t’, ont une signification géométrique. Cela
a lieu si et seulement si le point M = w'A4; est situé dans I’espace a (n — 1) dimensions

L,_,, déterminé par les hyperplans E"** et ¢,E’. L’espace L _; est donné (en coor-
données locales) par les équations

(27) "1 =0, ¢x'=0.

Le point M(0, ', ..., ®", 0) se trouve dans L,_, si et seulement si ses coordonnées
satisfont aux équations (27), c’est-a-dire si 'on a

(28) P =0,
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soit aussi
i j .k
(29) {/lijk + Aty + 20y 44, 000" =0,
Ecrivons a présent
M= 1k + 2% ur1> Bijk = Nabiy s A = Agiji »

alors I’équation (29) pourra étre écrite sous la forme (la somme étant étendue a toutes
les permutations des indices fixes i, j, k)

(30) (Aije + Bip) 00’0 =0,
ou encore brievement
(31) mo'o’o* =0.

Les fonctions m;;, sont symétriques par rapport a toute paire d’indices, de sorte
que la condition nécessaire et suffisante pour que le cone cubique (31) soit apolaire
par rapport au cdne asymptotique

(32) awo’ =0,
est que
'(33) aijmijk =0,
soit encore
(34) @ f+ D, o,
d’ou
3
35 n=————»05
(33) Tk (n+2) k

ol b, = a"A,. Nous avons donc le

Théoréme 2. I] existe 00" d’homographies tangentes H pour lesquelles le cone
cubique (31) est apolaire par rapport au céne asymptotique. Le cone (31) ne dépend
alors pas du choix de ’homographie tangente H.

En vertu de (30) et (35), équation du cone cubique, apolaire par rapport au cone

asymptotique, sera
(36) {(n+2) /Iijk — a;b, — ayb; — agb;} 0’0’0 = 0.
Si nous posons
bij = (" + 2) /iijk — a;;by — ayb; — ab;,
nous pourrons écrire ’équation (36) bri¢vement comme
(37) bw'w’w* =0.

En raison des résultats des travaux [1], [2], et [4], le cone cubique (37) est un cone
de tangentes de Darboux. La signification géométrique des tangentes de Darboux
d’une homographie H tangente a la transformation T a été rendue ainsi suffisamment
claire.
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3. Revenons maintenant aux formes quadratique et cubique
(38) ‘ F, =a,0'o,
(39) Fy = bo'o’o".

Posons ensuite
(40) ® = F,JF, .

Nous allons montrer que la forme @ est invariante. Comme il résulte directement
de la définition de la différentielle extérieure et de celle du produit extérieur des formes
de Pfaff, on a

§(w'e’) = 2efw'e’ — o'(ejw’ + elo).
11 décule de I'équation (12) que da;; = ayes + a;ef — a;j(eg + €pi1), de sorte que
Pona
(41) SF, = Fy(ed — €)11) -
Ensuite on a
S(o'w'or) = 3egu'n’o* — o(ejw’n* + elw'o* + dw'w’);
il résulte alors des équations (13)
0y = Ajiep + Ay + A pei — Ai(2€) + €11
0 r
- (aijek + aike? + akje(i)) + %(aijark + aga,; + aza;) e, +
1 r
+ E(“ijArk + agd,; + ajkAri) €t
et des équations (15)

k k: 0 +1
da™ = — a’e; — €€, + a"(ep + €311).

Le calcul conduit au résultat
(42) OF; = Fy(ed — e11).
Alors, il résulte déja facilement des équations (41) et (42) que I'on a 6@ = 0. On
a donc le
Théoréme 3. La forme ® est invariante et détermine I’élément projectif linéaire de
Phypersurface n dans espace (n + 1)-dimensionnel & connextion projective.
Dans le cas d’une hypersurface dans 1’espace projectif, la forme @ se réduit a 1’élé-
ment projectif linéaire de Fubini. ‘
4. A présent, nous allons déterminer I’élément projectif linéaire de la dualisation 7*.

L’homographie générale K de la transformation asymptotique T entre n* et I’hyper-
surface 7 est donnée par les équations

(43) 7 KE" = p"™4,, .
Pour que ’homographie K soit homographie tangente, il faut et il suffit que ’on ait
(44) : s KE™! =4,

KdE"™ = dd4 + y4.
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Une homographie K tangente est donc donnée par les équations
(45) KE""!' = 4,
. KE; — Bi,OA _ AjiAj,
KE® = B%°4 + o®74; + " 14, .
Nous déterminons maintenant les coefficients ¢’ et ¢"*! de telle maniére que
I’équation

(46) KA’E"' = d?4 + 24 + ()A + @'4; + 0" 4,4
soit identiquement vérifiée; il en résulte
(47) (pn+1 — (50,n+1 _ l)aija)iwj,

Q" = A’iA,-jkcojwk + a,.jﬁo"a)ia)j + 24,80 0" .

Dans ce qui suit, nous nous bornerons aux homographies tangentes pour lesquelles
©""! = 0. Ont une signification géométrique les tangentes de la dualisation n* qui
contiennent les droites K-linéarisantes correspondantes. La condition nécessaire et

suffisante en est

(48) ol =0,

soit aussi

(49) o'A0° =0,

d’ou il résulte, en vertu de (47),

(50) (AlsA”Airk + au A, B + 2AikArsﬁi’o) oo’ =0.
Posons

AlsA“ = A; s A;fsr = A(ikAli[sr) ) 'Ik = ﬁo’k + Zﬁk,O s B:;(s = nla(rkA[lIs)

et additionnons, la somme étant étendue 2 toutes les permutations des indices fixes
r, k, 5; en raison de la notation introduite nous pourrons alors écrire

(51) (A + Bf) 0’0" =0,
ou bien plus briévement
(52) cijkwichok =0.

Nous déterminons maintenant ’lhomographie tangente K de telle facon que le cone
asymptotiques a;;w'w’ = 0 soit apolaire par rapport au cone cubique (52). Il faut
alors le systéme d’équations

(53) aijcijk =0,
soit aussi
(54) aijATjk + 2 : 2Azk'll =0
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soit vérifié. Du systéme (54), il découle alors facilement
(53) . W= — ___3_aijAkrA=_k.k
n+2 N

Le cone des tangentes de Darboux de la dualisation n* est donc déterminé par
I’equation

56 n + 2) Af, — bfa, — b¥a,, — bfa,} *w’0" =0
ks k “si s r“%ks
ou by = aijA:-"jk.

Si nous posons encore b}y, = (n + 2) Af; — bfa; — biay; — bia
écrire 'équation (56) d’une fagon sommaire sous la forme

ji» NOUS pouvons

ijk

(57 biw'ow’o* = 0.

Dans le cas d’un espace projectif les fonctions A, et A* sont composantes de ten-
seurs symétriques de fagon que 'ona A, A" = A} = 5. Mais alors, on a évidemment
A;kjk = Aijka b>ikjk = bijk .

Théoréme 4. Dans une espace projectif les cones de tangentes de Darboux d’une
hypersurface © et de sa dualisation * coincident.

L’élément projectif linéaire @* de la dualisation 7* est déterminé (d’une maniére
analogue a ce qui précéde) comme le quotient de la forme cubique F3 = b},
par la forme quadratique F, donc

o'e’o*
(58) o* = FI/F, .

Pour montrer que @* est invariant, il faut démontrer que §&* = 0.

Or, on a tout d’abord '
(59) 5/1:“ = elch?;r + e;A;I;cr + E:A;’;‘S - (268 + e:i}) Altsr -

- %(el(c)asr + egark + 6,(.)11,(3).— -_:Te(i)(Aliars + A:ask + A;akr) +
+ Sene da Ay + a Ay + a, Ay},

et
(60) OF5 = (e5 — e;71) F3,
d’ouil est déja possible de déduire le résultat désiré. Nous avons donc le

Théoréme 5. La forme invariante ®* est I’élément projectif linéaire de la dualisa-
tion n*. Dans un espace projectif ®* et @ coincident.
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Pe3rome

MPOEKTUBHBIN JIUHEWHBIN 2JEMEHT I'MIIEPIIOBEPXHOCTU
B MPOCTPAHCTBE C IMPOEKTUBHOUW CBA3HOCTBLIO

MOCE® XABEJIKA (Josef Havelka), Bpro

Ilyctb m — runepnoBepxHOCTh B (n + 1)-MepHOM HpocTpaHcTBE S, ,; C MPOCK-
THUBHOM CBSI3HOCTBIO, a n* — ee Ayanusauus. [lycte T — acHMOTOTHYECKOE Tpe-
obpazosanue Mexay © u n¥. Torma cyuecTByeT co>" ! kacaTenbHBIX KOJUIHHeAIMiT
H npeobpaszosanus T, miust KoTopsIX H-THMHEapU3UpyIOIIHe MpsSMbIe KacaTeJbHBIX
TUTIEPIIOBEPXHOCTH 7 SIBJISIFOTCSI KacaTelbHBIMM Ayaiusanuu 7n*. KacaTenbHble
K THUIEPIOBEPXHOCTH 7, KOTOPBIE JIeXKAT B CBOMX H-JMHEApPU3YIOUIMX MPSAMBIX,
06pa3yloT B Kaxoil Touke Kybuueckuit xomyc. CyuectyeT oo"*! xacaTenpHbix
KoJutnHeanuit H, B KOTOPBIX 3TOT KyOMYECKHid KOHYC anoJisspeH KOHYCY aCHUMIMTOTH-
YECKOMY H TI03TOMY COBINa/JaeT ¢ KOHYCOM KacaTeiabHbIX [dapOy.

B cnemyromieii vacTu HaiiicHBI TPOEKTUBHBIE JIMHEWHBIE 3JIEMEHTHI TUIEPIOBEPX-
HOCTM T i €€ [lyaJiu3alluu 7*, ¥ JIOKa3bIBAETCs, YTO B MPOSCKTUBHOM NPOCTPAHCTBE
00a 3TH NMPOEKTUBHBIC JINHEHHBIE 3JIEMEHTBI COBMNAIAFOT.
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