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ASYMPTOTISCHE EIGENSCHAFTEN VON LOSUNGEN DER DIFFE-
RENTIALGLEICHUNG 3" = A(z) .y IM NICHTOSZILLATORISCHEN
FALL

JAN MaRik, Praha und MiLo$ RAB, Brno

Eingelangt am 26. Juni 1959; in neuer Bearbeitung eingelangt
am 14. Dezember 1959

Mit einfachen Mitteln werden verschiedene KEigenschaften von
Losungen der Differentialgleichung y” = A(x) . ¥ im Intervall {a, ©)
abgeleitet, und zwar unter der einzigen Voraussetzung, daB jede nicht-
triviale Losung nur endlichviele Nullstellen hat. Unter weiteren Vor-
aussetzungen tiber die Funktion A4 wird dann ein Satz bewiesen, der

- eine Reihe von asymptotischen Formeln anzugeben erméglicht.

EINLEITUNG

Mit den asymptotischen Eigenschaften von Losungen der Gleichung
(1) y' = A(x) .y, A(x) stetig fir ¢ <2 < 0,

befaBlten sich schon mehrere Autoren. Besondere Aufmerksamkeit wurde dem
Fall, dal A(z) fir groBe z ,,angendhert konstant* ist, gewidmet; die in dieser
Richtung erreichten Ergebnisse sind Spezialfélle allgemeiner Sitze iiber Syste-
me von linearen Differentialgleichungen.

Bei der Anwendung von Methoden, welche fiir eine Differentialgleichung
2. Ordnung spezifisch sind, zeigt sich ein wesentlicher Unterschied zwischen
dem oszillatorischen und nichtoszillatorischen Fall, wo die Ergebnisse etwas
tiefer sind. Das wird hauptséchlich dadurch verursacht, dafl in diesem Fall jede
nichttriviale Losung y in einem Intervall (b, co) von Null verschieden ist, so daf
man einige Integralidentitaten, in welchen y im Nenner steht, benutzen kann.
In dieser Weise werden im 1. Kapitel manche Eigenschaften von Losungen der
Gleichung (1) ohne weitere Voraussetzungen iiber A(x) abgeleitet.

Trotzdem zeigt sich eine gewisse Analogie zwischen den Ergebnissen, die im
oszillatorischen und nichtoszillatorischen Fall erreicht wurden; das betrifft
besonders die asymptotischen Formeln fiir die Losungen. In der letzten Zeit
erschienen einige Arbeiten ([1], [2], [4], [11], [14], [15]), in welchen asymptoti-
sche Formeln fiir Lésungen der Gleichung (1) im oszillatorischen Fall angegeben
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sind. Manche von diesen Ergebnissen sind als Spezialfalle im folgenden Satze
enthalten ([11], S. 515—516):

Es sei h eine positive Funktion, welche eine stetige 2. Ableitung tm Intervall
{a, o©) hat und die Bedingung

f |h(x) B"(x) — A(z) k¥(x) — h~2(z)| do < o

erfillt. Dann hat die allgemeine Lisung der Gleichung (1) die Gestalt

v =) [ | [ 120 o tom],
) — B . fxdt 1]
y'(x) = A'(x) |y, sin W+‘Po +oM)| +
w
+ 7{(];;) [?/o cos{f}ﬂ—(tt) -+ (po} - 0(1)] .

Im 2. Kapitel wird ein analogischer Satz fiir den nichtoszillatorischen Fall
bewiesen und im letzten Kapitel wird eine Reihe von Folgerungen abgeleitet.

1. ASYMPTOTISCHE EIGENSCHAFTEN

1. Bezeichnungen. Es sei E, die Menge aller (endlichen) reellen Zahlen. In
der ganzen Arbeit ist a e E; und J = (a, o). Ist ¢ eine nichtnegative ganze
Zahl, so bedeutet C, das System aller reellen Funktionen, welche eine stetige
Ableitung g¢-ter Ordnung in J haben; O ist also die Gesamtheit aller in J
stetigen Funktionen. Die Zeichen —, lim, lim sup usw. beziehen sich immer auf

b
den Fall, dafl die unabhiingige Verinderliche gegen oc strebt. Anstatt [f(x) da
b

werden wir oft einfach [f schreiben. Wenn kein Mi3verstandnis zu befiirchten

ist, werden wir in Beziehungen wie z. B. ,,f'(x) = g(»), f(x) > h(z) (b; = 2 =
< b)*“ das # auslassen und nur ,,f' = g, f > hin {(b,, b,>*“ usw. schreiben.
Wenn B e C, ist und wenn jede nichttriviale Losung der Gleichung

(2) y" = B(x) .y

nur endlichviele Nullstellen in J hat, so nennen wir die Gleichung (2) nicht-
oszillatorisch. Es sei weiter 4 eine fest gewihlte Funktion aus Cy; im 1. Kapitel
werden wir voraussetzen, dafl die Gleichung (1) nichtoszillatorisch ist. Anstatt
,,Liosung der Gleichung (1) werden wir oft nur ,,Losung* sagen.

0

2. Lemma. Es sezfeCO,]‘>OundI—ff < o0. Wenn wir F(x) = [f-2,
g=|{F, G)=1I- 1—}—fg“2 selzen, sothG—l fg—z— 0.
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Beweis. Es ist (F-1) = — F'F2= (fF)2=g¢g2=G, F1=G+c,
c = (F(a)) G(a) = 0, also FG = 1, lim G = lim F-! = oo und fg—2 = 0.
3. Lemma. Es sei ge Cy, g > 0 und fg—2 = 0. Wir setzen G(x) = ¢ + [g“’
(ce B,), f = gG. Fir jedes x mit G(x) > 0 gelten damn die Beziehungen F(x )
= ff—z < o und F(x) Gx) =

Beweis. Wir wihlen ein festes # mit G(z) > 0 und fiir jedes ¢ > x setzen
i

wir F( f f~2. Im Intervall (x, o) haben wir dann — (G-1)' = G'G-2 =
= (9G)* = f‘2 =F, F,=c, — G ¢ =F(@ +6x) = Gz). Aus
G — oo folgt nun F(z) = lim F; = ¢, = G~(x).

4. Bemerkung. Sind u, » beliebige Losungzn von (1), so ist W = u'v — w’
eine Konstante; es ist genau dann W = 0, wenn u, v linear abhéng’g sind. Wenn

. 1
w im Intervall (b, c0) keine Nullstelle hat, so ist die Funktion w(x) = u(x) f o
eine Losung in {b, o).

5. Definition. Es sei v eine Losung. Wir sagen, daBl v eine Hauptlésung
ist, wenn es eine Zahl b = a gibt mit der Eigenschaft, daB v(z) = 0 fiir jedes

x = b ist und daB das Integral [v-2 divergiert.
b

Bemerkung. Den Begriff der Hauptlosung (,,principal solution‘) haben
P. Hartman und A. Wintner ([7], S. 481) eingefiihrt. Die Existenz einer Haupt-
16sung hat P. Hartman ([5], S. 703) bewiesen; einige Eigenschaften der Haupt-
16sungen haben P. Hartman und A. Wintner ([8], S. 633) abgeleitet.

6. Satz. Wenn eine Losung in (b, o) keine Nullstelle hat, so gibt es eineHaupt-
losung, die in (b, o©) auch keine Nullstelle hat.

Beweis. Es sei « eine Losung mit u(z) = 0 fiir = . Wir kénnen annehmen,
o @

daB [u~? < o ist. Dann ist nach Lemma 2 die Funktion v(x) = u(x) fu~2 eine
b

x

Hauptlésung und es ist offenbar v == 0 in {b, o).

7. Satz. a) Es existiert eine Hauptlosung und je zwei Hauptlosungen sind linear
abhingig. b) Es seien w, v nichttriviale Lisungen und es ses w(x) v(x) + 0 fir

P . u. Lo,
x = b. Dann ist die Funktion p tn (b, o) monoton und der Grenzwert lim - 18t
genaw dann unendlich, wenn v eine Hauptlosung und w eine von v unabhingige

Losung ist. Setzen wir noch W = w'v — wv', so gelten in diesem Fall die Be-

. .u w
ziehungen hm—va = o0 und f w = ®
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Wenn v eine Hauptlésung und w eine von » unabhéngige Losung ist, so haben

. wx) ¢ 1 . u ! i
wir W &+ 0, —Wf{r(xv) = + f pring oo und aus den Beziehungen (.log ” ) —
b
_w v W , 1‘ — oo folgt leicht fE = o00. Damit ist b) bewiesen.
u v w’ | v uw
b

Die Existenz einer Hauptlosung folgt aus Satz 6. Ist nun v eine Haupt-
16sung und u eine von » unabhéngige Losung, so gilt

x

0 —oly [
b

und nach Lemma 3 ist % keine Hauptlosung.

8. Definition. Es sei §, die Merge aller Funktionen va’
l6sung, » eine von v unabhing'ge Losung und W = u'v — wv' ist.

wo v eine Haupt-

Bemerkung. Auf Grund von Satz 7 gibt es zu jedem f ¢ §, ein b = @ derart,
dal f > 0in <b, o0) und [f! = oo ist.
b

9. Satz. Es sei f eine Funktion aus §, und w eine Hauptlosung. Dann ist §, die
Gesamtheit aller Funktionen der Gestalt f + cw? (c e E,).

Beweis. Es seien u, v unabhéng'ge Losungen, » eine Hauptlosung, W =

’ ’ . U
= u'v — w', sz. Es sei 8, fu = ﬁ,ll,
schaften haben. Es gibt Zahlen «, f, y mit u, = au + v, v, = pv, ay * 0.

ist lei - _ayw Lyt B
Es ist leicht zu sehen, dal W, = xyW und f, = -~ o 1 =f+ 7

uv

wo %y, vy, W, dhnliche Eigen-

2

ist. Weiter gibt es ein 6 mit v = dw; demnach ist f, = f + cw? mit ¢ = N
[0

Ist umgekehrt ein ce B, gegeben, so haben wir offensichtlich f + cw? =

(0w + Wev)w
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10. Satz. Es sei Be Cy, B < A und die Gleichung (2) set michtoszillatorisch.
Es sei weiter v eine Hauptlosung von (1), V eine Hauptlosung von (2), V == 0 in
(b, ), b, > b, feT,, FeFp, F(b) = 0. Dann st

(3) v+0, %\20 m (b, o),
(4) F>0,F;q20inwbm
und

lim infg;1 >1.

Beweis. Es sei 2, > b und es sei y eine nichttriviale Losung von (1) mit
y(x,) = 0. Weil V in (x,, o) keine Nullstelle hat, ist nach dem Sturmschen
Vergleichungssatz y == 0 in (z,, 00); nach Satz 6 ist auch » == 0 in (z,, ). Da
aber x, nur der Bedingung z, > b unterworfen ist, haben wir v(z) == 0 fiir alle
z > b. Wir kénnen also voraussetzen, daf die beiden Funktionen », V in (b, o)
positiv sind.

1
Es sei nun » eine durch die Bedingungen u(x ) = 0, «'(x,) = o) bestimmte

0
Losung von (1). Es ist w'v — uv’ = w'(z,) v(x,) = 1 und u(x) > 0 fir x > x,;
. . v 'H 1 o(®) 1 . .
in (x,, c0) haben wir daher (E) = T @) c -+ fu‘? Weil aber nach Satz 7

¢ = lim 2 = 0 ist, erhalten wir die Relation

(5) ov(x) = 'u,(yc)~[ul2 .

Wenn wir noch eine Losung U von (2) durch die Bedingungen U(x,) = 0,
U'(z,) =

1
bestimmen, so gilt natiirlich auch
V(zo) 8

(6) VM=UWI%.

Wir setzen nun g = »'U — «wU’. Es ist g(z,) = 0; in {(x,, o) gilt ¢ = «"U —
— uU”" = (A — B) uU = 0 und folglich auch ¢ = 0. Daraus ergibt sich leicht,

daf3 (%) = 0 in (x,, o) ist. Fur x;, < < t bekommen wir also

wa) _ ul)
U) = U®)’
so daf (1;%;—)2: (%((93)2 ist; aus (5) und (6) folgt jetzt
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) w(@) v(x) = f (%%)) dt = f (g((f))) dt = Ux) V()

Fiir jedes x > =, gilt weiter

u(z) wt)  ww) | Vi)
®) U@ =00 = Ulee) ~ olwg)

(7) und (8) liefern die Ungleichung

V() V(x)
©) : W) = @)

Weil z,, « beliebige Punkte mit b < x, <  sind, ist (3) bewiesen.

Da uve §, ist, gibt es nach Satz 9 ein ¢ mit f = wv + cv?; es ist offenbar

c= J;&"o)), also

(10) =+ e ()
Ebenso gilt

(11) F = UV + F(x,) (T/—(I—;—)—) .

Ist F(x,) = 0, so haben wir nach (11) F > 0 in (z,, o). Es ist also F > 0 in
(by, ). Fur b, <xy <z gilt daher wegen (7), (9), (10), (11) F(x) —

— 19 = o () — e () = me () rea (G5 o
F@) — fr) - Pl — )

. Damit ist auch (4) bewiesen.

vie) T v
Es gibt ein b, > b, derart, dall f > 0in (b,, o0) ist. Setzen wir ¢ = Y ;3(1) )f by) ,
2
— 2 2
50 ist in (by, o0) F 5 f =, a.lso!ig 1 +ci =1+ o Wl, wo v, eine
v f f U101

Hauptlésung, u, eine von »; unabhingige Losung, W, = ujv; — wv; und

U0 . . v v cvtW

—V}]—l- = fist. Nach Satz 7 ist aber — = konst., — — 0, also !
1

— 0. Daraus
vy Uy UyVq

folgt die Beziehung lim inf % = 1.
11. Satz. Es sei v eine Hauptlosung und w eine von v unabhingige Lisung der
Gleichung (1). Wir setzen W = u'v — wv’, f = u_Wv Dann gibt es zu jedem

fie §4ein ce B, derart, daf3 in einem Intervall (b, o) die Bezichungen
v
(12) h=ifreer].
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’ ’ v v
(13) f1:f[1+6%~]~6;
bestehen, und es gilt
(14) lim sup |f2] = lim sup I .
Beweis. Nach Satz 9 gibt es ein ¢, e By mit /, = f + ¢;02. Wenn wir¢ = ¢, W

. v Cuw v )
setzen, so haben wir f|1 -+ e = f+ W oW ‘= =f+cp?=f und
W
jl’:f[lJrc#‘]qu c. f[l +c%:| A—cg—. Damit ist (12) und
(13) bewiesen. Da aber nach Satz 7 E — 0 ist, folgt (14) leicht aus (13).

12. Definition. Es sei B e C;,. Wir nennen die Gleichung (2) regelmiBig,
wenn sie nichtoszillatorisch ist und wenn es ein f e §5 mit

(15) lim sup |f'] < 1
gibt.

Bemerkung. Wenn (15) fiir ein f e §, gilt, so gilt (15) nach Satz 11 fiir alle
feda

13. Satz. Es sei v eine Hauptlosung, u eine von v unabhingige Lésung und
die Gleichung (1) sei regelmdifig. Dann bestehen die Beziehungen

(16) 0 < lim inf |u'v| < lim sup |u'v| < o0,
(17) 0 < lim inf |uv’'| < lim sup juv’| < ©,
(18) lmu =lmu = + oo,

1 —1
(19) lim 5= =4 ©.

Ist u, eine weitere von v unabhdingige Losung, so gilt

’

(20) lim & — Jim 2
u u

: . . uY .
Beweis. Setzen wir W = u'v — wv', f = —, so ist

W’
(21) o= WQ1+[f), —2u =W1-Ff).
Auf Grund von (15) und (21) gibt es eine Zahl b = a und positive Zahlen c;
derart, dafl in <b, c0) die Relationen

uv
GI<T/V—<027
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% .
bestehen. Insbesondere ist in ¢b, c0) uvu'v’ + 0; da nach Satz 7 W " © ist,
gilt in (b, o)

w'v uW —wv’ oW

! _— Y = e — < 0.
U =W - >0, ww ” <

Wegen (v2)’ = 200" < 0 gilt |[v| — A mit 2 = inf [o(2)]. Gesetzt, es sei 2 > 0.
x2b

w
Dann bestehen in (b, o) die Beziehungen |u'| = 02;v| | = 62|W| und |u(z)| =
< |u(d)] + (x — b) CZI}W—}; also ist f]u«l[ = oo und auf Grund von |v'| = 63]]:;/—‘
erhalten wir f]v | = o0, was vermdge f]v” - ]fv'| = [lim v — v(b)| < oo nicht

w
zutrifft. Mithin ist » — 0; daraus folgt |u'| = ——— all?| - 00, |u| > oo, V| =

TPl
< —ll-rl — 0 und wegen uu' > 0, vv’ < 0 gilt (18) und (19).

Schlieflich haben wir %, = au + fv, also o QN +p %—, — & = lim %1

/

womit auch (20) bewiesen ist.

14. Bemerkung. Aus (18) und (19) folgt, daf} jede Losung einer regelméBigen
Gleichung in einem Intervall (b, co) monoton ist. Eine positive Losung y ist

dann abnehmend oder wachsend, je nachdem y eine Hauptlésung ist oder
nicht.

15. Satz. Es set he Cy, h > 0; wir sefzen

(21) p="" 4 L
(22) H(z) = fh‘z (xed).

Dann bilden die Funktionen he*® ein Fundamentalsystem der Gleichung (2) und
he= " ist genau dann eine Hauptlésung von (2), wenn die Beziehung

(23) [h2 =
besteht; unter der Bedingung (23) ist

h2
(24) 5— € %B .

Die Relation
(25) lim sup |ph'| < 1

besteht dann und nur dann, wenn (23) gilt und (2) regelmdifig ist.
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. I +Hyn ’ 1 +H l__ ” h’ ( ’ 1 1
Beweis. Esist (he™")" = [(k i.ﬁ) e ] = [k F 7 + (h + 5) (:t /P)] .

1
h" + ﬁg) ¢*H = Bhe*®;  die Funktionen U = heH, V = he ™ sind

also Losungzn von (2). Setzen wir noch W = U’V — UV’, so bekommen wir
1
W = (h'ef 4 - eH) he ® — heH(h'e H — 7 e~H) = 2.

Nach Satz 7ist V genau dann eine Hauptlosung, wenn der Grenzwert lim T/{ =
= lim e?¥ unendlich ist; dafiir ist aber die Bedingung (23) notwendig und hin-
reichend. Wenn also (23) gilt, so hat man ZL; = [{/II/ e § und wegen (h;),— hh'
ist (2) dann und nur dann regelmafig, Wem: (25) gilt.

Wenn umgekehrt (25) erfiillt ist, so haben wir A%(x) = h%(a) + }th’ <

= ¢, + ¢y(@ — a); daraus folgt leicht (23). Damit ist alles bewiesen.

16. Satz. Es seten u, v unabhingige Lésungen von (1), W = u'v — wv'; die

. uwv . L .
Funktion — set positiv in (b, o). Setzen wir

w
hz) :V%(xp)vv(x)’ Hiz) — 2_3’; =0,

so gult '
(26) B = Ah — h>
und es gibt Zahlen c, d derart, daf tn (b, ) die Beziehungen
(27) u = che®, v = dhe ¥
bestehen.

Beweis. Es ist (log g ),z%’ —?;—f: 2H’, log %f =c + 2H,% = Cpe2H
wv = czh?; daraus folgt leicht (27). Setzen wir jetzt U = heH, so ist 4 = %,:

ur r 1

und nach Satz 15 gilt die Beziehung T + i Damit ist auch (26) be-

wiesen.
17 Satz. Es sei feF,, [ > 0in (b, ). Setzen wir h(zx) = VZf z), H(x) =

= | — (x> ¥
f2f (x = D), so ist
b

(28) H— o0,



es gilt (26) und die Funktionen he*H bilden ein Fundamentalsystem von (1) in
(b, 0); he™ ™ ist eine Hauptlosung.

Beweis. Es sei v eine Hauptlosung, u eine von » unabhéngige Losung,

W=uv—w', f= u_v;) Nach Satz 7 gilt (28) und das Ubrige folgt aus

Satz 16.

2. ASYMPTOTISCHE FORMELN

18. Lemma. (Siehe A. Wintner, [13], S. 55.) Hs sei peCy, qe Cy, p > 0,

x

1
f (@) ( f }q,) dx < 0. Dann gibt es eine Funktion ¢ € C, mit den Eigenschaften

(29) (pg") =qp, ¢—1.
Beweis. Wir wihlen ein > a derart, daﬁfﬁx) (f |q|) dzr < = 5 lbt bestim-
b b
men eine Funktion z e C, durch die Bedingungen z(b) = 1, z (b) , (p2') =

= gz und setzen f(z) = 1 + max iz t) — 1]. Bsist p(x) 2'(x) = fqz und [2(t)] =

= f(x) (b <t < x); daraus folgt

el < x)f' -

Es ist leicht zu sehen, daBl die obere Ableltung f héchstens gleich |2'| ist, und

wegen log f = % = %gilt log f(x) gf[zf’[ §f (f]q[) dx < f(x) <Ve

f]z | <V , lim 2 = z(b) +fz > 1 ——2«>0 Jetzt setzen wir g = (lim 2) . .

b

19. Bezeichnung. Es seien f, ¢ Funktionen in J. Dann bedeutet das Symbol
f ~ g, daB es eine Funktion ¢ in J gibt, welche die Bedingungen

f=99, 91
erfiillt.

20. Satz. Es set Be(,, die Gleichung (2) sei michtoszillatorisch, V sei eine
Hauptlosung und U eine von V unabhingige Losung der Gleichung (2). Weiter
setzen wir voraus, daf A die Bedingung

(30) [l — BlUV <
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erfullt. Dann ist auch die Gleichung (1) nichtoszillatorisch und es gibt ein Funda-
mentalsystem u, v von (1) mat

(31) u~U, v~T;
v st eine Hauptlosung.

Die Qleichung (1) ist genaw dann regelmdfiig, wenn (2) regelmdpig ist. Wenn tn
diesem Fall y und Y Losungen von (1) und (2) mit y ~ Y sind, so gilt auch

(32) y ~Y.
Beweis. Wir kénnen annehmen, dafl U und V in einem Intervall (b, oo)

positiv sind und daB V(z) = U(x) [ U-2 fiir © = b ist. Setzen wir p = U2, ¢ =

] . wl 13 B 0 | wdt -
= (4 — B) U2, so gilt [W ([[q(af)[dx) dt = [[q(x)| (fm) de =

bf}A(x) — B(x)| U(x) V(x) de < co. Es gibt also eine Funktion ¢ mit den

Eigenschaften (29) und wegen 0= pp” + p'¢' — qp = U2" + 2UU'¢’ +
4+ (B — A) U%p haben wir Ug" + 2U'¢' = (4 — B) Up, (Ug)" = U"p +
+20'¢" + Up" = U"¢p + (A — B) Up = AUgp, so daBl u = Ugp eine Losung
von (1) ist.
Wir wihlen nun ein b, = b derart, dafl u(x) > 0 fiir x = b, ist, und setzen
e v(x
o) = u@) fut, yle) = pos @b,

0

fus

uz) = — > 1;

Ju=

Dann ist v eine Hauptlosung von (1) und es gilt y(x) =

damit ist (31) bewiesen.

Nunmehr setzen wir voraus, dafl die Gleichung (2) regelméfBig ist. Nach
Satz 13 gibt es Zahlen b, = b,, § > 0 derart, daB in <b,, o) die Ungleichungen

U >0V <0,UV =56

gelten. Somit ist in ¢(b,, o0)

U ’
(33) u’:U’¢+U(p’=U'(¢+ U(p)
Zunéchst wollen wir zeigen, dafl
(34) [{]"f =0

ist. Bs sei also ¢ > 0. Es gibt ein by = b, mit

(35) [14 — B|UVp < &s.
by



Jetzt wihlen wir ein « > b,. Nach (29) ist [p9']y, zbquo, d. h.

U(x) ¢'(x) = U*(bs) ¢'(bs) + bf(A — B) U?p
Dividieren wir dies durch U(z) U’(x), so erhalten wir

Ula) ¢'(w) _ U(by) ¢'() 1 :
9 U@~ U@ U@ U@ U@ f (4 =B U
by

Fiir jedes ¢ ¢ (b,, ) ist
-fues -t
U(z)

U—
also
U@ _ Vo) |40 — BOI U0 90) _ A0 — BOIUO e VO _
U(x) V(z)’ Uz) U'(x) = U'(z) Vz) =
‘ — A0 — B(t)léU(t) V) o)

Auf Grund von (35) bekommen wir nun die Abschétzung

o 2 LA() — B)| U*0) o)
’U(x)U()bf(A B) U <f U@ U@ U=

x

é%f]A—B]UV«pés,
by

so dall wegen (36)

U@ g'@)| _ Uk 9G]
U'(x) Ulx) U’ (x)
ist. Nach Satz 13 hat man aber UU’ — oo; fiir alle geniigend groBe x ist dem-
U(z) ¢'(x)
nach Ue) < 2¢. Damit ist (34) bewiesen.

Wenn wir jetzt 4 = ¢ + 7— setzen, so ist 4 — 1 und nach (33) haben wir

' =U'A Da wv—w' =UV -—UV' =1 ist, so glltuv wv — UV +
-+ UV’ und folglich

wo— UV UV UVipg—UV +UV UV p—1 1

v
V uV’ - UV'eg = A + =

’

UVV: ‘ < o0 besteht, haben wir

Weil nach Satz 13 die Beziehung lim sup

’

7 1; so kommt
ul ~ Ur , ?)’ ~ VI .
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Esseinun y = cu + ¢y, ¥ = ¢,U + ¢,V, y ~ Y. Wir kénnen uns auf den

Fall |cs| + |cg| > 0 beschranken. Es ist %-A oo und nach Satz 13 haben wir

U
T/,_7—>—oo.Istc?,:O,sogih;c,,‘:{:()und%:cl * ¢

y
av.v+av AuSY > 1
folgt jetzt ¢; = 0, ¢, = ¢, und %«, = % — 1. Ist ¢; + 0, so haben wir % =

cy% ¢, v V

it Sl i B
= U e VU — X, also ¢, = ¢,. Daraus ergibt sich
1+ % 14 Cs
¢y U
W oo vV
Yy _oouw e U eV U'ﬁ)1
Y’ CaUI + C4V’ | + _C_i v .
¢ U

Damit ist (32) bewiesen.

Wir setzen jetzt f = uwv, F = UV. Dann ist feF,, Fe Fgund F' = U'V +
+ OV =20V —1, f=2uv—1=2U0Vilp —1, so da limsupf =
= 2limsup U'V — 1 = lim sup (2U'V — 1) = lim sup F’ und dhnlicherweise
lim inf f* = lim inf F” ist. Mithin ist auch (1) regelmaBig.

Ist umgekehrt (1) regelméBig, so folgt aus (30) die Ungleichung [|B — 4.

. uv < oo und nach dem eben Bewiesenen ist auch (2) regelmiBig. Damit ist der
Beweis vollendet.

Bemerkung. Den ersten Teil von Satz 20 hat auch A. Halanay in [16] be-
wiesen.

21. Satz. Es sei he Cy, h > 0,
(387) lim sup |hh'| < 1,

(38) [h" + b2 — AR < oo .

Setzen wir noch H(x) = [h~2, so ist H — oo, die Qleichung (1) ist regelmifig
und hat ein Fundamentalsystem w, v mat
w~hef | v~ heH,

U IR Sy

7 et 7 . ;

v st etne Hauptlosung.

" 1 . .
Beweis. Es sei B = }% + 7 Nach Satz 15 ist H — oo, (2) ist regel-
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méfig und die Funktionen U = heH, V = he~H bilden ein Fundamentalsystem

von (2), wobei V eine Hauptlosung ist. Ferner haben wir (B — A4) UV =
h” l Lee]

— (7 + i A) B2, so daB wegen (38) [|(A — B)UV| < oo ist. Jetzt

wenden wir Satz 20 an.

3. FOLGERUNGEN

22, Satz. (Siehe auch [10] und [12].) Wir setzen log,x = x, My(zx) = 1,
log,y @ = log (log, 2), Myy(2) = M,(@) log, @, Z,() = > (M(w))2 fur n —
=0,1,... (also Zyx) = 0). Wenn fir eine nicktnegati; 1gcmze Zahl m die
Beziehung f{M miild + 32,]| < oo besteht, dann hat die Gleichung (1) ein Fun-
damentalsy;tem u, v mit u ~log,, . VM—,”, v~ VJIT,,,, v it esne Hauptlosung.

Beweis. Die Funktionen U = log,, . V]ll—m, V= Vm bilden ein Funda-

mentalsystem der Gleichung y" = — 1Z,,(x) . y; V ist eine Hauptlésung und
UV = M,,.,. Jetzt wenden wir Satz 20 an.
23. Satz. Es sev o« > — }, f, = *l—_._-iﬁu_—‘% (e,=1,¢e,= —1). Wenn

die Funktion A der Bedingung

@
fx
a

geniigt, dann hat die Qleichung (1) ein Fundamentalsystem y,, y, mit

A(x)—% dz < o

(39) Yyi(x) ~af (j=1,2);
¥y, st esne Hauptlosung. Wenn « > 0 ist, so gilt aufer (39) noch
(40) Yi (@) ~pafit (j=1,2).

{Fur « = 0 siehe E. Hille [9].)
Beweis. Setzen wir B(x) = %, so bilden die Funktionen z;(x) = xfi ein

Fundamentalsystem der Gleichung (2); z, ist eine Hauptlosung und es gilt

2,(%) 25(%) = @, 2925 — 242y = f; — Py = Vl + 4. Da die Funktion f(z) =

— VT—%T zu §p gehort, ist fir « > 0 die Gleichung (2) regelmaBig. Unsere
o

Behauptung folgt nun aus Satz 20.

24. Bemerkung. Die Voraussetzung (38) kann durch die Forderungen
(41) ‘ : [|ph'| < ©,
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(42) fw;h—z — AR?| < ©

erfiillt werden.
2b. Satz. Es seien k, se By, k> 0, s < 1. Wenn die Funktion A der Bedin-
gung
Ja-2lk? — Az) . ot de < o

geniigt, dann hat die Gleichung (1) ein Fundamentalsystem Yy, Y, mit

ys(z) ~ 2 exp {e]- - x} :

, k
Y;(x) ~ e;kx* exp {61‘ 1= 2s xl‘zs} (g1 =1, &g = — 1)
Y, 18t etne Hauptlosung.
s —1
Beweis. Wenn wir A(x) = % setzen, so ist k(z) A" (z) = 8—(-8—]0%) %72 und

—28
7»2—}96_) — A(z) h?(x) = xT (k2 — A(x) . x%). Wir sehen, dal die Bedingungen
(41) und (42) erfiillt sind. Weil A(x) b'(x) = —Z— x%8-1 — 0 ist, konnen wir Satz 21

anwenden.

Bemerkung. Fiir s == 0 bekommen wir das bekannte Ergebnis [3]:

Wenn fir eine positive Konstante k die Bedingung fw[A(x) — k2| dz < oo
erfullt ist, so hat die Qleichung (1) ein Fundamentalsys;em Y1, Yo mit Yi(%) ~
~ exp (&;kx), y;(x) ~ ek exp (e;kx) (¢, = 1, & = — 1).

26. Lemma. Es ses he Cyy b > 0, xe By, « == 1 und es gelte

(43) [#h" + oh'?] < oo

@
Wenn [h'? < o ist, so haben wir

(44) [ < oo, [h2=w, W >0,
wenn fk’z = o0 1st, so gilt

(45) [ <w, |s=1

und es ist entweder )
(46) a=—1, 0<lim19§:(-£):1im}9—g%@.<00
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oder

. h LW
(47) [x] <1, 0<lim (f)=(1+a)hm’i§?<oo
xm xm
Beweis. Aus der Beziehung
(48) (hk')" = hh" + «h'® + (1 — ) b'2
ergibt sich die Existenz eines endlichen oder unendlichen Grenzwertes
lim k' = 4
R2\’
und aus kb’ = (7) folgt
. h3(x)
(49) A=lm=—==0.
Es sei zunéchst
(50) Jh? < .

Dann ist A < co und nach (49) gilt [A=% = co. Wire 1 + 0, so hitten wir

. foava T x . oz L ag i
lim z(A'(z))? = lim @) lim (h(x) h'(2))? = 57" A% £+ 0, was wegen (50) un

moglich ist. Damit ist (44) bewiesen.

]
Es sei jetzt [h'2 = co0. Dann ist A = o0; in einem Intervall (b, ) haben wir

demnach
(51) hh' > 1
und wegen (48) ist
(52) x < 1.
Setzen wir f = log h'h*, so gilt
h” h/l
” g LN DR — | = §

hh" + oh'* = hh (h’Jr(xh) hh'f

und auf Grund von (51), (43) erhalten wir [|f'| =< [hh/|f'| < oo. Daraus folgt
b b

die Existenz eines endlichen Grenzwertes lim f und eines positiven endlichen

Grenzwertes
limA'he = 1.

log A(x) — lim b (x) — 1, log k' (x) _ log h(x) I

Fir « = — 1 ist daher lim (@) . po
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4oe log (W (x) k() — 1, so daB die Beziehungen (45) und (46) bestehen. Fiir

x F+-—1 1st
L k() i
lim TFmz lim A'(x) h2(x) =1,
also
(53) a>—1
und h(x)
PO~ T e
1
Setzen wir noch ¢ = (I(1 4 «))***, so ist
1
(54) h(z) ~ cat
und
. c i
(55) b (x) ~ T alre

1 1
Aus (52 —(55) folgt leicht (47); wegen |x| < 1 ist T o > 5 und laut (54)
gilt [h=2 < oo, so daB auch (45) besteht.
27. Satz. Es sei heC,, h>0, oaech, x=+1, [|hh" 4 oh'?| < oo,

[ % — AR?| < oo und es sei entweder x| > 1 oder

a

(56) [h2= .
Dann gilt (56) und die Gleichung (1) hat ein Fundamentalsystem y,, y, mit
(67)  y;~he™, yi ~eheT (6, =1, 6, = — 1, Hx) = fk ?)

Y, st eine Hauptlosung.
Beweis. Unsere Behauptung folgt unmittelbar aus Lemma 26 und Satz 21.

28, Satz. Essei k> 0,8 =2 (k,fe E,), AeCyy A > 0 und es gelte
JA-3A4" — A < 0, [|A — k| < .
Dann hat die Gleichung (1) esn Fundamentalsystem Yy, Y, muit

a a

(81:1) 82:_1);

Y, st eine Hauptlosung.
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Beweis. Setzen wir b = kA% g0 ist h-2 — Ah? = k-Y(4 — k?), so daB (42)
erfillt ist. Wegen [|4 — &%) < co und b2 = Ak gilt [A = o0 = [h2
Weiter haben wir x = 28 — 3 %= 1 und ' ’

WRY + b’ — k(%A'aA'z _ %A—ZA" +%A’2A—3) - g L A-AA" — A",
so daB [|hh" 4 ah'®| < oo ist. Jetzt wenden wir Satz 27 an.

29. Lemma. Es sei g eine beschrinkte Funktion aus Cy. Wenn g konvex oder

0
konkav ist, so gilt [|g"| < oo.

Beweis. Weil ¢’ monoton ist, existiert ein endlicher oder unendlicher Grenz-

wert lim g’ = I. Da aber g beschrinkt ist, haben wir I = 0, so daBl [lg"| =
=|[9"] = g'(@)] < oo ist.

30. Satz. Es sei he Cy, h > 0 und es sei [ |h=2 — Ah?| < co. Weiter setzen wir
voraus, daf3 eine der folgenden drei Bedingungen erfillt ist:

1. Die Funktion h ist beschrinkt und es gibt ein y € (0, 2) demrt,‘ daf b" konvex
oder konkav ist.

2. Die Funktionen h, h=' sind beschrinkt und es gibt ein y =+ 0 derart, daf h”
konvex oder konkav ist.

@
3. Es st f h'? < oo und es gibt eine Zahl y < 0 derart, daf h? konvex ist.

Dann st fm h=% = o und die Gleichung (1) hat ein Fundamentalsystem y,, ¥,
mit den E’iggnschaften (57), wobes Yy, eine Hauptlésung ist.

Beweis. Wegen (#")" = yh"~*((y — 1) K’ + hh") haben wir
(58) (y = W2+ BR" = y=1h*¥(h")" .
Daraus folgt nach Lemma 29, dafl unter der Bedingung 1 die Beziehung

(59) Flty = D2 4 ) < oo

. © -
besteht. Weil in diesem Fall offenbar f h-2 — oo ist, kénnen wir Satz 27 mit

& = y — 1 & 1 anwenden.
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Es sei nun die Bedingung 2 erfiillt. Fiir (A*)” = 0 ist auch (A%)" = 0; fiir
(R”)" < 0 ist auch ()" < 0. Wir konnen also y == 2 voraussetzen. Aus (58)
und aus Lemma 29 ergibt sich jetzt unsere Behauptung wie oben.

Es sei schlieBlich [%2 < oo, y < 0 und h” konvex. Wegen (58) haben wir

0

9 "
(’f—)) =h"? + hh" = (2 — y) B2 + p~h2-7(h?)". Wenn fh2‘7(h>')" = o0 Wére,

2\’ e
so bekdmen wir (——) — — o0, was unmdoglich ist; mithin gilt

2
[y = VW2 W[ = [y2] [Rw) < oo

und wir koénnen wieder Satz 27 anwenden.

31. Satz. Es set A e Cy, A > 0. Wir setzen voraus, daf} eine der folgenden vier
Bedingungen erfullt ist:

a) Es gibt ein B == 3 mit f|A“%A” — BATEA| < 0 und es gilt entweder
B> % oder B <1 oder fA%:- 0.

b) Die Funktion A1 ist beschrinkt und es gibt ein y € (0, ) derart, dafp A=
konvex oder konkav ist. )

¢) Die Funktionen A, A~ sind beschrinkt und es gibt ein y == 0 derart, daf3 A”
konvex oder konkav ust.

d) Esist [ A734" < o0 und es gibt etn y > 0 derart, daf3 A7 konvex ist.

Dann ist [ A* = oo und die Gleichung (1) hat etn Fundamentalsystem y,, Y, mit

den Eigenschaften
yi(@) ~ A(@) exp {e; [AF}, yj(@) ~e; A¥ (@) exp (e, [4%)

(e, =1, &, = — 1); y, tst esne Hauptlosung.
Beweis. Setzen wir « = 48 — 5, so gilt B¢ (1, 3) genau dann, wenn |x| < 1

ist. Fir h= A4

P

bekommen wir jetzt
Wi 4 o = — 3473 gA 447+ Sea T — - yaTh ARy

Dah—2= A% 't = 2 A7%4' und h—* — Ah? = 0 ist, kénnen wir Satz 27
und 30 anwenden.

Bemerkung 1. Fiir 8 = 3 haben P. Hartman und A. Wintner den folgen-
den Satz bewiesen ([6], S. 82):
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3

Essei AeCy A >0, A/A77 >0, [ A* = o0 und
(60) CflATAT - 34247 < .
Dann hat die Qleichung (1) ein Fundamentalsystem y,, y, mit
yi(@) ~ A7 H@) exp {e, [AH1 4 F5AAF) (e, =1, 6= —1).

Anstatt A € Cy und (60) kann man auch nur 4 e C4, f|d(A’A_%)| < 00 voraus-

setzen.

Bemerkung 2. Der Fall (4-7)" = 0 (0 < y < }) wird von V. Dolezal in [4],
S. 454 behandelt.
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Pesome

ACUMIITOTUYECKUE CBOMCTBA PEIIEHUI
OUOOEPEHIIMAJIBHOI'O YPABHEHUS y” = A(x) . y B CJIVUAE
HEROJIEBJIEMOCTH

AH MAPHMR (Jan Matik), IIpara 1 MUJIOII PAB (Milos Réb), Gpuo

B riase 1 m3yuaercs ypaBHeHme

”n
1 y' =A@y,
rne A — wHempepsiBHasg B uHTepBase (@, c0) QYHKIHA, IPU CAMHCTBEHHOM
NpeIIOJIOKeHNH, YTO BCAKOe HeTPHUBHUAJbHOE pellleHne ypaBHeHus (1) mmeer
TOJNBKO KOHEeYHoe uucao KopHeil. Pemenme y ypasmenua (1) HasbiBacres
rIaBHBIM, eclu cymecTByer takoe b = a, uro #%(r) # 0 mas Becex x = b

@
dx

n 4TO @) = co. [lokasbiBaercs, 4TO rIIaBHOE peIleHue Beerja CyIecTByer

b
M 49TO BCAKOe Jpyroe riiaBHoe pemeHue fABJIACTCA ero KPAaTHbLIM.

. . uv
CumBon §, obGosmavaer B jgajbHelmeM cucTeMy BeeX (QyHKIuUil Buja W
rjie v — rJaBHOE pemenue, ¥ — OT ¥ HedaBucuMmoe pemeHue 1 W = u'v — uv'.

Ilyers Temeps B — HempephIBHAsi B mHTepBajle {a, c0) YHKUUA TaKas, 4To
B(x) = A(x) nns Bcex ¥ = a; uyeTh v — TIJlaBHOe pemeHue ypasHeHus (1),
V — riaBHOe pemmeHume ypaBHEHUs

(2) ¥y = B)y.
Ecmn v(x) #+ 0 st 2 > b, to u V(x) + 0 s > b, u pyHKnuA 7| ABAeTcs
neyOsiBajonieii B unrepsaie (b, ). Eciu fe Fa, F € §p, 10 lim inf%,—((% =L

x—>00

CkaskeM, uTo ypasHenue (1) mpaBuabHO, ecau cymecTByer fe Fa Taxoe,
aro lim sup [f'(x)| < 1. Iycrs, nasnee, y — HETPHBHAJILHOC DEINEHIE IPaBUIIb-

x—>00
- . .o —1
noro ypasHeHusi. Ecam pemenme y riasro, To lim —— = lim —— .
. o Y(T) e Y'()

= - 00; ecam ¥y He riaaBHo, TO lim y(x) = lim y'(x) = £ 0.

x>0 >
D _ GO Gvie
Ecnu f, 9 — rakue ¢ysxmum, 9ro lim = =1, 10 OyleMm umcatsb f~g.
=0 §()

OcHOBHOIT Pe3yJbTaT IIaBhl 2 MOKHO Teneph cPOoPMyJIMPOBATH TaK:
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ITycts A, B — nenpepsiBable B nHTepBaie <@, 00) QyHKIMM; LYCTh ypaBHe-
Hue (2) umeer HexrojeOnomnecss pemenus, nycts U, V — ero HezaBmcuMbIe
pemenusa u V — rumaBuoe pemenne. [lycrs, mamee,

fml(A(x) — B(@)) U(z) V()| do < o .

a

Torma cymecrByioT He3aBHCUMBle permeHusi %, v ypasHenus (1) taxue, 4ro
u~ U, v~YV; v — rnasHoe pemenue. Ecin ypaBHenue (2) 1paBuiIbHO U €U
y, Y — raxue pemenus ypasuennii (1) u (2), 9ro y ~ Y, To umeem raxme y' ~ Y.

B rmaBe 3 upmBeJeHBl HEKOTOPHIE CIIEJCTBUA 3TOU TEOpEMbl; Hauboee
BajKHOE M3 HUX MOKHO c(OPMYJIMPOBATH CIIEMYIOUIMM 00pasoM:

ITycts A — momoskuTenpHas yHKIUA ¢ HEOPEPHIBHOR BTOPOM NPOM3BOTHOM
B muTepBaiie <{a, o). IIpemmomosxum, dUro BEINOIHAEeTCA KaKoe-HHOYAb M3
CIeNYIOMMUX YeThipeX YCJIOBUIL:

1. Cymecrsyer unciio f + 3 Takoe, 9T0

fo[A‘%(x) A"(z) — BA ¥ (2) A"%x)| de < oo,

npuuem wia B < 1, wmu B > 3, umm fA%(x) dz = oo.

2. MOynxuusa A-! orpaunyena, u cyumecTByer Takoe « e (0, §), uro QyHKIms
(A-=)" e MeHsAeT 3HAKa.

3. Oynxmun A, A-! orpaHWYeHH, W CYIOECTBYeT Takoe 4mcilo & # 0, uro
Pyurnua (4%)" He MensieT 3HaKa.

4. NmeeMm fA‘%(x) A'*(x) dor << 00, m cymecrByer Takoe umciio & > 0, 10
(4=)" = 0.
0

Torna fA%(x) dx = oo, ypapuenue (1) npaBuibHO m mmeer yHIAMEHTAIb-

HYJO cucTeMY ¥1, Y TAKYIO, UTO

yi(w) ~ A @) exp {e; [A30) B}, y)@) ~ e, 4%(w) exp (e, [ 43(0) d)

Y, — TIiIaBHOE pelleHwue.
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