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UBER SUBDIREKTE SUMMEN GEORDNETER GRUPPEN

FRANTISEK SI1K, Brno

(Eingelangt am 21. November 1959)

In dieser Abhandlung befassen wir uns mit Charakterisierungen von
Verbandsgruppen, die irgendeinen Typ subdirekter Summen geordneter
Gruppen darstellen. Diese Charakterisierungen haben einerseits einen
konstruktiven Charakter, andererseits sind sie auf den mit der Theorie
der Disjunktivitdt zusammenhéngenden Eigenschaften gegriindet.

Die Theorie der subdirekten Summen, zu der die der direkten Zerlegungen
als einer ihrer Spezialfille gehort, spielt in den gleichzeitigen algebraischen
Untersuchungen eine bedeutungsvolle Rolle. In dem vorliegenden Artikel
beschéftigen wir uns mit den Verbandsgruppen (I-Gruppen), die eine der
subdirekten Summen einfach geordneter Gruppen sind. Man sagt, dal} eine
I-Gruppe G eine subdirekte Summe einfach geordneter Gruppen ist, wenn sie

eine I-Untergruppe einer kompletten direkten Summe EG,, eines Systems {G,}
von einfach geordneten Gruppen ist. Die I-Gruppe @ wird fernerhin eine Rea-
lisierung jeder zu @ isomorphen I-Gruppe G genannt. Eine und dieselbe I-Grup-
pe 1aBt Realisierungen von verschiedenen Typen zu. Das Kriterium, auf dessen
Grunde verschiedene Typen untereinander unterscheidet werden, besteht darin,
ob die Realisierung G der I-Gruppe G Elemente z( ) mit der Eigenschaft
a(u) &= 0, x(v) = 0 fiir »,» &= u besitzt oder nicht. Eine Realisierung ist a)
vom Typ B, b) vom Typ «, ¢) vollstdndig, wenn sie a) bzw. b) fiir keinen bzw.
jeden Index u ein Element der beschriebenen Gestalt enthilt, c) fiir jedes u
und zu jedem z, ¢ G, ein Element z( ) ¢ G existiert, so daB z(u) = x,, x(r) =0
fiir », » &= u gilt. Diese Typen werden auf zweierlei Art charakterisiert. In der
ersten Methode geht man aus dem bekannten Satz 9, [1] VI § 6, aus, daB eine
I-Gruppe genau dann eine Realisierung besitzt, wenn in G ein System von
l-Idealen gewiBler Art besteht. Die Typen a) b) ¢) der Realisierungen sind dann
durch Systeme derartiger I-Ideale mit einigen zuséitzlichen Eigenschaften
charakterisiert. In der zweiten Methode beniitzt man zur Charakterisierung
die Disjunktivitdtstheorie. Auf diese Weise habe ich in der Arbeit [4] voll-
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stindige Realisierungen ausfiihrlich studiert. Die auf den Begriffen der Dis-
junktivititstheorie gegriindeten Bedingungen sind sehr einfach und natiirlich.
Der Satz 1 der vorliegenden Arbeit bestétigt, dal eine I-Gruppe G genau dann
eine Realisierung besitzt, wenn jede Komponente in G normal ist. Durch
ahnliche innere Mittel lassen sich I-Gruppen, die eine Realisierung vom Typ «
und vollstindige Realisierungen besitzen, charakterisieren. Hingegen kann
man entsprechende Aussagen keineswegs iiber die Realisierungen vom Typ £
machen, denn jede I-Gruppe, die irgendeine Realisierung zulaf3t, hat auch eine
vom Typ B (Anmerkung 5a). Die Allgemeinheit dieses Begriffes erfordert
Einschrankungen. Der Begriff wird zweckensprechend, wenn wir zusétzlich
verlangen, dall eine gewille zwischen zwei Koordinaten @,, G, der gegebenen
Realisierung (@,) definierte Relation ¢ keine homomorphe Abbildung einer
auf die andere sei (Satz 8). Realisierungen solcher Art nennen wir reduzierte
Realisierungen. Jede I-Gruppe, die eine Realisierung besitzt, hat auch eine
reduzierte (Satz 7). In Satz 11 ist dann eine innere Charakterisierung (mit
Hilfe der Komponenten) der I-Gruppen angegeben, die eine reduzierte Reali-
sierung vom Typ f besitzen. Zuletzt wird bewiesen (Satz 15), dafl wir zur
Beschreibung der subdirekten Summen einfach geordneter Gruppen mit den
Realisierungen vom Typ « und B ausreichen. Zum Schlufl der Arbeit ist die
vorhergehende Theorie zur Untersuchung der I-Gruppen, in denen jede Kom-
ponente ein direkter Faktor ist, beniitzt.

I. Am Anfang wollen wir den Leser mit den Begriffen und mit den grund-
legenden Eigenschaften dieser Begriffe bekannt machen, die nicht in der
Literatur gelautfig sind. Hier werden nur die wichtigsten eingefithrt. Eine
ausfiithrlichere Belehrung findet man z. B. in [1] XTIV, [3] § 1, [4] § 1.

G sei eine [-Gruppe mit einer additiv geschriebenen (aber nicht notwendig
kommutativen) Operation. Unter etnem positiven Teil a, bzw. negativen Teil a_
eines Elementes a der I-Gruppe G verstehen wir das Element a v 0 bzw. a A 0.
Das Element @ v — @ nennen wir einen absoluten Wert |a| des Elementes a.
Die gleichzeitig definierten Elemente héngen auf folgende Weise zusammen.

a=a,+a_; la|=a.—a_; a,A—a_.=0.

Ist 4 c G, dann verstehen wir unter A, bzw. A_ die Menge der positiven
bzw. negativen Teile aller Elemente der Menge A. Eine Untermenge B einer
I-Gruppe G heilt konvex, wenn gilt: a € B, x € G, |a| = || = « ¢ B. Ein kon-
vexer Normalteiler heilt ein [-Ideal. I-Ideale einer I-Gruppe G stellen einen
kompletten distributiven Verband dar, dessen Operationen durch den Durch-
schnitt und die Summe realisiert werden. Eine Zerlegung in ¢ modulo eines
l-Ideales J wird eine I-Gruppe, die wir mit G'/J bezeichnen und eine I-Faktor-
gruppe nennen, wenn die Anordnung durch folgende Vorschrift positiver
Elemente angegeben ist: ein Element 4 ¢ G/J ist genau dann positiv, 4 = 0,
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wenn ein a € 4, @ = 0, existiert. Die Verbandsoperationen in G/J bezeichnen
wir in gleicher Weise wie in G.

Zwei Elemente z, y ¢ G nennen wir disjunktiv, wenn || A |y| = 0 gilt; man
bezeichnet mit xdy. Untermengen 4, B in G nennen wir disjunktiv (und
bezeichnen mit A6B), wenn gilt: @ € 4, b € B => adb. Die Menge A’ aller Elemen-
te x e G, fiir die x6 4 gilt, heiBt das disjunkiive Komplement (in G) der Menge 4.
Jede Untermenge B in @, zu der eine Untermenge 4 in ¢ mit der Eigenschaft
A’ = B existiert, nennen wir eine Komponente (in G). Unter einem komplemen-
tiren Komponentenpaar (oder anders ausgedriickt: unter komplementiren
Komponenten) verstehen wir ein solches Komponentenpaar K, L, fiir das K =
= L', L =K' gilt. Jede Komponente ist eine konvexe Untergruppe. Eine
-echte Komponente ist eine solche, die eine echte Untergruppe in G ist. Eine
Komponente heilt normal, wenn sie ein Normalteiler ist. Das System aller
Komponenten in G bildet eine komplette Boolesche Algebra, in der das Infimum
AK, eines Komponentensystems {K,} sein Durchschnitt und das Komplement
(im Sinne der Booleschen Algebra) einer Komponente ihr disjunktives Komple-
ment ist. Die Null und G sind das kleinste und das gréBte Element der Algebra.
(Die Verbandsoperationen in dieser Algebra bezeichnen wir in gleicher Weise
wie in G.)

Hilfssatz 1. J sei ein [-Ideal in einer I-Gruppe G. Die l-Faktorgruppe G|J
1st genau dann einfach geordnet, wenn von je zwei komplementiren Komponenten
‘mandestens eine in J enthalten ist.

Beweis. Die l-Faktorgruppe G/J sei nicht einfach geordnet. Deswegen
besteht in G/J ein mit J unvergleichbares Element 4. Fiir ein beliebiges a ¢ 4
gilt also a || 0 (d. h. @ unvergleichbar mit 0). Eines der Elemente a,, a_ gehort
nicht zu J. In dem umgekehrten Fall wire a = a, 4 a_ ¢ J, was einen Wider-
spruch beinhaltet. Es sei z. B. @, non € J. (Den Fall a_ non ¢ J untersucht man
analog.) Wenn a_ ¢ J gilt, dann ist auch a_ = — a, + a ¢ J, also gehoren a_
und a zu derselben Klasse mod J, d. h. zu 4. Das ergibt aber einen Widerspruch
mit den Relationen a, e 4 v J == A. Daraus folgt @, non € J, a_non ¢ J. Fiir die
komplementiren Komponenten (a,)’,{(a )" gilt daher (a,)' nonc J,(a,)"nonc J.

Sind K, K’ komplementire Komponenten, K non c J, K'non c J, und a, b
Elemente in G, a ¢ K, anon e J,b e K', b non ¢ J, dann gilt fiir die die Elemente
|a| bzw. |b| enthaltenden Klassen 4 bzw. Bin G/J A >dJ, B> J, AANB=J
und somit 4 || B.

Hilfssatz 2. Ist J eine maximale Komponente in einer I-Gruppe G und gleich-
zeitvg ein I-Ideal, dann ist die I-Faktorgruppe G|J einfach geordnet.

Anmerkung. Unter einer maximalen (minimalen) Komponente verstehen wir
ein Dualatom (Atom) des Komponentenverbandes.
Beweis. Das disjunktive Komplement J’ zu J ist ersichtlich eine minimale
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Komponente. Ist K eine beliebige Komponente in ¢, dann gilt J' n K =0
oder J' c K. Im ersten Fall ist J'0K,') und somit J > K, im zweiten gilt J > K'.
Die Behauptung folgt dann aus Hilfssatz 1.

S 1. @ sei eine I-Untergruppe einer 1-Gruppe &, K, K' ein komplementiires
Komponentenpaar in G; dann existiert ein komplementires Komponentenpaar
K, & n @, furdas 8 0n @ = K, & n @ = K’ gilt ([4] Hilfssatz 7).

Wenn fiir ein Paar von [-Idealen L, K einer l-Gruppe G L + K =G,
L n K = 0 gilt, so heiBt L, K ewn komplementires Paar der direkten Falktoren
(in G). Jedes Element des Paares nennen wir einen direkten Faktor (in G),
jedes von ihnen ist ein direktes Komplement (ein komplementirer direkter Falktor)
des zweiten. Ein komplementéres Paar direkter Faktoren ist ein komplementé-
res Komponentenpaar ([3] Hilfssatz 5). Jeder direkte Faktor besitzt also
genau ein direktes Komplement.

Es sei ein System {G,|v ¢ 4} von I-Gruppen gegeben. Bezeichnen wir mit z( )
eine auf der Menge A definierte Funktion, deren Werte (= Koordinaten) x(»)
zu @, gehoren, dann bildet die Menge aller solcher Funktionen eine I-Gruppe,
die wir eine komplette direkte Summe von I-Gruppen {G,} nennen und mit

E G, bezeichnen wollen, wenn in & algebraische Operationen folgenderweise
ved

erklirt sind: z( ) Oy( ) = 2( ) <>-2x(v) O y(v) = z(v) fiir » ¢ 4. Dabei bedeutet O
irgendeine von den Operationen 4-, v, A. Es sei bemerkt, dafl wir unter i Q,,
veM

M c A, eine I-Untergruppe in i G, aller Elemente x( ) mit der Eigenschaft
ved

x(v) = 0, v non € M, verstehen. Wenn die Menge M ein einziges Element »
besitzt, dann bezeichnen wir die I-Untergruppe kurz mit G,; ist M = ¢, so

verstehen wir unter der [l-Untergruppe 0. Analog definierten wir Z~ G, =0
ved

fir 4 = 0.
S 2. Eine l-Gruppe & sei eine komplette direkte Summe einfach geordneter
Gruppen {G,|v e A}, 8 = > G,. Dann gilt:

ved
a) Jede Komponente in & ist ein direkter Faktor in &.

b) K ist genaw dann eine Komponente in &, wenn K = 2 G, Mc A, gilt.

veM
¢) Das disjunktive Komplement der Komponente z~ G, ist i a,.
veM ved -M

([4] Hilfssatz 14).

II. In diesem Absatz geben wir Charakterisierungen von verschiedenen Typen
subdirekter Summen einfach geordneter Gruppen an. Die Bestimmung der
diese Typen beschreibenden Bedingungen sind auf zwei Methoden gegriindet:

1) Fir zwei konvexe Untergruppen 4, B gilt: 4 N B = 0 <> 4B ([3] Lemma 4).
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1. Die erste ist konstruktiv, d. h. fiir -eine gegebene I-Gruppe G' wird ein
System einfach geordneter Gruppen gegeben, so dal ¢ eine subdirekte Summe
des Systems ist.

2. Die andere ist auf den Eigenschaften der Komponenten gegriindet.

Um diesen Grundsatz iiberall einhalten zu kénnen, haben wir in den Sitzen 1
und 3 bekannte Bedingungen eingefiihrt.

Zu den Begriffen und ihren Definitionen bemerken wir folgendes. Die
Begriffe einer subdirekten, direkten und kompletten direkten Summe sind
bekannt und geldufig. Den Begriff einer vollstandig subdirekten Summe habe
ich in der Arbeit [4] eingefiihrt und studiert. Neu sind die Begriffe einer «- und
p-subdirekten Summe und ihrer reduzierten Modifikationen.

Definition. Eine subdirekte Summe einfach geordneter Gruppen {G,|v e 4}

ist eine solche I-Untergruppe G in G = i (,, in der zu einem beliebigen » € 4
ved

und einem beliebigen a, € G, ein 2( ) € G besteht, so daB a, == x(v) gilt.

Es ist leicht eine I-Gruppe zu finden — im weiteren werden einige Beispiele
gegeben — die isomorph subdirekten Summen verschiedener Systeme einfach
geordneter Gruppen ist. Aus dem Grunde ist der folgende Begriff eingefiihrt,

Definition. Eine I-Gruppe G ist eine Realisierung einer I-Gruppe G, wenn G
eine subdirekte Summe einfach geordneter Gruppen und zu G isomorph ist.

Wenn eine I-Gruppe G isomorph einer subdirekten Summe G von einfach
geordneten Gruppen {@G,|v e A} ist, so bezeichnen wir diese Realisierung der
I-Gruppe G auch mit (@,) oder ausfithrlicher mit (G,|v € 4). Die einfach ge-
ordneten Gruppen @, nennen wir Koordinaten der Realisierung (G,).

Satz 1. Folgende Bedingungen sind auf einer I-Gruppe G dquivalent:

1. @ hat eine Realisierugn.

2. In @ besteht ein System {J,} von l-Idealen, so daf3 NJ, = 0 und die I-Faktor-
gruppe G|J, fir jedes v einfach geordnet ist.

3. Jede Komponente in G st normal.

Beweis. Die Aquivalenz zwischen den Bedingungen 1 und 2 wird in Satz 9,
[1] VI § 6, bewiesen.

3= 1. Es sei se@, s 3 0. Bezeichnen wir mit J eines der maximalen
l-Ideale, die das Element s nicht enthalten.?) Setzen wir voraus, daB3 die
I-Faktorgruppe G/J nicht einfach geordnet ist, dann existieren nach Hilfssatz
1 komplementére Komponenten K, K’, fiir die K nonc J, K'non c J gilt.

2) Unter einem maximalen s nicht enthaltenden [-Ideale verstehen wir ein maximales
Element in der beziiglich der Inklusion teilgeordneten Menge aller I/-Ideale, die.s nicht
enthalten. Seine Existenz ist durch das Zornsche Lemma garantiert.
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Es sei mit & bzw. & das System aller Klassen in G'/J bezeichnet, die mit K
bzw. K’ ein gemeinsames Element haben. Es gilt 808 in G/J: X e &, YV e & =
es existieren Elemente e X n K, yeY n K', so daB [z[A |yl =0 gilt
= |X| A |Y| = J, und daher 86 8'. Wegen S == J gehort nicht die das Element s
enthaltende Klasse S e G/J gleichzeitig zu & und &'. Es sei z. B. S non € &.
Dann gilt snone K + J. K + J ist ein [-Ideal in G mit der Eigenschaft
K +J>J,K -+ J == J, was einen Widerspruch ergibt. Daher ist G/J einfach
geordnet. Der Bestimmtheit halber bezeichnen wir nun das I-Ideal J mit J,.
Ersichtlich gilt A J, = 0. Die Giiltigkeit der Bedingung 1 folgt dann aus der

. 0+seG
Aquivalenz 1< 2.

1 = 3. Ist (@,) eine Realisierung der I-Gruppe ¢, dann lassen sich die Kom-

ponenten in (G¢,) nach S 1 und S 3 in der Form (G,) n Z G, schreiben, also ist.
veM

jede Komponente in (¢,) und daher auch in G normal.

Anmerkung 1. a) Zum Beweise 2 = 1. Ist die Bedigung 2 befriedigt, dann
hat G nach dem Beweise zu Satz 9, [1] VI § 6, eine Realisierung (G///,). Der
Isomorphismus y zwischen G und (G/J,) wird folgendermallen gegeben: Der
Durchschnitt aller Klassen X, mod J, (fiir alle »), die ein gegebenes Element
z € G umfassen, enthilt nur das Element x; wenn wir mit X( ) das Element
in EG/J,, mit der Eigenschaft X(») = X, bezeichnen, dann ist p(x) = X( ).

b) Wie aus dem ersten Teile des Beweises zu Satz 1 folgt, kann man jedes J,
in der Bedingung 2 als ein maximales [-Ideal, das ein gegebenes von Null
verschiedenes Element aus @ nicht umfaBt, konstruieren. Das System {J,} in
der Bedingung 2 ist das System aller solcher I-Ideale.

¢) Zum Beweise 1 = 2. Ist (¢,) eine Realisierung der I-Gruppe @, dann ist
das System {J,} von l-Idealen in () nach dem Beweise zu Satz 9, [1] VI § 6,
o ausgewahlt: JJ , ist die Menge aller z( ) e (G,) mit 2(u) = 0.

Fiir ein spateres Bediirfnis beweicen wir nun eine Beziehung zwischen der
urspriinglichen Realisierung (G',) und der neuen (G//J,). Der Einfachheit halber
identifizieren wir die I-Gruppe G mit ihrer Realisierung (G,).

Fiir Elemente z( ) und y[z( )] = X( ), die durch den lsomorphismus v
einander zugeordnet sind (vgl. Absatz a) dieser Anmerkung), gilt (fiir ein be-
liebig ausgewihltes p und fiir alle », » == u):

a(p) £ 0, 2() = 0 <= X(u) £ J,, X() =J,.
Es ist namlich: z(u) == 0, (r) = 0 < 2( )non e J#, o )ed, <= X(u) FJ;,
X(v)=d,.
Aut eine interessante Weise sind [-Gruppen, die eine Realisierung mit zwei

Koordinaten (eine 2-Koordinaten-Realisierung) besitzen, charakterisiert. Mit
dieser Frage werden wir uns nun beschaftigen. Es cei bemerkt, dafl ich keine
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dhnliche Charakterisierung gefunden habe, wenn die Realisierung mehr als
zwei Koordinaten hat.

Definition. J sei ein I-Ideal einer I-Gruppe G. Die [-Faktorgruppe G/J heifit
stark einfach geordnet, wenn fiir ein beliebiges Element a, @ non € J, gilt: a > y
fiir jedes y e J oder a < y fiir jedes y € J.

Es ist klar, daB eine stark einfach geordnete [-Faktorgruppe einfach geord-
net ist.

S 3. Eine l-Gruppe ist genau dann einfach geordnet, wenn sie keine echte
Komponente besitzt ([4] Hilfssatz 11).

Hilfssatz 3. J sei ein l-Ideal einer I-Gruppe G. G|J ist genaw dann stark ein-
fach geordnet, wenn J alle echten Komponenten der I-Gruppe G umfaft.

Beweis. Es sei (f/J stark einfach geordnet, K eine echte Komponente in
@, K non c J. Dann existieren Elemente @, y in G, >0, y > 0, z¢ K,
aznoned, x Ay = 0. Die letzte Gleichheit gibt einen Widerspruch mit jeder
der Relationen y ¢ J, y non € J.

Jede der echten Komponenten einer I-Gruppe ¢ sei in J enthalten. Es sei
eina e @,anon e J gewihlt. Ista || y fireiny e J, dannista — y || 0, (@ — y), >
> 0, (¢ — y)_ < 0, und daher existieren in (¢ komplementire Komponenten,
von denen eine das Element (¢ — y), und andere (@ — y)_. enthilt. Beide
sind in J enthalten, also gilt ¢ — y = (@ — ), + (@ — y)_ e J. Durch diesen
‘Widerspruch ist bewiesen, dafl @« — y > 0 oder a — y << 0 fiir alle y e J gilt.
Aber fiir Elemente ¥, z ¢ J konnen nicht die Ungleichungena — y > 0,0 — 2 <
< 0 gleichzeitig auftreten, denn die das Element a enthaltende Klasse 4 ¢ G/J
wiirde ein positives und ein negatives Element enthalten, was unmoglich ist.
Also ist @ > y fiir jedes y e J oder a < y fiir jedesy ¢ J, w.z. b. w.

- Satz 2. Eine I-Gruppe G hat genaw dann eine 2-Koordinaten-Realisierung,
wenn sie etnfach geordnet ist oder ein l-Ideal J enthilt, das eine direkte Summe
zweter einfach geordneter I-Ideale in G und G|J stark einfach geordnet ist.

Beweis. Gt habe eine 2-Koordinaten-Realisierung. Nach S 1 und S 2 bestehen
in G genau zwei (komplementire) echte Komponenten oder keine. Im zweiten
Fall ist G einfach geordnet. Im ersten ist die Summe J dieser Komponenten
das gesuchte I-Ideal. A

Es existiere in G ein I-Ideal mit den verlangten Eigenschaften. J ist also
eine direkte Summe zweier einfach geordneter I-Ideale K, L in G. Also sind K,
L (einzige echte) Komponenten in J. Nach Hilfssatz 3 enthilt J jede der
ochten Komponenten in & und deswegen sind K, L Komponenten auch in &
(vgl. S 1). Denn K, L sind l-Ideale in G, K n L = 0 ,s0 ist ((G/K, G/L) eine
Realisierung der I-Gruppe G. '

Definition. Eine subdirekte Summe G einfach geordneter Gruppen {@G,}
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heiBt vollstindig subdirekt, wenn G > G, fiir alle » gilt ([4] S. 27). Die Realisie-
rung (¢,) heifit dann vollstéindig.

Satz 3. Folgende Bedingungen sind auf etner I-Gruppe G dquivalent:

1. G hat eine vollstindige Realisierung.

2. In G existiert ein System {J,} von l-Idealen, so dafp N\J, == 0, die I-Eaktor-
gruppe G[J, fir jedes v einfach geordnet und fir ein beliebiges u O J, + J, = &
1.8t.3) o

3. Jede von Null verschiedene Komponente enthilt einen minimalen direlten
Faktor in C.

Beweis der Aquivalenz der Bedingungen 1 und 3 wurde in [4], Satz 2,
durchgefiihrt.

1 = 2. G habe eine vollstindige Realisierung. Der Einfachheit halber
setzen wir G = (G,|v € A) voraus. Fiir ein festes u e A definieren wir J, =
= {a( )|z( ) e G, x(u) = 0}. Dann ist die Bedingung 2 erfiillt.

2 = 1. Die Bedingung 2 sei erfiillt. @ hat eine Realisierung (G//J,). (Satz 1.)
Wir sollen beweisen, daB fiir ein beliebiges X , ¢ G/J, ein y € G existiert, so dal
yeX,n NJ, gilt. Zu einem beliebigen x ¢ X, existicren Elemente z ¢ .J,,

vEp
yeNJ,, so dal x =y + z gilt. Dann gehort das Element y = x — 2z zur
veu
Klasse X ,, alsoist ye X, 0 O /.
e

Anmerkung 2. a) Ist die Bedingung 2 des Satzes 3 erfiillt, dann bilden J,
und N J, eine direkte Zerlegung der I-Gruppe G.

vp

b) Ist die Bedingung 2 des Satzes 3 erfiillt, dann ist (G/J,) eine vollstindige
Realisierung der I-Gruppe G.

Definition. Eine subdirekte Summe G einfach geordneter Gruppen {G,}
heiBt «-subdirekt, wenn @ n G, = 0 fiir jedes » gilt. Die Realisierung (G,)
heiBt dann vom Typ «.

Hat @ eine Realisierung vom Typ «, danu ist offenbar G' == 0.

Satz 4. Folgende Bedingungen sind auf einer I-Gruppe G dquivalent:
1. G hat eine Realisierung vom Typ «.

2. In G existiert ein System {J,} von l-Idealen, so daf8 G|J, fir jedes v einfach
geordnet, [} J, = 0 und QY J, == 0 fir jedes u ist.

vEu
3. Jede echte Komponente ist in einer maximalen mnormalen Komponente

enthalten.

3) Besteht die Menge {J,} nur aus einem Elemente, dann verstehen wir unter N J,
vEU
die ganze I-Gruppe G. Uberall im weiteren verstehen wir unter dem Durchschnitte eines
leeren Systems von Untergruppen in G die ganze I-Gruppe G.
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Anmerkung 3. Ist die Bedingung 3 erfiillt, dann ist jede maximale
normale Komponente eine maximale Komponente. Ist nimlich K eine der
maximalen normalen Komponenten, L eine echte Komponente, K c L, dann
besteht nach 3 eine maximale normale Komponente N, so daB L c N gilt.
Aus der Maximalitit der Komponente K folgt X = N und somit L = K.

Beweis zu Satz 4. 3 = 2. Ist das disjunktive Komplement eines beliebigen
Elementes x € G, == 0, gleich Null, dann besteht in ¢ keine echte Komponente
und deswegen ist ¢ einfach geordnet (vgl. S 3). Die Behauptung ist dann
offensichtlich. Das disjunktive Komplement L eines Elementes « € G, z == 0, sei
nun von Null verschieden. Eine der maximalen normalen L umfassenden
Komponenten bezeichnen wir mit J,. Es gilt « non ¢ J;. In dem ungekehrten
Fall wiirde J, auBler L auch L’ enthalten (denn L’ ist die kleinste der das
Element z besitzenden Komponenten), daher wiirde J, = ¢ im Widerspruch
mit der Voraussetzung gelten. Es sei mit {J,} das System aller maximalen
normalen Komponenten in ¢ und mit J dér Durchschnitt f J, bezeichnet.
Nach Hilfssatz 2 und nach Anmerkung 3 ist G/J, einfach geordnet. Weiter
gilt J = 0, denn J enthélt nach dem vorangehenden nur 0 und schwache
Eiheiten (vgl. [1] XTIV § 6; eine schwache Einheit ist ein Element, dessen dis-
junktives Komplement gleich Null ist). Wiirde aber J eine der schwachen
Einheiten enthalten, dann wire J = (¢, was einen Widerspruch beinhaltet.
Daraus folgt J = 0. Wéhlen wir einen beliebigen Index ux, so mufl nach Hilfs-
satz 1 das disjunktive Komplement J, in allen J, fiir » == 1 enthalten sein und
somit A J, D JI: =+ 0.

vp

2 = 1. G hat nach Satz 1 eine Realisierung (G//J,). Wahlen wir einen Index u

und ein Element z, 0 4=z« A J, und bezeichnen wir mit X, die Klasse in
vp

G mod J,, die das Element x enthélt, dann gilt X, 4= J,. Das Bild des Ele-
mentes x beziiglich des Isomorphismus y (siche Anmerkung la) ist das Element
X( ), X()e(G]J)), tir das X(u) = X, &= J,, X(v) = J, fiir alle v, » 5 u, gilt.
Daraus folgt X( ) e (G/J,) n G’/—J,,, X( ) == 0 und damit ist (G/J,) eine Reali-
sierung vom Typ « der I-Gruppe G.

1= 3. (G, |v € 4) sei eine Realisierung vom Typ « einer I-Gruppe G. Ist K
eine der echten Komponenten in (@,), dann ist nach S1 und S 2 K = (G,) n
0 S @, wobei M c A, M = A ist. Fiir ein beliebiges ue A — M ist das dis-

velt
junktive Komplement L der Menge (G,) n @ «(= 0) eine der maximalen Kom-
ponenten in (@,) und es gilt K ¢ L. Wenn wir bemerken, daf jede Komponente
in (@,) nach Satz 1 normal ist und G =~ (G,) gilt, so wird die Behauptung be-
wiesen. :
Anmerkung 4. a) Als ein System {J,} laB¢ sich in der Bedingung 2 das
System aller maxinaler Komponenten in G nehmen (das folgt aus dem Beweise
3 = 2 und aus der Anmerkung 3).
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b) In den spiteren Uberlegungen iiber reduzierte Realisierungen beniitzen
wir folgenden aus der Bedingung 2 hervorgehenden Schluf3:

Keine zwei l-Ideale des Systemes {J,} sind beziiglich der Inklusion vergleichbar.

c) Ist die Bedingung 2 erfiillt, dann ist (G//,) eine Realisierung vom Typ «
der I-Gruppe G.

d) Beispiel einer I-Gruppe, die eine Realisierung vom Typ «, aber keine
vollstindige hat. Eine solche I-Gruppe ist in [4] Beispiel V, S. 43, eingefiihrt.
Sie ist so definjert: G,, k = 1, 2, 3, seinen einfach geordnete Gruppen. In der
direkten Summe der (ungeordneten) Gruppen {G,}{ definieren wir eine Teil-
ordnung, wie folgt: Ist a, b, e @,, dann ist (a,, a,, a;) =< (b, by, bs), wenn
a, < b, oder a;, = by, a; =.b,;, v = 2, 3, gilt.

@,, G5 sind von Null verschiedene I-Ideale in @, die die Bedingung 2 des
Satzes 4 befriedigen, also ist G eine «-subdirekte Summe einfach geordneter
Gruppen. Die I-Gruppe G hat keine vollstindige Realisierung, denn G,, G,
sind ihre echten Konponenten, dagegen hat sie nur unechte direkte Faktoren.

S 4. Es set (G, |v € A) eine Realisierung vom Typ « einer I-Gruppe G. Ist M c A,

dann st (@,) 0 2 a, (@) n Z~ @G, exn komplementires Komponentenpaar in G.
veM ved-M

Der Beweis ist iibereinstimmend mit dem zu Hilfssatz 15 [4].

Satz 5. Folgende Bedingungen sind auf eine I-Gruppe G dquivalent:
1. G hat eine Realisterung mit einer endlichen Koordinatenanzahl.
2. G hat eine Realisterung vom Typ « mit einer endlichen Koordinatenanzahl.

3. Die Vereinigung etner beliebigen Ketie von echten Komponenten ist eine
der echten normalen Komponenten.

Beweis. 3 = 2. Die Bedingung 3 des Satzes 4 ist offensichtlich erfiillt. G hat
also eine Realisierung (G,) vom Typ «. Ist das System {G,} nicht endlich,
ordnen wir die Menge von Indizen » in eine transfinite Folge vom Typ p
ohne das letzte Element. Nach S 4 ist K, = (G,) n 2 G, fir ein beliebiges

r<p

M, p = o, eine Komponente. {K,|u < o} ist eine beziiglich der Inklusion
geordnete aufsteigende Kette von echten Komponenten. Nach der Vorausset-
zung ist U K, eine der echten (normalen) Komponenten. Hingegen beweisen

r<e

wir die Gleichheit U K, = G. Zu diesem Ziele geniigt es zu beweisen, dafl
r<e

fiir ein a( ), a( ) € (,), a( ) 6 U K, die Relation a( ) = 0 gilt. Fiir ein a( ),

u<e .
sei die vorhergehende Bedingung befriedigt. Zu éinem beliebigen Index »

existiert ein Index u, so dal v < u << p ist. Wahlen wir ein 2( ) in (G,), so daf3

“@(v) #+ 0, x(x) = 0 fiir alle &, x == », gilt. Weil z( ) e K, ist, muBl auch z( ) da( )
und deswegen |x(»)| A a(¥)] = 0, a(v) =0, a( ) = 0 sein. Der Widerspruch
beweist, daf das System {G,} endlich ist.

409



Beweis der Implikation 2 =- 1 liegt auf der Hand.
1= 3. In G besteht nach S 1 und S 2 nur eine endliche Anzahl von Kompo-
nenten und jede Komponente ist nach Satz 1 normal. Daraus folgt 3.

Definition. Eine subdirekte Summe G einfach geordneter Gruppen {G,} hei3t
B-subdirekt, wenn G n G, = 0 fiir jedes » gilt. Die Realisierung (&,) heit vom

Typ .
Anmerkung 5. a) Jede subdirekte Summe einfach geordneter Gruppen hat

eine Realisierung vom Typ .

Beweis. Ist (G,|v € A) eine Realisierung einer I-Gruppe G, so ersetzen wir
jede Koordinate (7, durch ihre zwei Kopien G,, G,.. Jedem Elemente x( ) e
€ (G,) ordnen wir eine auf der Menge 4 u 4’ von Indizen » und »’ folgenderweise
definierte Funktion a*( ) zu: x*(»') = x*(v) = z(»). Die Menge aller z*( )
bildet offenbar eine Realisierung vom Typ g der I-Gruppe G.

b) Man findet leicht ein Beispiel einer I-Gruppe, die gleichzeitig eine Reali-
sierung vom Typ «, eine vom Typ f und eine, die weder vom Typ « noch g ist,
besitzt.

Beispiel. Betrachten wir ein System einfach geordneter Gruppen {G,|k =
= 1,2, 3,4}, wobei G; und G; bzw. G, und G, Kopien derselben einfach
geordneten Gruppe G, bzw. G, bedeuten. G sei die I-Untergruppe aller Elemente
z( ) in E G, fur die x(1) = x(2), x(3) = x(4) gilt. G ist offensichtlich eine

k=1 4

p-subdirekte Summe des Systems {G}|k = 1, 2, 3, 4}. G hat aber eine weitere
Realisierung (G, &, @), die weder vom Typ « noch g ist und schlieBlich ist ¢
isomorph der direkten Summe einfach geordneter Gruppen {G,, .}, die eine
Realisierung vom Typ « der I-Gruppe G darstellt.

c) Aus der Anmerkung 5a folgt unmittelbar die folgende Behauptung:

Eine I-Gruppe hat genaw dann eine Realisierung vom Typ B, wenn sie eine
Realisierung hat.

Eine subdirekte Summe @ einfach geordneter Gruppen lafit sich durch die
Existenz eines Systems von [-Idealen in G mit den in der Bedingung 2 des
Satzes 1 eingefithrten Eigenschaften "charakterisieren. Nach Anmerkung la
ist (@[J,) eine Realisierung der I-Gruppe @. Aber diese Realisierung muf3 nicht
vom Typ f sein. In dem folgenden Satz wird eine Modifikation der erwéhnten
Bedingung 2 gefunden, so daB (G/J,) eine Realisierung vom Typ der I-Grup-
pe G ist.

_Satz 6. Eine I-Gruppe G hat genau dann eine Realisierung vom Typ B, wenn
in G ein System {J,} von l-Idealen besteht, so daf3 G|J, far jedes v einfach ge-
ordnet ist und fiir ein beliebiges p N J, = 0 gilt.

vEp

Ist die Bedingung erfillt, so ist (G|J,) eine Realisierung vom Typ B der I-Grup-
pe G.
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Beweis. (G,) sei eine Realisierung vom Typ f# der I-Gruppe G. Wie man
leicht erkennt (siehe auch [1] VI, § 6), ist die Menge aller Elemente ( ),
x( ) e (G,), fir die x(v) = 0 (fiir ein gegebenes ») gilt, ein I-Ideal in (Gv). Sie
sei mit J, bezeichnet. Fiir die Menge {/,} aller dieser l-Ideale gilt 1}, = 0,

(G,)]], = @,. Setzen wir die Existenz eines Indices u voraus, fiirdas A J, == 0
vEu

gilt. Dann existiert ein Element z( ) in (@), fir das a(u) == 0, x(v) = 0 fir
alle »,» == p, gilt, und daraus folgt (¢,) n @, = 0 also ein Widerspruch mit
der Voraussetzung.

In der I-Gruppe G existierte ein System {J,} von l-Idealen mit den im Satz
beschriebenen Eigenschaften. Dann ist (G/J,) eine Realisierung der I-Gruppe G
(siehe Anmerkung la). Wir beweisen, dafl diese Realisierung vom Typ f ist.
Setzen wir voraus, daB fiir ein Index u (G/J,) n f}ﬁ” =+ 0 ist. Fiir ein beliebiges
Element X( ), X( ) == 0, dieser Menge gilt X(v) = Ofiiralle, v == u, X(1) = 0;
deswegen gilt fiir das Element « in G, x = = [X( )]:2 = 0,2 ¢ J, fiir alle

v, v = p; also ist A} J, = 0, was einen Widerspruch mit der Voraussetzung
LE
beinhaltet. Der Satz ist bewiesen.

Folgerung. Eine Realisierung (G,) einer I-Gruppe G ist genaw dann vom Typ B,
wenn fir x( ), y( ) m (G,) gilt: x(v) = y(v) fir alle v, v = p= () = y(u).

Beweis. @ habe eine Realisierung (G¢,) vom Typ f. Ist z( ), y( )€ (G,).,
x(v) = y(»), fir alle »,v &= u, 2(u) %= y(u), dann gilt fir das Element 2( ) =
=a( ) —y( ) 2(») = 0 fiir alle »,v == p, 2(u) =+ 0, also ist 2( ) e (G,) n G
Dieser Widerspruch beweist den ersten Teil der Behauptung.

(G,) sei eine Realisierung der I-Gruppe @, in der gilt: 2(v) = y(v) fiir alle
v,v == u = x(n) = y(u). Ist nicht diese Realisierung vom Typ S, dann existiert
ein Index u, so daB (@,) n @, & 0 gilt. Fiir ein beliebiges Element x( ),
0=Fa()e(@)n @G, gilt 2(») =0 fir alle v,v == u, 2(u) = 0. Setzen wir
y( ) = 0, so erhalten wir einen Widerspruch mit der Voraussetzung. Dadurch
ist der letzte Teil des Beweises erbracht.

e

IIL. Die mit dem Begriffe der Realisierung vom Typ f zusammenhéngendcn
Schwierigkeiten fithren uns zu folgender Definition.

Definition. Eine Realisierung (G,|v € A) einer I-Gruppe G heit reduziert,
wenn die folgende Bedingung erfiillt ist: zu beliebigen 8, y € 4, f == ¥, besteht.
ein Element z( ) in (G,), so daB z(8) > 0, x(y) < 0 gilt.

Satz 7. Wenn die I-Gruppe eine Realisierung hat, so hat sie auch eine reduzierte.

Beweis. (G,|v e 4) sei eine Realisierung einer I-Gruppe @. Wir definieren
auf A eine Relation <+ nach der Vorschrift:

(«<>) B <>y genau dann, wenn fir ein beliebiges Element x( ) in (G,) gilt:
z(B) > 0= x(y) = 0.
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Die Relation <~ ist offensichtlich reflexiv und symmetrisch.

Unter einer Kette in A verstehen wir eine nichtleere Untermenge in 4, in
der beliebige zwei Elemente beziiglich der Relation < verkniipft sind. Alle
Ketten in A4 bilden eine beziiglich der Inklusion teilweise geordnete Menge.
Unter einer maximalen Kette verstehen wir ein maximales Element dieser
teilweise geordneten Menge. Es sei bemerkt, dal nach dem Zornschen Lemma
jedes Element in 4 in einer maximalen Kette enthalten ist.

Es sei mit M eine der maximalen Ketten in 4 bezeichnet. Ist z( ) e (G,),
bezeichnen wir mit x,,( ) eine auf M (wobei M c A4 ist) definierte Funktion,
fiir die 2y (v) = 2(v), v € M, gilt. Das System G, aller (verschiedener) Elemente
@py( ) — M fest ausgewihlt — bildet eine einfach geordnete Gruppe, wenn wir
in G, eine Addition koordinatenweise xy(v) + yp(v) = (x + y¥)u(?) und eine
Teilordnung nach der Regel: 23 ) = 0 <> 2(») = 0, v ¢ M, einfithren. Es ist
klar, daB G, eine teilweise geordnete Gruppe ist. Beweis der Einfachheit der
Anordnung in G Ist z,( )| 0, dann existieren Indizen 8, y in M, so daBl
x(f) > 0, z(y) < 0 gilt. Das ergibt aber einen Widerspruch mit der Beziehung
ﬁ <> Y.

Es sei nun mit {@,,} das System einfach geordneter Gruppen G,,, wobei M
die Menge aller maximaler Ketten in A durchlduft, bezeichnet. Wir beweisen,
daB (G,) eine der reduzierten Realisierungen von @ bedeutet.

Einem beliebigen Elemente z( ) in (G,) ordnen wir das Element X( ) in
EGM zu, fir das X(M) = x( ) ist. Diese Zuordnung ist offensichtlich eine
isomorphe Abbildung der I-Gruppe (G,) auf eine I-Untergruppe (G,,) in i Gy
(Gy) ist demnach eine Realisierung der I-Gruppe G. Zum Beweise, dafl die
Realisierung (G,,) reduziert ist, setzen wir voraus, daB fir gewile M, N
und fiir jedes X( ) in (Gy) gilt: zy( ) > 0= 25( ) = 0. Zum Beweise der
Behauptung geniigt es nun zu zeigen, dal fiir beliebige 8, ye 4, e M, y e N
die Relation f < y gilt. Es seien Elemente e M, y ¢ N und z( ) € (G,) gewéhlt.
Ist 2(B) > 0, dann ist @y( ) > 0 (wie aus der einfachen Anordnung in Gy
folgt). Daraus folgt xzy( ) = 0, also ist x(») = 0, » € N, und weiter z(y) = 0.
Dadurch ist g <> y bewiesen und der Beweis erbracht.

Ist eine I-Gruppe @ eine subdirekte Summe einfach geordneter Gruppen {G,},
so definierten wir eine Relation ¢ zwischen den Elementen der Gruppe G,
und G, '

(p) Far ein x,eG,, x, €@, gilt x, ¢ x,, wenn ein Element x( ) in G existiert,
S0 daf x(p) = x, und z(v) = x, gilt.

In dem folgenden Satz befassen wir uns mit dem Zusammenhang zwischen
den Relationen < (die am Anfang des Beweises zu Satz 7 aufgestellt wurde)
und @. In diesem Satz wird gleichzeitig eine notwendige und hinreichende
Bedingung dazu gegeben, daBl eine Realisierung reduziert ist.
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Satz 8. G sei eine subdirekte Summe einfach geordneter Gruppen {G,|v ¢ 4}.
Wenn p < v fir u,v in A gilt, dann ist entweder ¢ eine homomorphe Ab-
bildung der einfach geordneten Gruppe G, auf die einfach geordnete Gruppe @,
oder ist ¢~ eine homomorphe Abbildung der einfach geordneten Gruppe G, auf
die einfach geordnete Gruppe G ,. Ist ¢ eine homomorphe Abbildung der einfach
geordneten Gruppe G, auf die einfach geordnete Gruppe G,, dann gilt p <> v.

Beweis der ersten Behauptung. Setzen wir voraus, dafl ¢~! keine Abbildung
von G, auf G, ist. Wir beweisen, da8 ¢ eine Abbildung von G, auf @, ist. Nach
der Vorautssezung existieren Elemente x( ), y( ) in G, so daf die Beziehungen
a(u) > y(u), x(v) = y(v) gelten. Ist g keine Abbildung, dann existieren Elemente
2( ), u( )in G, so daB z(n) = u(u), 2(v) > u(v) zu gelten braucht. Daraus folgt
w(u) — y(p) + @(u) — 2(p) > 0, u(v) — y(») + x(v) — 2(v) < 0, was der Rela-
tion u <> v widerspricht. Also ist ¢ eine Abbildung von G, auf @,. Es ist klar,
dafl ¢ homomorph ist.

Ist ¢! eine Abbildung, dann ist es offensichtlich eine homomorphe Abbildung
«der einfach geordneten Gruppe G, auf die einfach geordnete Gruppe G,. Die
Zweite Behauptung ist klar.

Eine unmittelbare Folgerung des Satzes 8 ist der

Satz 9. Jede der Realisierungen vom Typ « einer l-Gruppe G ist reduziert.

Beweis. ((,) sei eine nicht reduzierte Realisierung vom Typ « einer I-Grup-
pe G. Dann existieren Indizen u, », so dal die Abbildung ¢ eine homomorphe
Abbildung der einfach geordneten Gruppe G, auf die einfach geordnete
Gruppe G, ist. Wegen (G,) n G, == 0 existiert ein 2( ) in (@), so dal die Bezie-
hungen x(») > 0, x(«) = 0 fiir alle , & == v, also auch fiir x gelten, d. h. z(u) =
= 0. Daraus folgt aber z(v) = 0. Der Widerspruch beweist den Satz.

Satz 10. Genau dann besitzt eine l-Gruppe G eine reduzierte Realisierung
wenn in G ein System {J,} beziglich der Inklusion wnvergleichbarer l-Ideale
besteht, fir das gilt: O\J, = 0, G[J, ist eine einfach geordnete Gruppe fir jedes v.

Beweis. Ist (GQ,) eine reguzierte Realisierung einer [-Gruppe @, dann existiert
nach Satz 1 in G ein System {J,} von I-Idealen, fiir die gilt: J, = 0, G/J, ist
eine einfach geordnete Gruppe (fiir jedes»).J, konnen wir dabei nach der Anmer-
kung lc so wihlen, dafl J, der Kern des Homomorphismus z( ) — x(»), der ein
Element z( ) in (G,) auf dessen Koordinate x(») in G, abbildet, ist. G/J, ist iso-
morph der einfach geordneten Gruppe (,. Entgegen der Voraussetzung sei
J,2J,. Dann ist aber die Abbildung, die einem beliebigen Elemente X , in G/J ,
das Element X, in G/J,, X, c X,, zuordnet, eine homomorphe Abbildung der
einfach geordneten Gruppe G/J, auf die einfach geordnete Gruppe G/J,. Also
ist G, ein homomorphes Bild der einfach geordneten Gruppe G, beziiglich der
Abbildung ¢ aus Satz 8 und (G,) ist keine reduzierte Realisierung.
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Wenn umgekehrt in @ ein System von I-Idealen mit den entsprechenden:
Eigenschaften besteht, dann ist nach Satz 1 (G/J,) eine Realisierung der
l-Gruppe G. Es sei ein x ¢ G gewihlt und mit X, bzw. X, das Element der
Gruppe G/J , bzw. G|J, bezeichnet, das x umfaBlt. Ist ¢ (siehe Satz 8) gegen die-
Behauptung eine Abbildung von G/J , auf G|J,, p(X,) = X,, dannist X, c X,,.
J, c J,. Der Widerspruch, zu welchem wir gelangt sind, bestatigt den Satz..

Der Satz 1 bestimmt, daf in einer I-Gruppe G ein System {J,} von [-Idealen
mit gewillen Eigenschaften besteht, wenn G eine Realisierung besitzt. Wir:
befassen uns nun mit der Frage, wie sich mit Hilfe des Systems {J,} ein neues
System {K,} von [-Idealen in G konstruieren lift, so daf (G/K,) eine reduzierte:
Realisierung der I-Gruppe G darstellen wiirde. Eine entsprechende Konstruk--
tion wird im folgenden beschrieben.

In einer I-Gruppe G bestehe ein System {J,} von l-Idealen, so daBl J, = 0
gilc und G/J, fiir alle » eine einfach geordnete Gruppe ist. Wir beweisen vorerst.
eine Hilfsbehauptung:

(*) Fivr den Durchschnitt K einer beliebigen (beziiglich der Inklusion geordneten):
Keite I von l-Idealen gilt, daf3 G|K einfach geordnet ist, wenn G[J fir jedes:
J e I einfach gecrdnet ist.

Beweis. L, L’ sei ein komplementéres Komponentenpaar in . Nach Hilfs--
satz 1 enthilt jedes J e I die Komponente L oder L’. Man erkennt leicht, daf3

alle J ¢ I dieselbe von den Mengen L und L' umfassen. K = ) J enthilt des-:
JeI

halb L oder L' und aus Hilfssatz 1 folgt die Behauptung (*).

Es sei mit 2, die Menge {/,} und mit g, eine Ordinalzahl bezeichnet, deren
Mochtigkeit groBer als card G ist. Setzen wir voraus, dafl fiir 7, 7 < 0 < g,
alle Mengen £, schon konstruiert sind. In der beziiglich der Inklusion geord-
neten Menge U £, von [-Idealen konstruieren wir alle maximalen Ketten von

n<e
l[-Idealen und den Durchschnitt aller l-Ideale in jeder solchen Kette. Die
Menge aller dieser Durchschnitte bezeichnen wir mit I,; dann ist Q, =
=TI, v U £2,. So sind mittels einer transfiniten Konstruktion die Mengen Q,.

n<e .

fiir jedes g, 0 < 9o, konstruiert. Es ist klar, daB ein Index p existiert, so daf:

I,c U @, gilt. Fiir dieses g gilt deshalb Y 2, = 2, = Q,,, = .... Fiir einen
n<e n<e

Index p mit der genannten Eigenschaft gilt offensichtlich folgende Behauptung:

(**) Jedes l-Ideal K, K €T, ist in einem J, enthalten und jedes J, enthilt
ein K aus I',.

Es ist klar, daB die Menge I', die in Satz 10 verlangten Eigenschaften.
besitzt. Bezeichnen wir mit {K,} die Menge I',, dann ist nach Satz 1 (G/K,)
eine Realisierung der I-Gruppe G; nach Satz 10 ist diese Realisierung reduziert..
Dadurch ist die Konstruktion erbracht. Das Ergebnis fassen wir in einem Satz
zusammen:
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Hilfssatz 4. Besteht in einer I-Gruppe G ein System {J,} von l-Idealen mit
den Eigenschaften OJ, = 0, G|J, ist einfach geordnet fiir jedes v, dann lift sich
an G ein System {K,} von l-Idealen mit dhnlichen Eigenschaften finden, das
zusitzlich folgende Eigenschaften erfullt: 1-Ideale des Systems {K ,} sind beziiglich
der Inklusion unvergleichbar und zu jedem K , besteht ein J, und auch zu jedem J,

besteht ein K, so dafp K, c J, gilt.

Satz 11. Folgende Bedingungen sind auf einer I-Gruppe G dquivalent:
1. G hat eine reduzierte Realisierung vom Typ f;

2. In G besteht ein System {J,} beziiglich der Inklusion unvergleichbarer
1-Ideale mit den Eigenschaften: ) J, = 0 gilt fir ein beliebiges u, G|J, ist einfach
geordnet fiir jedes v. K

3. Jede Komponente in G ist normal und in G existiert keine maximale Kompo-
‘nente.

Beweis. 3= 2. Nach Satz 1 besteht in G ein System {J,} von [-lIdealen,
das die Bedingungen des Hilfssatzes 4 erfiillt. Deshalb existiert ein System
{K ,} beziiglich der Inklusion unvergleichbarer I-Ideale, fiir das gilt: 0K, = 0,
G|K, ist einfach geordnet. Setzen wir die Existenz eines Indices § voraus, fiir
den N K, = L = 0 gilt. Daaus L n K, = 0 die Beziehung LK 4 folgt, so gilt

Ky c*;/. Aus Hilfssatz 1 folgt weiter K, = L’. Nach Anmerkung la hat ¢ eine
Realisierung (G/K,) und es gilt »(@) = (G/K,). Offenbar gilt y(K;) =J,
‘wobei J die Mengé aller Elemente X( ) in (G/K,) bedeutet, fiir die X(8) = 0
gilt. J ist offensichtlich eine maximale Komponente in (G/K,), was einen
‘Widerspruch ergibt.

2 = 1. Nach Satz 1 hat G eine Realisierung (G/J,). Wenn wir die Bezeichung
aus Anmerkung la beniitzen, dann wird mittels der Abbildung y auf ein Ele-
ment X( ), dessen Koordinaten X(») = J, fiir », v == u, X(u) 4= J, sind, das
Element x € G abgebildet, fiir das z € X(u) n A J, = 0 gilt. Der Widerspruch,

vEu

zu welchem wir gelangt sind, bestétigt, dal die I-Gruppe y(G) = (G/J,) kein
Element X( ) der beschriebenen Art besitzt, d. h. die Realisierung (G//J,) ist
vom Typ f; nach Satz 10 ist sie reduziert.

1= 3. (G,]v € 4) sei eine reduzierte Realisierung vom Typ f der I-Gruppe G.
‘Gegen die Behauptung setzen wir voraus, dal K eine maximale Komponente
in (6,) ist. Nach S 1und S 2 ist K = (&,) 0 > G,, K'=(G,)n > G,, wobei

veM . ved-M
Mc A, M & A ist. Die Menge 4 — M kann nicht nur einen Index s besitzen,
denn in diesem Fall wiirde 0 + K’ = (@,) n G, = 0 gelten, was einen Wider-
spruch ergibt. Zu den ausgewahlten 8, y ¢ A — M, § == y, besteht ein Element .
y( ) e (G,), so daB y(B) > 0, y(y) < 0 gilt. Ein beliebiges Element der Klasse
K +y( ) in (G,)/K ist dann mit Null unvergleichbar; dagegen ist (G,)/K
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einfach geordnet. Der Widerspruch bestétigt, dal in ¢ keine maximale Kompo-
nente besteht.

Folgerung 1. Hat eine I-Gruppe eine reduzierte Realisierung vom Typ B,
dann st jede ihrer Realisierungen vom Typ B.

Beweis. ((,) sei eine Realisierung der [-Gruppe ¢ und es sei (G,) n G_ﬂ =
= K == 0 fiir ein . Das disjunktive Komplement der Menge K ist offenbar
eine maximale Komponente in G.

Folgerung 2. Ist in einer I-Gruppe G jede Komponente normal, dann besteht
in G ketne maximale Komponente oder besteht eine solche maximale Komponente,
daf} der Durchschwitt der wm diese Komponente verminderten Menge aller maai-
maler Komponenten nicht gleich Null 4st.

Beweis. Die I-Gruppe G hat nach den Sétzen 1 und 7 eine reduzierte Reali-
sierung G. Ist G vom Typ B, dann besitzt sie keine maximale Komponente
(Satz 11). Ist die Realisierung nicht vom Typ f, dann besteht in G mindestens
eine maximale Komponente. Ist der Durchschnitt der um irgendeine Kompo-
nente verminderten Menge aller maximaler Komponenten gegen die Behaup-
tung gleich Null, dann ist die Menge aller maximaler Komponenten ein System
von l-Idealen in @, das die Bedingung 2 des Satzes 11 befriedigt. Deshalb
hat G eine reduzierte Realisierung vom Typ . Nach Folgerung 1 zu Satz 11
ist die Realisierung G auch vom Typ B, was einen Widerspruch ergibt. Dadurch
ist die Behauptung bewiesen.

Anmerkung 6. Aus Satz 11 und aus seiner Folgerung 1 ist es klar, daf}
der Begriff | eine reduzierte f-subdirekte Summe einfach geordneter Gruppen‘
unabhéngig vom Systeme der einfach geordneten Gruppen {G,} ist. Eine &hn-
liche Invarianz fehlt bei dem Begriffe ,,eine S-subdirekte Summe einfach
geordneter Gruppen‘.

In der Behandlung [4], S. 29, habe ich einen Begriff einer Spitze eingefiihrt,
welchen wir nun beniitzen. Ein Element x einer I-Gruppe @ ist eine Spitze eines
Elementes a, 0 < a ¢ G, wenn z ein minimales Element in ¢ mit den Eigenschaf-
tena =x > 0, (¢ —z) Ax = 0, ist.

Ein Element x ¢ G, x > 0, heillt eine Spitze, wenn es eine Spitze eines Ele-
mentes a € G, a > 0, ist.

Satz 12. Wenn eine subdirekte Summe einfach geordneter Gruppen keine Spitze
besitzt, damn ist jede ihrer Realisierungen vom Typ f.

Der Beweis liegt auf der Hand.

Beispiel einer I-Gruppe, die eine subdirekte Summe einfach geordneter
Gruppen ist und die keine Spitze besitzt. Das ist die Menge aller reeller Funktio-
nen auf dem Intervalle (0,1), die linksseitig stetig und rechtsseitig stetig bis
auf eine endliche Anzahl von Punkten sind. Das Addieren und die Teilordnung
werden auf gewohnliche weise aufgefafit. Diese I-Gruppe ist kommutativ,
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so daB} sie eine subdirekte Summe einfach geordneter Gruppen nach Satz 1
ist. Fiir den Beweis der Nichtexistenz einer Spitze vgl. [4], Beispiel VI, S. 46.

IV. Diesen Absatz widmen wir den Untersuchungen der [-Gruppen, in
welchen jede Komponente ein direkter Faktor ist.

L, L' sei ein komplementéres Paar direkter Faktoren in einer !-Gruppe G.
Zu einem beliebigen Elemente « ¢ ¢ existiert genau ein Paar von Elementen y,
y', fur die ye L, y' e L', x = y + y’ gilt. Das Element y nennen wir eine Pro-
jektion des Elementes x in den direkten Faktor L ([3], S. 5). In Bezug darauf,
dafl L’ eindeutig durch den direkten Faktor L bestimmt wird, ist auch die
Projektion des Elementes x in L eindeutig bestimmt. Unter der Projektion
einer Menge 4 verstehen wir die Menge der Projektionen aller Elemente in A.

Definition. Eine [-Untergruppe & einer I-Gruppe & heilit halbkonvex in &,
wenn die Projektion der I-Gruppe G in einen beliebigen direkten Faktor &
in @ in der I-Gruppe ¢ enthalten ist, sobald G n &, @ n & ein komplementéres
Komponentenpaar in G dargestellt (vgl. [4] § 3).%)

Diese Definition stimmt mit der in [4] § 3 aufgestellten Definition’ einer
halbkonvexen I-Untergruppe iiberein, sobald ' eine vollstandig subdirekte
Summe einfach geordneter Gruppen {G,} und & = EGV ist. Satz 4, Anmer-
kung 1 und Beispiel I aus der Arbeit [4] gelten, wenn wir den dortigen Begriff
der Halbkonvexitdt durch den neuen ersetzen.

Satz 13. a) Hat eine I-Gruppe G eine Realisierung (G,) und ist (@,) halbkonvex
n EG’,,, dann ist jede Komponente in G ein direkter Faktor.

b) Ist jede Komponente einer l-Gruppe G ein direkter Faktor, dann hat G eine
Realisterung und jede Realisierung (G,) der I-Gruppe G ist halbkonvex in EG,,..

Beweis. Der Einfachheit halber setzen wir @ = (G,).

a) Ist L, L' ein komplementires Komponentenpaar in G, &, &
ein komplementidres Komponentenpaar in & = EG,,, fir das L =G n K,
L = G n & gilt (siehe S 1), dann gilt fiir die Projektionen y, y’ eines Elementes
zel@ in & & a =y -+ y', und nach der Voraussetzung ist ye L, y" e L.
Daraus geht L + L’ = G hervor. Wie man nun unmittelbar einsieht, ist L, L"
ein komplementires Komponentenpaar in G.

b) Der erste Teil folgt aus Satz 1. Beweis des zweiten Teiles. &, &' sei ein
komplementdres Komponentenpaar in &, so dal L=G n & L' =G n &
ein komplementéres Komponentenpaar in ¢ bildet. Weil &, & komplementére
direkte Faktoren in & darstellen (S 2), so existiert zu einem beliebigen x ¢ G
genau ein Paar von Elementen y, y’, so daBl y e &, ¢ e &, x =y + y' gilt.
Weil L, L' ein komplementéires Paar von direkten Faktoren in G darstellt,
so bestehen Elemente z, 2" in G, sodaBl ze L, 2" ¢ L', x = z 4 2’ gilt. Aus diesen

49 K& bedeutet das disjunktive Komplement in & der Komponente .
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und vorangehenden Beziehungen folgt y = 2, ¥’ = 2’, also ist y ¢ L. Deshalb
ist die Projektion von @ in & in der I-Gruppe G enthalten.

Satz 14. G sei eine x-subdirekte Summe einfach geordneter Gruppen {GQ,|v e A}.
Jede Komponente in G ist genaw dann ein direkter Faktor, wenn fiir ein beliebiges
Element x( ) € G und fiir eine beliebige Untermenge M c A gilt, daf3 das folgender-
weise definierte Element y( ) zu G gehort: y(u) = 0 fiur u e M, y(v) = xz(v) fir
ved — M.

Beweis der Notwendigkeit. Nach Satz 13 ist G halbkonvex in & = SG,,.
Nach S 2 und S 4 1a3t sich jedes Paar &, & von komplementéren direkten
Faktoren in &, fiir die K = G n &, K’ = G n & ein komplementires Kompo-
nentenpaar in @ darstellen, in der Form & = i G, 8 = 2 @,, wobei M c A

veM ved-M
ist, aufschreiben. Deshalb gehort zu @ die Projektion eines beliebigen Elementes

2( ) e Gin &'. Diese Projektion ist offensichtlich das in der Bedingung erklirte
Element y( ).

Beweis der umgekehrten Implikation. Das Element y( ) aus der Bedingung
ist offensichtlich die Projektion des Elementes x( ) in den direkten Faktor
2 @, aus &. Auf Grund des Satzes S 2 ist G halbkonvex in &. Aus Satz 13

veM

geht dann die Behauptung hervor.

Folgerung. G sei eine I-Gruppe in der jede Komponente ein direkter Faktor
1st. Dann besitzt G eine Realisterung und jede Realisterung vom Typ « der I-Grup-
pe G ist vollstindig.

Auf Grund dieser Folgerung geniigt es, wenn wir die Betrachtungen von
I-Gruppen, in denen jede Komponente ein direkter Faktor ist, nur auf die
beschranken, die keine Realisierung vom Typ « besitzen; alle anderen sind
vollstindig subdirekte Summen einfach geordneter Gruppen. Eine weitere
Beschréankung liefert Folgerung 2 des Satzes 15.

V. Eine I-Gruppe G habe eine Realisierung (G,|» ¢ N). Eine Gruppe G,
nennen wir ewne «-Koordinate bzw. (-Koordinate dieser Realisierung, wenn
@) nG u + 0bzw. = 0 gilt. A bzw. B sei die Menge von Indizen aller «- bzw.
p-Koordinaten. Die I-Gruppen (G,) n 2 G, bzw. (G,) n E‘G,, heissen der -

ved veB

bzw. B-Teil der gegebenen Realisierung. Es ist klar, dall der - bzw. g-Teil
der Realisierung (@,) eine x- bzw. f-subdirekte Summe einfach geordneter
Gruppen {H,|ve A} bzw. {H,|v e B}, wobei H, c G, fiir alle » ist, darstellt.

Satz 15. (G,) sei eine reduzierte Realisierung einer l-Gruppe G. Dann ist der
Durchschnitt J aller maximaler Komponenten in (G,) gleich dem B-Teile und sein
disjunktives Komplement ist gleich dem «-Teile der gegebemen Realisierung.
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J hat eine Realisierung vom Typ B (H,|v € B), wobes H, c @, ist; (&,)]J hat eine
Realisierung vom Typ « (G,|v € A).

Beweis. Ist A = 0, dann existiert in G keine maximale Komponente
(Satz 11), also ist J = (G,) (siehe die FuBnote zu Satz 3). Daraus folgt die
Behauptung. :

Es sei 4 == ¢. Zu einem « ¢ A wihlen wir ein Element z( ) e G,, x( ) == 0;
dann ist das disjunktive Komplement K, = (@,) n j G, des Elementes z( )

vE

eine maximale Komponente in (@,). Wir beweisen, daB3 wir auf eine dhuliche
Weise wie K, eine beliebige maximale Komponente in (G,) erhalten. Zu jedem
Paar von Indizen «, 8, & == 8, besteht ein Element x( ) € (,), so daB z(«) > 0,
2(f) < 0 gilt. Wenn fiir eine maximale Komponente K gilt, daBl die «- und
p-Koordinaten aller Elemente aus K lauter Nullen sind, dann ist die Klasse
2( )+ K € (G,)/K eine Menge mit Null unvergleichbarer Elemente aus (G,), also
ist (x( ) 4 K) || K. Wegen der einfachen Anordnung in (&,)/K (Hilfssatz 2) erhal-
ten wir einen Widerspruch. Setzen wir also voraus, daB sich eine maximale Kom-
ponente K in der Form K = (G,) n Z~ G,, wobei die Menge N — M einen einzigen

veM
Index f e B besitzt, aufschreiben 1a8t. Dann besitzt aber das disjunktive Kom-

plement der Komponente K nur Elemente z( ) mit der Eigenschaft xz(v) & 0
fiir » = B, und deshalb nur z( ) = 0. Unsere Annahme fiithrt also zu einem
Widerspruch. Dadurch ist bestatigt, dall wir alle maximalen Komponenten
auf eine oben beschriebene Weise erhalten. Daraus folgt J = (G,) n 2 G,.

veB
Das disjunktive Komplement zu J ist also (G,) n 2 G,, d. h. es ist der «-Teil
der gegebenen Realisierung der I-Gruppe G. ved
Bezeichnen wir mit H,, » ¢ B, die Menge der »-Koordinaten aller Elemente
in J, so ist H, eine Untergruppe in @, und J ist eine f-subdirekte Summe ein-
fach geordneter Gruppen {H,|» ¢ B}.
Zum Beweise, dal (G@,)/J eine Realisierung vom Typ « (G,|v € 4) besitzt,

definieren wir eine Abbildung y der I-Gruppe (G,) in i @,, folgendermaflien:
ved
2X()]=2()e 2 G,, wobeil z(v) = x(») fiir alle » ¢ 4 ist. Die Abbildung y ist

ved

offensichtlich homomorph und isoton. Der Kern dieser Abbildung ist J. Daraus
folgt daB (G,)/J eine Realisierung vom Typ « (G,|» ¢ A) besitzt.

Folgerung. Unter den Voraussetzungen und Bezeichnungen in Satz 15 gilt:
Ist der p-Teil J der Realisierung (G,) ein direktor Faktor in (G,), dann hat J
eine Realisierung vom Typ p (G,|v € B); der «-Teil der Realisierung (G,) ist das
direkte Komplement von J und hat eine Realisierung vom Typ o (G,|ve A).

Beweis. J sei ein direkter Faktor in (G,). Wahlen wir ein beliebiges Element
2, € G, fiir ein » € B, so existiert ein Element z( ) € (&), fiir das (v) = =, erfiillt
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ist. Da das Paar J' = (G,) n f@,, J = (G,)n E—(—;y eine direkte Zerlegung
ved veB
in (@) darstellt, so existieren Elemente x,( )eJ’, x,( )eJ, so daBl z( ) =

=x,( ) + x5 ) gilt. Es gilt also z,(v) = z(v), xy(v) = 0 fiir ve 4, x,(v) = 0,
xy(v) = a(v) fiir v € B. Daraus schliessen wir H, = G, fir ve B, (G,)/J =J'.

Satz 16. Eine direkte Summe von l-Gruppen, in welchen jede Komponente
ein direkter Faktor ust, ist eine I-Gruppe mit derselben Eigenschaft.

Beweis. Eine I-Gruppe G sei die direkte Summe ZGV von [-Gruppen {@,},
in welchen jede Komponente ein direkter Faktor ist. Die I-Gruppe G besitzt
also eine Realisierung (Satz 1). L, L’ sei ein komplementéres Komponentenpaar
in ¢. Nach Satz 1 sind L, L’ I-Ideale in G. Fiir ein beliebiges x gilt, daB G, n L,
G, n L’ ein komplementires Komponentenpaar in G, darstellt: Fiir cin x € G,
sei x0(G, n L) erfiillt; weil x6( > @, n L) gilt, folgt daraus x0[(G, n L) +

_ v _ _
+ > (G, n L)]. Im Verbande von [-Idealen.in G gilt G, n L + > (G, n L) =
VEu vEQ

=(06,)nL=GnL=L,alsoist x e G, n L'. Daher stellen ¢, n L, G, 0
n L’ ein komplementiires Komponentenpaar in ¢ dar. Daraus geht ¢ = >@, =
=>G nL+GnLl)=3GnL+>GnL)=C36G)0 L+ (36,)n
n L' = L + L' hervor. .

Eine unmittelbare Folgerung der vorangehenden Sitze ist die folgende

Charakterisierung der I-Gruppen, in welchen jede Komponente ein direkter
Faktor ist.

Folgerung. Ist jede Komponente einer l-Gruppe G ein direkter Faktor, dann
hat G eine Realisierung und jede reduzierte Realisierung der I-Gruppe G ist eine
direkte Summe thres x- und f-Teiles und beide Teile sind l-Gruppen, in welchen
jede Komponente ein direkter Faktor ist.

Hat eine l-Gruppe G eine reduzierte Realisierung, ist die Realisierung die
direkte Summe thres x- und B-Teiles und sind beide Teile I-Gruppen, in welchen
jede Kemponente ein direkter Faktor ist, dann ist in G jede Komponente ein direk-
ter Faktor. ’

Beweis. Die erste Behauptung folgt aus Satz 1, aus Satz 15 und aus seiner
Folgerung. Die zweite liefert Satz 16.

Bei der Betrachtung der I-Gruppen, in welchen jede Komponente ein direk-
ter Faktor ist, kann man sich auf Grund der vorangehenden Folgerung und der
Folgerung des Satzes 14 nur auf solche Gruppen beschrinken, die eine Reali-
sierung nur vom Typ S besitzen.

VI. Mit dem Thema der vorliegenden Arbeit hiangen Probleme zusammen,
welche J. JAKUBIK in [5] vorgelegt hat. Aus Satz 2 unseres Artikels folgt die
Losung des ersten von ihnen. Vor der Formulierung des Problems ist es not-
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wendig den Zusammenhan zwischen den Begriffen aus [5] und den unseren
zu untersuchen.

Ist 9 &= A c G, dann verstehen wir unter K'(4) die Menge aller Elemente
ye @, fir die yoA gilt. Es sei K(4) = K'[K'(4)]. Mit (P) sei die folgende
Bedingung ([5], S. 150) bezeichnet:

(P) Ist A c G, dann existieren fur ein beliebiges x € G, Elemente y ¢ K(A),
ze K'(4), so dall x < y v z gilt.

D 1. Die Menge aller Paare K(A), K'(4) ist genaw die Menge der Paare der
Positivititsbereiche aller komplementiren Komponentenpaare in G.%)

Beweis. Fiir ein beliebiges 4, ¢ = 4 c ¢, folgt aus Hilfssatz 7 [3]
[K(4) — K(A)] 0[K'(A) — K'(A)]. Weiter gilt: x0[K(A) — K(A4)] = x,0K(4),
2 0KA)=> 2, —2_e K"(A)=KA)=>ov=2, +2_e¢K'(4) — K'(4).Q =
= K'(A) — K'(4) ist also das disjunktive Komplement der Menge P = K(4)—
— K(4). Ist B = K'(4), dann gilt P = K'(B) — K'(B), also ist P eine Kom-
ponente. Schliefilich gilt @ = K'(4), P, = K(4). Fiir zwei komplementére
Komponenten P, @ in G gilt P_6Q.. Ist ze G, 20P_, dann ist z € ¢ ,. Daraus
folgt Q, = K'(P.). Analog erhilt man P, = K'(Q),), und somit P = K"(P,) =
= K(P.).

D 2. Die Bedingung (P) ist dquivalent mit der Bedingung

(P’) Jede Komponente ist ein direkter Falktor.

Beweis. (P)= (P'). Exsei 0 =a =bvec, be K(A), ce K'(4). Nach D 1
existieren komplementire Komponenten P, @ in G, fir die P, = K(4), Q, =
= K'(4) gilt. Weiter gilt a=aA(bvc)=(aAb)V(aArc), anbeK(A4),
aAceK'(A). Daraus folgt G, = P. + Q.,G = P + Q.

Die umgekehrte Behauptung ist evident.

In der Behandlung [5] wurde die Frage nach der Giiltigkeit der folgenden
Behauptung vorgelegt:

Eine l-Gruppe, die die Bedingung (P) erfillt, ist eine subdirekte Summe ein-
fach geordneter Gruppen.

Die Behauptung folgt unmittelbar aus D 2 und aus Satz 1.

Zum SchluB fithren wir einige Probleme, die eine Beziehung zu der in der
vorliegenden Arbeit studierten Problematik haben. Die Probleme sind groften-
teils in Form hypothetischer Satze formuliert.

1. Eine [-Gruppe G hat genau dann eine Realisierung vom Typ «, wenn in &
gilt.

a) Jedes Element a € G, @ > 0, hat eine Spitze.

b) Ist x = y > 0 und ist « eine Spitze, dann ist y eine Spitze.

5) Die Menge 4 . hei8t der Positivitatsbereich der [-Untergruppe 4 in @
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2. Wenn eine [-Gruppe @ eine Realisierung hat, so hat sie genau dann eine
reduzierte Realisierung vom Typ 8, wenn G keine Spitze besitzt.

Die Bedingung ist hinreichend (Satz 12). Ist die Hypothese richtig, dann
kann auf Grund des Satzes 12 und der Folgerung 1 des Satzes 11 folgende
Behauptung ausgesprochen werden:

Wenn keine I-Gruppe G eine Realisierung hat, so besitzt ¢' genau dann keine
Spitze, wenn jede ihrer Realisierungen vom Typ f ist.

3. Wenn eine [-Gruppe eine Realisierung vom Typ o besitzt, dann ist jede
reduzierte Realisierung der I-Gruppe G vom Typ «.

Wir erhalten nur eine formale Verschiarfung der Bedingung, wenn wir for-
dern, daBl die Realisierung reduziert sein. Nach Satz 9 ist namlich jede Reali-
sierung vom Typ « reduziert. Die Forderung ,,reduziert sein‘‘ in der Behauptung
ist hingegen notwendig in Bezug auf die Anmerkung 5a.

4. Hat eine [-Gruppe eine vollstindige Realisierung, dann ist jede reduzierte
Realisierung der I-Gruppe vollstéindig.

5. Sind G und G subdirekte Summen eines Systems einfach geordneter
Gruppen {G,} und gilt ¢ =~ @, dann gilt ¢ = G.

Diese Hypothese braucht nicht allgemein zu gelten. Unter welchen zusétzli-
chen Bedingungen gilt sie? (Eine Voraussetzung iiber Typen dieser Summen,
die Realisierungen sind reduziert, @ ist normal, halbkonvex oder konvex in

EG, u. s. w.)

6. Wir wollen I-Gruppen charakterisieren, die gleich der Summe aller ihrer
echten Komponenten sind. Allgemeiner sollen wir die Struktur der Summe H
aller echten Komponenten in G' untersuchen. Die Struktur der I-Gruppe ¢
ist dann bekannt, denn G/H ist nach Hilfssatz 3 stark einfach geordnet.

7. Wir sollen einen zu Satz 2 dhnlichen Satz iiber subdirekte Summen mit
mehr als zwei Koordinaten finden. Als Ausgangspunkt fiir die Untersuchungen
konnen auBler Satz 2 auch die Betrachtungen von G. BIRKHOFF iiber die
Struktur abelscher I-Gruppen, die endliche Ketten von I-Idealen besitzen,
dienen (siehe [2]).
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Pesome
O MOJIVIIPAAMBIX CYMMAX VIIOPAJTOYEHHBIX TPVIIIT
OPAHTUIIEK IHUK (Frantisek Sik), Bpuo

B npepsaraemoit pabore ncciienyoTcsa CTPYKTYPHO YHOPATROYCHHBIC I'PYIII B
(l-rpynist), ABIAONMEC HOTYIPAMBIMEA CyMMaMu HPOCTO YIOPSOYCHHBIX IPY-
nn. O l-rpynne G MBI cKaskeM, 4TO OHA SBIAETCH NOAYNPAMOL CYMMOU NPOCTO
YHOpsT MOYEHHBIX T'PYII, ecii OHa IpejcraBiser cooil [-moarpyimy nosHoit

TIPAMOH CYMMBI z G, karoii-nmu6o cucremsl {G,} TPOCTO YyHOPATOUYEHHBIX TPYIIIL.
l-rpynny G Mbl, Tanee, Ha30BeM peassayuetl Kaxoii l-rpynust G, usomopduoit G.
OnHa u Ta jKe l-rpyiina MOKeT uMeTh peajiM3alud pas3iunuHbeX Tunos. Hpure-
pueM, Ha OCHOBAHMM KOTOPOTO MOJKHO OTJIMYHTH JPYr OT APYra pa3Hble TUIHI,
ABIACTCA TO 00CTOATENLCTBO, HE COACPKUT i peannsamus G l-rpynus G uim
cojiepsut (M B KaKoi Mepe) asmeMentsl z( ) Takoro poja, uro z(u) == 0, 2(v) = 0
st v, v == u. Peaausayus 6yger a) muna ff, b) muna x, ¢) noanoi, eciu oHa
a) He COJEePyKUT HU JUIsT KAKUX WHIEKCOB K AJIEMEHT OIMCAHHOTO poja, b) mis
J000TO0 (4 COTEePHIUT HIIEMEHT ONUCAHHOTO PONIA, ¢) IPH JIIOOOM 4 1 JJIsI KasKI0ro
x, €@, cymecTByer sieMenT x( ) e G Tawoit, uro a(u) = x,, x(v) =0 na
v,V =+ U.

ITH THIBI MOXHO OXapaxkrepusoBarTh AByMs crocobamu. IlepBoiii Meron
OCHOBBIBaeTcs Ha uaBecTHOi Teopeme 9, [1], VI, § 6 (cMm. raxske yciaoBue 2 Teo-
pemsi 1 Hacrostieit paGoTsl), KOTOpast IJIACUT, YTO [-rpyIia nMeer peaiu3aiuio,
ecii W TOJBKO ecim B G cymecTByer cucreMa [-MIeajioB ¢ OIpeJieJIeHHBIME
cpoiicrBamu. Tumsr a), b), ¢) peamusanmii TOrga XapaKTCPU3YIOTCS TAKUMEI
cucreMaMm l-ujieasioB ¢ JOMOJHUTEIBHBIMEH cBolicTBamu (teopemsl 1, 3, 4, 6,
10, 11). Bo BTopoM MeTonie [JIsi McclIeOBaHUA MCIIOIb3YeTCsl TCOPUs JU3BIOHK-
THBHOCTH.

IBa menmycteix MHOskectBa A, B C G Ha3BIBAIOTCH OUBBIOHKMUBHLLMU, €CIIIT
nts mo6six « € A, y € B umeer Mecto cootHomenue || A |y| = 0. Ecau mog A4’
HOHMMATh MHOJKECTBO BCEX DJIEMEHTOB, JU3BIOHKUBHEIX ¢ 4, TOra MOJ KOMNO-
Henmoii B l-rpynne G' Mbl GygeM HojgpasyMeBaTh Kaskloe MHO;kectBo A', rue
A — mobas Henmycras yacTh B . MHOskecTBo A” HazoBeM JussiokmueHyMm 00-
noanenuesm womrnoHeHTsl A’. l-rpynna G mmeer peanm3anmio, €CIM M TOJBKO
ecIIH Kajk[as KoMIoHeHTa B (F siBisieTcsi HOPMaJIbHOI noArpynmoi B G (teope-
ma 1).

ITomo6HBIME e BHYTPEHHIMHU CPCICTBAME MOJKHO OXapaKTepn3oBars [-rpym-
OB, KOTOPBle MMEIOT Peajin3aliyl TUIA X W IOJHBIe peanun3anuil. AHAJIOTHYHOTO
YTBep:KIeHNA OTHOCUTEJIBHO pealm3anuil Tuna  BHICKAa3aTh, OJHAKO, HEJIb3,
TaK KaK Kajklaf JONyCKAlOmas peajmsanuio l-rpymnmna objafaeT TaKkKe peain-
3anumeil tTuna f (3amevanme 5a). ITOT HPOM3BOJN MOMKHO YCTPAHUTH, BBEMS
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TpeboBaHNe, YTOOB HEKOTOPOEe OTHOMIeHWE ¢, ONpPEIEJICHHOe MERAY JIOOBIMHI
JIBYMs1 cocTapigomumu G, G, JTaHHON peanusanuym, He GBUIO TOMOMOPQHBIM
oTobpakeHueM OJIHOM U3 HUX Ha Apyryio (reopema 8). Taxoro poma peannsanuu
Mbl Ha3biBaeM npusedennsimu. CripaBeinBa Teopema 7, riacsmas, 4ro l-rpymn-
na obJlajjaeT NpPUBEJIEHHOW peajiu3alueil, eciu oHa o0Jajaer peasn2alyei.
l-rpyuna G obmnajaer MpuBeJeHHOM peasmsanmeil Tuma B, ecjy M TOJLKO eCu
KaykIasg KoMIoHeHTa B G ecTh HOpMaJlbHas MOArpymma u eciu B G He cyie-
CTBYeT MakcUMaibHast KoMmuoneHta. [lasee wmcciepyiores I-rpyunsi, Kakpas
KOMIIOHEHTA KOTOPBIX SBIsIeTCS NPAMBIM (axropoMm. Rajiass KoMmMmoHeHTa
l-rpynnst G Gyzner npsMbIM GaKTOPOM, €CJIH U TOJABKO ecin G MMeeT peasinsaiiio
¥ ecliu XOTh OJHA peanusarus (G,) MONYBHITYKIIA B i G, (reopema 13).
Haxonen, B Teopeme 15 nokassiBaercs, 4to M ONMCAHUS MOJIYNPSIMBIX
CYMM HPOCTO YHOPSMOYCHHBIX TPYII MOKHO OGOHTUCH TOJNBKO peajium3alusiMu
Tunos « u f. Ecom l-rpynna G ob6nmanaer peamusaunueit (G,), 1o rpynny G, Mbl
1a30BEM «-cocmasasiowell WIH f-cocmagasiowell 3TOH peanmsaluy, CMOTPSI
no Tomy, uMeer uu Mecro (G,) n (jﬂ %+ 0 win = 0. Ecsim A4, coors. B — MHO-
JKECTBO MHJCKCOB BCEX X-COCTABJISIIONINX, COOTB. [$-COCTABISIONNX, TO [~rpyl-

ny (G,) n > @, coors. (@,) n Z @G, MBI HA30BEM X-4ACMbIO, COOTB. [-4ACMbIO
ved veB

peamumsammu (@,). Ecnu (G,) — npusenennan peanusanust l-rpynnst G, TO
nepecedenne J BceX MaKCHMAIbHBIX Komnoment B (G,) paBHO f-uacTm, a ero
JIM3BIOHKTUBHOE JIOTOJIHEHNe PAaBHO x-4acTH JaHHOW peasusanuu. J obGiagaer
peanmaanueit Tuna f (H, |veB), rne H, c G,: (G,)/J obnanaer peanmsanueit
Tana «(@, | v € A) (reopema 15).

B saxmovdennu pemena oxna mpobiema, upeminoskensnas f. Axyouxom [5]
M BBIBUHYTO HECKOJIBKO AajbHEHINNX TPOOJIeM.
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