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YexocaoBanknii MaTeMaruye cknii :kypHai, t. 10 (85) 1960, Hpara

SUR LE PROBLEME DE LA STRATIFICATION DES CONGRUENCES
DE DROITES

Avois Svec, Praha
(Recgu le 4 juin' 1959)

Dans I'espace projectif S, on introduit et I’on étudie une nouvelle gé-
néralisation de la notion de congruence de droites stratifiable. Le
présent travail est, dans une certaine mesure, inspiré par 'article [1].

1. Soient L; (¢ = 1,2) deux systémes p-parameétriques de sous-espaces
Si,,i: Sﬁni(ul, ..., u?) de l'espace projectif S,. Supposons que les systemes.
L, L, soient en correspondance donnée par 1'égalité des parametres et que
les espaces S,l,,l(u) et S,an(u) ne se coupent pas (on a donc nécessairement
my + my + 1 = n; je suppose m;, m, =1, p = 2). Je dirai que le couple
(Ly, Ly) est stratifiable dans le sens de L; vers L; (v + j) s’il existe une infinité
oo™ de variétés p-dimensionnelles telles que pour chaque point xe;Sf,,i(u)
il en existe une qui passe par lui et qui soit telle que I'intersection de son espace
tangent S, au point x avec l'espace ;S’f,,], est de dimension m; dans le cas de
p = m; et de dimension p — 1 dans le cas de p << m;. Le couple (L4, L,)
sera dit stratifiable sl est stratifiable dans les deux sens. Dans la littérature,
on n’a étudié jusqu’a présent que les cas de m; = m, = p — 1.

2. Dans ce qui suit, je vais envisager un couple stratifiable (L,, L,) dans
S; ou mn=25, p=2, m =1, m, =3, L; étant une congruence de droites
(je supposerai le cas non-parabolique ou il est possible de décomposer L, de
deux facons différentes en surfaces développables). Soient p = p(u, v) les
droites de L, et 0 = o(u, v) les espaces de L,. Pour chaque pair p(u, v), o(u, v)
je choisis le repére local 4, de telle fagon que A4,, A, soient les foyers de la
droite p, 0 = [A;4,A;4¢] et que A,4(A,) soit le point d’intersection du plan
focal au point 4,(A4,) avec l'espace ¢. Les équations fondamentales deviennent
alors

(1) d4; = wid;, oi=0, [do!]]=[vjol] @G j,...=1,...,6)
et '

(2) ' 0] = 0] =o0] = 0 =0} =w; =10,

3) [wiws] + [ww5] = 0, [ww5] =0, [0w;]=0,

[w;wl] + [wzmi] =0, [wzwi] =0, [wzwfii] =0
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ou l'on a
(4) 0, = 0}, wy= w3 [0w,] + 0.
Par un choix particulier convenable du repére on peut obtenir
(5) 0y =0, 0l=0 o}=0 of=o,,
(6) [0, (203 — 0} — )] = 0, [0(20f — o} — 0] =0,
[w3w,] + [w08] = 0, [wiw,] + [wwi] = 0.
Les surfaces stratifiantes de la congruence L, soient M = A, + tA4,. Alors
on doit avoir dM = oM + () Ay + () Ay + () A5 + (.) Ag, c’est-a-dire
(7) dt = 2wy + Hol — wl) — ol
Soient N = A, + t,4, + t,45 + 1344 les surfaces stratifiantes du systéme L,
de sorte qu’il faut qu’on ait AN = pN + (.) 4, + (.) 4,, c’est-a-dire
(8)  dt; = Bof + tit,0) + titswy + t(wf — w)) — tws — tyws — o] ,
dt, = bty + thwd - totawd - ty(w) — ©f) — tywl — o,
Aty = titgwl ++ Lotaws + t30d — tiwy — ol + ty(w) — wf) .

Les systémes (7), (8) doivent étre completement intégrables; un calcul direct
montre que le couple stratifiable (L, L,) est donné par le systéme fermé (2) 4 (5)

(9) wi=0, wj=0
et
(10)  [wimy] + [0@3] = 0, [wz0,] + [007] =0,
[wsw,] + [w,w8] = 0, [win,] + [wwi] =0,
[0,(203 — 0] — 0)] = 0, [0y(20; — w — wf)] =0,
(1) [005] = [005] = [0,03] = [005] = [00F] = [w0i] = 0,
(12)  [0301] + [w303] + [005] = 0, [wjwy] + [0i0s] + [0ws] = 0.
Le couple stratifiable (L, L,) dépend donc de 14 fonctions d'une variable.

3. Jintroduis dans l’espace S§, dual & lespace Sj, les bases duales par les
relations

(13) AE =6 (i,j=1,...,86) \
avec
(14) dE} = — wlE®.

Le systéme L, engendre dans S5 un systéme L7 & deux paramétres de drmtes
[E, E,]. Si a partir de (11) j'ai

1
(15) Wy = AW, ws = bw,, ws Cwy, ws €Wy, w3 = fw,, 0] = go,,
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alors
(16) dB = — wlB' — wiB? — o (fE? + aBi5 4- cES)

dE? = — 2Bt — szz — wy(gB* + bES + cES) . 4
L¥ est une congruence de droites qui est en correspondance développable avec
L, (ce qui veut dire que les surfaces développables de L et L, se correspondent
les unes aux autres).

De méme, les intersections des espaces tangents de la congruence L, le long
des droites p(u, v) avec les espaces correspondantes o(u, v) engendrent dans
S5 un systéme L a deux parameétres formé des droites [45, 4,]. On a

dd; = ngs + w§A4 + oy(f4, 4 45),d4, = szs + 0)2A4 + wy(94, + A),

donc L est une congruence de droites et est en correspondance développable avec
Ly; ses foyers sont les points d’intersection des plans focaux de la congruence L,
avec les espaces correspondants du systéme L.

Pour la surface stratifiante M = 4, + tA, de la congruence L, j'obtiens
(18) dM = () M + w45 + wtd,,
d2M = () M + () 45 + () g + (0,)* (f4, + 45) +
+ (@9)2 t(gAy + Ag) 5
pour la surface stratisfiante N = A, + 1,4, + t,45 + tsA du systéme L,
il vient
(19) AN = ()N + (f 4 aty + cty) 0,4, + (gt; + bly + efy) 0,d
d2N = ()N + () Ay + () Ay + (f + aty + cty) (0)* 43 +
+ (gt + bty + ety) (wp)* Ay .
Toutes les surfaces stratifiantes (des deux systémes L, et L,) sont surfaces
a réseau conjugué qui est engendré sur chacune d’elles par une surface dévelop-

pable de la congruence L, ou par le systéme oo! d’espaces o(u, v) auquel ¢l cor-
respond aprés la dualisation une surface développable de la congruence Ly .

4. Le couple (L, L,) sera dit fortement stratifiable si les espaces tangents
de la congruence L coincident avec les espaces correspondants o(u, v) c’est-a-
dire
(20) 0y =w: =0,

Un calcul direct montre que les couples fortement stratifiables sont donnés
par le systéme fermé (2) + (5) + (9) + (20) + (10) et

(21) W=y =0,
(22) [00f] = [wgf] = 0,
(23) [wiof] + [0fod] = 0, [wlol] + [0fel] = 0.

Un couple fortement stratifiable (L, L,) dépend de dixz fonctions d’une variable.

301



Il vient de (10) et (22)

2 4
(24) O] = Xy0] — Kyly, W == XgD; — KXWy, B = K] — X3Wg 5

».w; = fiw; — Baw,, ’UZ = oy — fawy, wlsi = fy0; — B, ,

(25) o = 0w, , Wi = ow,
et de (23)
(26) 0xy — 006g =0, off; — oy =0.

En différentiant extérieurement (25) j'obtiens (a 1'aide de (1054))

(27) [wy(do + 30w, — wg5)] = 0, [w, (do + 30w,y — wyy)] = 0.

I1 est possible de particulariser les repéres de fagon a avoir

(28) - p=0=1

et

(29)  [ox(@g — on)] = [doy] = 0, [0y(0y — 0p)] = (do,] = 0.
Je peux poser directement

(30) w; =du, w,=dv.

Les quasiasymptotiques y,, des surfaces (4,) et (4,) sont

(31) Xal01)° — aa() = 0, Byf@y)® — Bulwy)® = 0.,

donc en vertu de (26), (28) et (30)

(32) du? — dv® = 0

Dans mon travail [2] j'ai appelé surface R une surface & réseau conjugué
dans l'espace S,,,, qui admet des déformations projectives C, . J'ai montré
qu'une surface x = x(u, v) a réseau conjugué est une surface R si les para-
metres u, v peuvent étre choisis de telle facon que du dv = 0 soit le réseau
conjugué et que les quasiasymptotiques y,; de cette surface et d'une de ses
transformées de Laplace se correspondent et soient données par l'équation
(32). J'appelle congruence R une congruence dont une surface focale est
R (il en est alors de méme pour l'autre). J'obtiens ainsi: La congruence L,
d’un couple fortement stratifiable (L,, L,) est une congruence R. Ce dernier
théoréme montre que la maniére introduite de stratification des congruences
de droites a été choisie trés convenablement; cela révele aussi la nécessité
d'une étude détaillée de ces questions.
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Pesome

I TPOBJIEME PACCJOEHNT KOHTIPYSHIMN TTPAMbBIX

AJIONC TIBEIL (Alois Svee), Upara

T

Ilycts B Sy 3ajana HenapaGo.MuecKas KOHTPYDHIMA L, NpAMBIX p(u, v)
u AByXuapamerpuveckas cucrema L, npocrpauncrs Sg(u, v), nyers Ly oGpasyer
B ABoiicTBeHHOM lpocTpanctse S cucremy npsampix L. lapa (L, L,) Oyner
PACCIOSIEMOIT, eyl ¢yIEecTBYeT cucreMa o0 (cooTB. 00%) moBepXHoctell Taw,
9TO "Yepes Kajkaylo Toury npsamoil p(u, v) (coors. npocrpancrsa Sy(u, v)) 1po-
XOIHUT OJ{HA IOBCPXHOCTL CUCTEMbBI U ee KacaTesibHasg INIOCKOCTh B 9TOI TOUKe
nepecexaer Sy(u, v) B IPAMOIL (COOTB. IPOXOAUT Yepes npamyio p(u, v)). Jnanu
repeceyelinst KacaTeJbHBIX 1UPOCTPAHCTB KOHrpysunuum L; BIOJb HPAMBIX
p(u, v) ¢ npocrpancramMn Sy(u, v) obpasyer cucremy L 00? npsambix ¢(u, v).
IMapa (L, L,) pacciosema cuiibHO, eciim oHa pacciiosiema n S,(u, v) — Kaca-
TeJIBHOE MTPOCTPAHCTBO cueTeMbl L BJoIb npsaMoii ¢(u, v). Umeror mecto yTBE p k-
JeHUA:

1. Paccrosiemast (cooTB. cuidbHO paceiosiemast) napa (L, L,) 3aBucur or 14
(coors. 10) QyHROuIT 0JHOTO 11IEPEMEHHOTO.

2. L w L* asisuorest y paccrosieMoit napst (Ly, L,) TPsAIMOIMHCHHDIMI KOH-
TPYSHIMAMI, HAXOJANUMUCH B pasBeprHBalonieMcs coorBerctsun ¢ Ly ¢o-
KYChl KOHIPYaHIMI L sIBJIAIOTCS TOYKAMU llepecedcHus GORAILHBIX III0CKOCTEIT
ROHIPYaHIUYU Ly ¢ COOTBETCTBYIONINMI 11POCTPAHCTBAMU cUCTEMBL L.

3. Paccuosionmn nosepxuoctsimu cuereM Ly, Ly sIBISIOTCST THOBEPXHOCTH
¢ COIPSIIKEHHOIT ¢eTHIO, KOTOPYIO HAa KajKAON U3 HUX BBICCKACT pa3BepTLIBAIO-
Iasicsi HOBCPXHOCTh KOHIPYAHUNW Ly, COOTB. TOM ¢HCTEMOIl 00! mpocTpaHcTB
Sy(%, v), KOTOPOI Hocie Jyaju3anun COOTBETCTBYCT PasBEPTHIBAIOIASICS I10-
BePXHOCTL KOHTpyoHIn L.

4. Moragpubic NOBEPXHOCTH ROHIPYIHIUN Ly CHIILHO PACCoseMOil napsl
(L, Ly) monycraior npoextuBroe narundanmne Cy; 3HAUCHEE PE3yJIbTaTa BLITCKAET
u3 cpaBHenus ¢ [2].
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