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YexocroBankuii MaTeMaTHiecKmil kypHaa, T. 9 (84) 1959, IIpara

FAMILLES DEVELOPPABLES D’HOMOLOGIES
ET DE PSEUDOHOMOLOGIES

MILOSLAV JUZA, Praha
(Regu le 6 octobre 1958)

Dans cet article, on étudie des familles développables [voir ce
Journal, 75, 1950, p. 135 et 2 (77), 1952, pp. 167—188] d’homologies
et de pseudohomologies. Les résultats principaux sont contenus dans
les théorémes 4 et 2.

Soit S, un espace projectif de dimension n = 2. Nous appellerons pseudo-
homologie dans I’espace S, chaque homographie non-identique H pour laquelle
il existe deux sous-espaces linéaires S et S, _;_; (de dimensionket n — k — 1)
de points doubles. On sait bien, que, pour un choix convenable de la base
Ay, ..., A, de I’espace S,, on a pour la pseudohomologie H

HA,= A,, k+1<i<n, (1)

ou0=k=n—2 0=+ p * 1. Le nombre g qui a une signification géometri-
que, sera appelé caractéristique de la pseudohomologie H.1)

Supposons maintenant que 4,, ..., 4,, o figurant dans (1) soient des fonctions
d’'une variable réelle définies sur un intervalle donné,?) et que l'on ait
[y, ..., A,] + 0, 0 + o + 1 partout dans cet intervalle, de sorte que les re-
lations (1) nous définissent un systéme a un parameétre de pseudohomologies
{H(t)}. Nous nous proposons pour but de trouver les conditions sous lesquelles
le systéme {H(t)} a une enveloppe, c’est-a-dire qu’il existe pour chaque ¢ un
hyperplan &(t) tel que pour tout point X e &(f) on a H'(t) X = AH(t) X, soit
H-\(t) H'(t) X = 2X, A étant un nombre réel.?) Un tel hyperplan &(f) sera
appelé hyperplan de contact de la pseudohomologie H (t).

1) Si H est une homologie, sa caractéristique est bien déterminée. Autrement, elle
n’est déterminée d’une maniére univoque que si la paire des sous-espaces Sy, S,_;_, est
ordonnée.

2) Nous suppons que toutes les fonctions considérées dans notre article admettent des
dérivées de tous les ordres.

3) Si K est une homographie de S,, le point X vérifiant KX = AX sera appelé point
double de I’'homographie K, méme si A = 0.

N
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Posons
A;=>dd;, i=0..n. (2)
i=0
En différentiant (1) et en y substituant d’aprés (2) pour ¢ = 0, ..., k, nous
trouvons

n

H'A, = (HA)) — HA; = o'4; + (o — 1) > dld;,

j=k+1

ensuite il vient pour s =k +1,...,n
k
H'A, = (HA) — HA, = (1 — ) 3 dl4,.
ji=0

En dehors de cela, il découle de (1)
414, = %Ai, i=0,..k,

H4,=A,, 1=k-+1,...,n

de sorte que

n

H-H'A, =2 4, + z (0 — V) aid,, 0=i=<k,
e j=k+1
k

H*IH’Ai:Z(évl)dej, Er1<i<mn. (3)

i=0

I’homographie H-*H’ a donc la matrice

o
£ & U
m=|°

% S)’tn‘k.n‘k, )
ol
(e — Dag*t ... (o — 1) g
W=l e ,
(0 —Dag™ ... (0 — 1) az

8. est la matrice unitaire de degré «, N, ; est la matrice nulle de type «, g.

Pour qu’il existe un hyperplan de contact de I’homographie H, il faut que
la matrice M — AF,+, soit de rang 1 pour un certain i. Comme n =2, k <
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=n — 2, cela peut arriver seulement pour A = 0; nous cherchons donc les
conditions sous lesquelles la matrice M(¢) est de rang 1 pour tout ¢ dans un
certain intervalle.

Nous distinguerons deux cas:

1. k = 0, de sorte que les pseudohomologies sont des homologies;

2.0 <k=n—24%

Cas 1. Dans ce cas

a) Supposons que pour tous les ¢ dans un certain intervalle nous ayons
aj(t) = ag(t) = ... = as(t) = 0. (4)

Alors la matrice M(¢)’ est de rang 1, quelles que soient les autres fonctions
al. Or, comme nous avons d’aprés (2)

[Ah L] An], - z ((_1)l71 a’g[AO’ Al? AR Az"la Ai+1’ AR An] JF'
i=1
4 aifdy, ..., 4],

la relation (4) a lieu dans tout 'intervalle si et seulement si ’espace [44, ..., 4,]
ne change pas de position. )

b) Lorsque & chaque point ¢ d’un intervalle un au moins des nombres
al(t), ..., ay(t) est différent de zéro, alors la matrice M(t) est de rang 1 si et
seulement si

a(t) = ag(t) = ... = ag(t) = 0 (5)

pour tous les ¢ de cet intervalle-ld. Or cela signifie d’aprés (2) que le point
A, ne change pas de position.

Les fonctions a} étant continues nous pouvons diviser le domaine ou ¢ varie
en sous-intervalles & 'intérieur desquels on a soit a) soit b). Nous avons done
le résultat suivant:

Théoréme 1. Un systéme & un paraméire d’homologies a une enveloppe si et
seulement si ou bien la centre ou bien Uaxe des homologies reste fize.

A présent, nous allons examiner dans les deux cas en question les hyperplans
de contact &(f) des homologies H(f).

%) Si k=0, le point 4, sera appelé centre et hyperplan [4,, ..., 4,] sera appelé
axe de I’homologie H définie par (1). Dans le cas général o 0 < k < n — 1, les deux

sous-espaces [4, ..., 4], [Apsy, -..» 4y] seront appelés espaces centraux de la pseudo-
homologie H. .
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a) Supposons que nous ayons (4). Si le point X = Z xtA,(t) doit étre situé

dans I’hyperplan des points doubles de lhomographle H —1H'(¢), il faudra que
Pon ait

ﬁ i H-H'(t) A,(t) =

i=1

de sorte qu’il résulte d’apres (3) et (4)

o'(t) < , _
a0 ( sy A0+ Zl(e(t)— l)ao(t)A,.(t)) —0

Si pour chaque t on a p'(t) =0, ai(t) =0, j =1,..., n, alors ’homologie
H(t) reste constante. Si ce cas banal ne se présente pas, on doit avoir 2° = 0,
de sorte que I'hyperplan de contact de I’homologie H(t) coincide avec I'hyper-
plan [4,(), ..., 4,(8)], c’est-a-dire avec ’axe de cette homologie, donc il reste
fixe.

De l'autre coté, il est clair quun hyperplan arbitraire fixe & peut étre
Ihyperplan de contact d’un tel systéme d’homologies, et nous pouvons choisir
arbitrairement les centres (pourvu qu’ils ne se trouvent pas dans ’hyper-
plan £) et les caractéristiques de ces homologies. Les axes de ces homologies
coicident alors toujours avec ’hyperplan &.

b) Supposons que pour chaque ¢ dans un voisinage d’un certain nombre

¢t un au moins des nombres aj(t), ..., ap(t) soit différent de zéro, de sorte que
(5) a lieu dans ce voisinage et le point 4(f) reste fixe.
Nous allons remplacer la base 4,(f), ..., 4,(f) par une autre, construite de

la fagon suivante: Le représentant arithmétique Cy(t) = C, du point Ao(t)
‘sera choisi d’une telle fagon que I’on ait Co = 0. Ensuite nous posons C, =

= A,(t), ...,C, = A,(t). Comme les hyperplans [A4,(t), ..., 4,()] ne passent
pas par le point Cy = A,(t), les points Cy(t) (¢ = 1,...,n) sont déterminés
sans ambiguité comme les points d’intersection des hyperplans [4,(¢), ..., 4,(¢)]

avec la droite [C,, C,]. Il est facile de trouver que ’on a [Cy(t), C4(t), ... C.(t)] +
% 0 pour chaque t et que

Co=0, C,=cCy+cC;, i=1,...,n.
En choisissant convenablement les facteurs scalaires aupres de C,,..., C,, nous
pouvons obtenir de plus que l'on ait
Co=0, C=y0,, i=1,...,n. (6)
Comme C, est une combinaison linéaire de A, et C4, ..., C, sont des com-
binaisons linéaires de 4., ..., 4,, nous trouvons d’aprés (1)
HC, = 0Cy, 0% p(t) 1,

7
HC,=0C,, i1=1,...,n, @
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et donc aussi
P o
H-'H'C, = o C,,

H-H'C, = y, (-;— — 1) Co, i=1,..,n. (8)

Comme C,(t) = C;, nous obtenons, en intégrant (6),
00 = 60 ’
Ci:6i+6i60’ 51":%’, 6l(t):07 1::1,...,1’1/. (9)

Il en résulte en vertu de (8)

g-c, - 27,
} 0
72l 1 Q’ Val .
HAH T = (i = 1) =05 G, i=1m. (10)

Si le point X = > x:C; doit étre situé dans I’hyperplan des points doubles

i=1
de ’homographie H-1H'(t), alors, la valeur propre correspondante de la matrice
IM étant égale & zéro, on doit avoir

g e'(t) o' )\
H-H'(t) X -_{x" +z ( ((t) 1)~,a,.(t) (t))lo_o (11)

L’hyperplan de contact £(t) de 'homographie H(f) a donc dans le systeme de
coordonnées Cy, C, ..., C, les coordonnées

Q’ 1 QI 1 Q'
o)) —at)
0 71 0 19 Y 0 0 (12)

(on entend par 14 les valeurs des fonctions en question au point ¢).

D’oti le résultat: Si o'(t) = 0, alors Ihyperplan £(t) passe par le point C,,
c’est-a-dire par le centre commun de toutes les homologies. Si ¢'(f) + 0, alors
I’hyperplan £(t) ne passe pas par le point C.

«) Soit dabord o’(t) + 0. Alors {&(f)} est un systéme d’hyperplans dont
aucun — pour les valeurs de ¢ proches de ¢ du moins — ne passe par le point C.

Par contre, soit O, ..., C, une base fixe dans S, et soit {&(f)} un systéme
4 un paramétre d’hyperplans. Supposons que les hyperplans () aient dans la
base C, ..., C, les coordonnées &(t), ..., &,(t) et qu’ils ne passent pas par le
point C,. Si, de plus, nous choisissons une fonction ¢ telle que 0 + o(f) =+ 1,
o'(t) + 0, alors il existe un et un seul systéme d’homologies {H(f)} défini
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pour tout ¢ d'un certain voisinage de ¢ tel que p(t) sont les caractéristiques des
homologies H(t), &£(t) leurs hyperplans de contact et que pour la valeur originale
tona

H(t) 0y = o) Cy s

HH)C,=C,, i=1,...,n.

En effet, pour que les hyperplans £(t) soient les hyperplans de contact des

homologies H(t), il faut d’apres (12) qu’il existe une fonction ¢ telle que e(f) + 0
pour tout ¢ et que

Q,
‘SE -
e

1 T
sgl.:a;(_ﬁl)—ai@‘, i=1,..,mn. (13)
0 0

Comme d’aprés nos suppositions les hyperplans £(¢) ne passent pas par le
point C,, on a &(t) % 0. Puisqu’on a o'(f) + 0 et donc, en vertu de la conti-
nuité de o/, aussi p'(f) = 0 dans un certain voisinage de {, nous pouvons
obtenir ¢ de la premiére des équations (13), ¢ sera bien déterminé dans un
voisinage de { et 'on aura ¢(¢) + 0. Les autres équations (13) permettent alors
de déterminer sans ambiguité les fonctions §; dans un voisinage de ¢, avec
0,() = 0, ¢ =1, ..., n. Si nous définissons maintenant les fonctions C,, ..., C,
par les équations (9) et le systéme d’homologies H(t) par les relations (7),
alors les hyperplans &(f) seront effectivement les hyperplans de contact des
homologies H(t).

B) Nous allons examiner encore le cas out ' = 0 dans un voisinage du nom-
bre ¢ de sorte que o y est constant. Alors d’aprés (10) chaque hyperpla.n du
systéme {£(¢)} passe par le point C,.

Soit par contre O, un point dans §,, et soit {£(¢)} un systéme & un paramétre
d’hyperplans dont chacune passe par C,. Choisissons ensuite un nombre fixe
0, 0 % o #+ 1, et un point variable O,(t) tel que le point C () = O, ne coincide
pas avec U, et qu’il ne soit pas situé dans Phyperplan {&(t)} et que ¢ = C, -+
4 0,0, olt 6,(1) = 0, 61(?,‘) #+ 0. Enfin, choisissons encore les points fixes
C,, ..., C, tels que [Cy, C\, ..., C,] % 0. Alors il existe un et un seul systéme
s homologles {H(t)} deflm pour chaque ¢ d’'un certain voisinage de ¢ et tel que
o0 est la caractéristique commune de toutes les homologies H(t), que I’hyper-
plan &(t) est 'hyperplan de contact de ’homologie H(t), que pour la valeur
initiale t on a H(t) Cy = oC,, H(i)C; = C,,i = 1, ..., n, et que 'axe de ’homo-
logie H(l) coupe la droite [C,, C,] au point O,(t). '

En effet, des1on011s par &(f), ..., &,(¢) les coordonnées de I’hyperplan &(t)
dans la base Cy, ..., C,. Comme tous les hyperplans &(f) passent par le point
C,, on a & = 0. Comme ensuite 'hyperplan £(f) ne passe pas-par le point C;,
on a &,(t) # 0. Pour que les hyperplans &(t) soient les hyperplans de contact
des homologies H(t), il doit y avoir une fonction ¢ vérifiant (13). Or dans le
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cas considéré la premiére des équations (13) est vérifiée quel que soit ¢, les
autres équations deviennent
1
& = 0 (~ — 1) ,
1 1 0

ek, = 0} (% — 1), (14)

L1
e&, = 6,‘(3— l).
Comme &,() + 0, 6;(t) # 0, la premiére des équations (14) permet de déter-
miner ¢ dans un voisinage de ¢ sans ambiguité; ¢ sera aussi différent de zéro.
A partir des autres équations (14) nous pouvons déterminer, dans un certain
voisinage de t, les fonctions ; & valeur initiales 6,(/) =0, 1 = 2,...,n. Si
nous définissons maintenant les fonctions C,, ..., C, a l'aide de (9), alors le
systéeme d’homologies {H(f)} définies par (8) jouit manifestement de toutes
les propriétés demandées et c’est le seul systéme qui existe.
Résumons les résultats obtenus:

Théoréme 2. Soit {H(t)} un systéme d’homologies & enveloppe situé dans S,,.
Alors

I. Si le centre des homologies se déplace, d’ot il résulte en vertu du théoréme 1
que Uaxe des homologues reste fixe, alors Uhyperplan de contact des holologies reste
fize et coincide avec Uaxe commun des homologies.

Pour construir dans ce cas-la, le systéme {H(t)}, nous pouvons choisir arbitrai-
rement un hyperplan de contact fize, pour chaque t un centre arbitraire (pourvu
qu’il ne se trouve pas dans Uhyperplan de contact) et une caractéristique arbitraire
de Uhomologie H(t). Le systéme est alors détermité d’une maniére univoque.

I1. Si le centre des homologies reste fixe et que leurs caractéristiques o(t)
vérifient o'(t) =+ 0, alors Uhyperplan de contact &(t), en général, se déplace, mais
1l me passe jamais par le centre commun des homologies.

Pour construir, dans ce cas, le systéme {H (1)}, nous pouvons choisir arbitraire-
ment: une homologie initiale H(t) (dont le cenire sera le centre commun de toutes
les homologies H(t)), pour chaque t un hyperplan de contact &(t) (ne passant pas
par le centre commun des homologies) et une caractéristique o(t) (vérifiant o’ (t) =+
+ 0). Le systéme est alors: déterminé d’une maniére univogue.

ITL. 87 le centre des homologies reste fixe et leur caractéristique constante,
alors Uhyperplan de contact £(t) se déplace, en général, tout en passant towjours par
le centre commun. des homologies. ' '

Pour construir le systéme {H(t)} dans ce cas, nous pouvons choisir arbitraire-
ment: une homologie initiale H(t) (dont le ceritre sera le centre commun de toutes
les homologies H(t)), la caractéristique commune de toutes les homologies o, et
pour chague t un hyperplan E(t) passant par le centre commun de toutes les homo-
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logies et le point d’intersection de Uaxe de ’homologie H(t) avec une droite fixe
qut passe par le centre commun de toutes les homologies, mais qui n’est pas sttuée
dans Uhyperplan &(t); (ce point d’intersection ne doit pas étre fize pour des t diffé-
rents). Le systéme est alors déterminé d’une maniére univoque.

Cas 2. 8i 0 <k =<mn — 2, alors la matrice IM peut étre de rang 1 seulement
si o' = 0. Mais alors
gt7c+1alc+1 pi
B No—rern—r

Pour que cette matrice soit de rang 1, soit la matrice U soit la matrice ¥ doivent
étre nulles. Si nous regardons les matrices % et B, nous voyons que I'on doit
avoir a = 0 soit pour 0 < ¢ <k, k+1<j=<mn, soit pour k +1 <1 < n,
0 < j < k. En changeant d’une fagon convenable le numérotage des points
A,, ..., 4,, et en multipliant, si besoin est, les homologies H(t) par les facteurs
[o(t)]72, nous pouvons obtenir que @l = 0 pour 0 <& <k, k + 1 <j < n5)
Mais alors

m—=

. gﬁkﬂ,kﬂ gﬁlc—{qm—k
9)2 o H % SJ’tn—lcin—k (15)
et les formule (2) deviennent
A;=>add;, i=0,...,k,
i=0
k
4:2 A4~z i=k+1,..,n. (16)
i=0 j=k+1
Il en résulte que l’espace linéaire [A(?), ..., A,(¢)] reste constant. Ensuite,

puisque le rang de la matrice M et donc aussi celui de la matrice B est égal

a un, tous les points
k

Ym_ZaMAm,i=k+L@m (17)

pour ¢ fixe coincident, done
Y(t)=puY({W), 2=k+1,..,n (18)

(nous excluons le cas banal ol le rang de la matrice I est zéro donc ou les
deux sous-espaces de points invariants des homographies H(t) restent fixes).

n

Sile point X (¢) se trouve dans I'espace [A;44(f), ..., 4,(t)], alors X = > a4,

A=k+1
done, en vertu de (16), (17) et (18) on a

n

X'= > (@ + Z xhal) A; + 2 lx‘,u,\Y

j=k+1 A=k+1 A=k+

D’ol le résultat: si X(t) est un point variable qui se déplace tout en restant
dans [Ag(t), ..., 4,(t)], alors les projections des points X'(f) des espaces

5) Les caractéristiques g(t) sont alors déterminées sans ambiguité (voir la note 1)).
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[A11(t), ..., A,(t)] dans Pespace [Ay(f), ..., Ax(t)] sont des points Y(¢) indé-
pendants du choix des points X(¢) dans les espaces [A,(t), ..., A,(t)]. Il en
résulte que toute la tangente [X(¢), X'(t)] & la courbe X (¢) se projette de ’espace
[Ap+1(2), - .., A,(t)] dans le seul point Y (¢). Cela signifie que la variété W,
des espaces [Aji(£), ..., 4,(¢)] est développable dans ce sens que l’espace
tangent de la variété W,_, le long de chaque [4;+,(f), ..., 4,(t)] est de dimen-
sion n — k.

Soit donné maintenant au contraire un systéme & un paramétre de pseudo-
homologies H(f) déterminées par les relations (1) o 0 << k << n — 1, la relation
(2) soit satisfaite. Supposons que 'espace [4,(2), ..., 4,(t)] ne change pas de
position et que la caractéristique o des pseudohomologies H(t) soit constante.
Supposons ensuite que la variété W, des espaces [Aj+q(t), ..., A,(£)] soit
développable au sens décrit ci-dessus. Alors la matrice I de I’homographie
H-'H' est de rang 1 et donc le systéme {H(t)} a une enveloppe.

En effet, Uespace [A,(t), ..., Ax(f)] et la caractéristique p restant constants,
la matrice M prend la forme (15). Comme A,(t) € [Ay+.(E), ..., 4,(t)] pour
1=k -+ 1,...,n, il découle de ce que W, est développable que les pro-
jections des points Aj(t), k + 1 <4i =n de [Ay(t), ..., 4,(t)] dans
[A(), ..., Ax(t)] dépendent de ¢ mais non pas de ¢, on a donc

Aty =pY(@t)+ > ald;, i=k+1,..,n, (19)
j=k+1
ou le point Y(t) est une combinaison linéaire des points A(f), ..., 4,(f). En

comparant (19) et (2) et en regardant la matrice B dans (15) nous voyons
que la matrice 9B, est donc aussi la matrice M, est de rang 1.
Les résultats établis peuvent étre formulés comme suit:

Théoréme 3. Soit {H(t)} un systéme & un paraméire de pseudohomologies &
espaces centraux Sy(t) et S,_,_1(t), 0 <k <n — 1. Le systéme {H(t)} a une
enveloppe si et seulement s’il joust des trois propriétés sutvantes:

1. Un des espaces centraux (soit Sy, pour fizer les idées) reste fize.

2. Toutes les pseudohomologies du systéme ont la méme caractéristique.

3. La variété W, des espaces S, _;_,(t) est développable dans ce sens que son
espace tangent le long de chagque S, _;_(t) est de dimension n — k.

Si nous nous rendons compte encore de ce qu’une variété formée par un
systéme & un parametre de points ou d’hyperplans est toujours développable,
nous pouvons résumer les théorémes 1 et 3 de la fagon suivante:

Théoréme 4. Soit {H(t)} un systéme & un paraméire de pseudohomologies
espaces centraur Sy(t), Sp_r-1(t). Le systéme {H(t)} a une enveloppe si et seule-
ment 8’1l joust des propriétés suivantes:

1. Un des espaces centraux (soit Sy, pour fizer les idées) reste fexe.

2. La variété W,_; des espaces S,_;_,(t) est développable.
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3. Dans le cas ot 0 < k < n — 1, toutes les pseudohomologies ont lo méme
caractéristique.

Nous allons examiner encore les hyperplans de contact du systéme {H(¢)}.

Comme la matrice M de '’homographie H-1H' a la forme (15), nous pouvons
écrire la formule (3) sous la forme simplifiée que voici:

HH'A, — 0,
k

H'IH’Ai:Z(lﬁl)agAj, i=k+1,...n. (20)
=0 :

Si le point X = 3 w4 ,(t) doit étre situé dans I’hyperplan des points doubles
i=0

de 1’homographie H-1H'(¢), il faut (la valeur propre correspondante de la
matrice M étant égale & zéro) que 'on ait:

H-'H(t) X = > «'H'H'(t) A,(t) = 0,
i=0

3

c’est-a-dire
n k
) 1 .
K 2(3(7)_ 1)a;(t)Aj:0.
i=k+1 j=0
On voit de l1a que tous les points 4,, ..., 4; sont situés dans cet hyperplan-la.

Cela signifie que tous les hyperplans de contact passent par I'espace central
commun de toutes les pseudohomologies H(t).

Ce résultat peut étre formulé comme suit:

Théoréme 5. Si un systéme ¢ un paramétre de pseudohomologies (qui ne sont
- pas des homologies) a une enveloppe, alors tous les hyperplans de contact passent
par Uespace central commun de toutes les pseudohomologies du systéme.

11 serait possible encore d’examiner, comme dans le cas 1, dans quelle mesure
le systéme est déterminé par ses hyperplans de contact. Cependant, les résultats
étant assez confus, nous ne nous en occuperons pas.

Pesome

PA3BEPTBIBAIOIUECS] CEMENCTBA TOMOJIOTHTI
N TICEBAOTOMOJIOTUM

MHMJIOCJIAB I03A (Miloslav Juza), llpara
(Mocrynmio B pegaxnuio 6/X 1958 r.)

Ilycrs S, — mpoerruBHOe npocrpaHcTBo pasmepuocru n = 2. Ilcesmoromo-
Jorueii B IpocTpancTBe S, Mbl HA30BeM HETOKICCTBEHHYIO KoJurmHeanmio H,
IPI KOTOPOH CYIIECTBYIOT JBa JIMHEHHBIX noampocrpauctsa Sy, S, _;_, (pasmep-
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Hocreill k, n — k — 1) camocoupsi;KeHHBIX TOYEK (TaK HA3. UEHTPAJILHBIC MOJ(-
npocrpascrsa). Ilpn mamrexamem soeiGope Gasuca A, ..., 4, npocrpancTsa
S, ms ncesgoromosiorun H wmeer mecro (1). YUmeno p massipaem Xxapawrepu-
cTUROI ncesporomoniorny H.

B crarpe m3yuwaioress ofHOmapamMeTpuvecKme CeMencTBa TCCBIOTOMOJIOTHIT
{H(t)}. Onpenensafoorca ycJIoBUsi, IPH KOTOPHIX cemeiictBo {H(f)} umeer oruba-
I0IMyI0, T. €. IPH KOTOPHIX JUIst JI00OTO ¢ CYIeCTBYyeT THIepIiocKocTh &(t)
TaKasg, 4TO Ui HEKOTOPOTO AeHCTBUTENHHOTO 4Umeia A, JUisi KaKEOM TOYKU
X e &(t) O6yner H'(t) X = AH(t) X. Tarkas runepiuiockoers &(f) masbiBacTest
TUIEPINIOCKOCTLIO Kacanus ncesforomosoruu H(t).

B crarpe mowraspiBaeTcs cilefiylolias Teopema:

Odnonapamempuueckoe cemeiicmeo ncesdozomonoeuii {H(t)} ¢ yenmpaavnvmu
npocmpancmeamu Si(t), S,—_, (t) umeem ozubaiowyio moeda u mosvko mozda,
ecau

1. Oono u3 yewmpasvnunx npocmpancme @urcuposano (nycmv smo, HaAnp.,
npocmparncmeo Sy);

2. Mmnozoo6pasue W, _, npocmpancime 8S,_;_, () asasemcs passepmuisaio-
WUMCS, 8 MOM CMBICAEL, UMO KACAMENbHOE NPOCPAHCIMEO K HeMy 6004b KaIHCD020
S,p_r_1(t) umeem pasmeprocmv n — k;

3. B cayvae 0 << k << mn — 1 sce ncesdozomonoeuu cemeiicmea umeiom o0ny
u my ace xapaKmepucmury.

OTHOCUTEIBHO 2unepniockocmeil cemeiicTBa Hajiee JOKa3BIBAETCS:

B cayuae DOCTOSTHHON XapaKTePUCTHKU BCe TMIEPIIIOCKOCTH KacaHWS Ipo-
XojsAT depe3 oOlee IEHTPaJIbHOE IPOCTPAHCTBO BCEX IICEBIOTOMOJOTHHU ce-
MeficTBa. B crydae, Korya ays XapaKTepPHCTHKY g uMeeM ¢’ + 0, THIEePIIOCKOC-
TH KacaHWs dYepe3 3T0 (UKCUPOBAHHOE LEHTPAJIbHOE HPOCTPAHCTBO HUKOTMA
He IPOXOJIAT.

B cayuae k = 0 (1. e. Korna nannoe cemeiicrBo {H(t)} o6pasyior roMmosorun
¢ 00IUM HEeHTPOM) jlajiee 00HAPYIKEHO, YTO JJIsi ONHOSHAYHOTO ONPEeIeseHuUst
cemeiictBa {H(t)} meoOXommMO 3amaTh XapaKTePHCTWRE BceX romojorumii H(t)
U KpOMe TOro:

«) B cayuae o’ & 0 HYKHO 3ajaTh ucxXognyio romoxoruio H(t) (menrp woro-
poit Gyner ofIquM IEHTPOM BceX romosiormit H(t)) m juia warpmoro t rumep-
niIockocTh Kacanwsa &(f) (Tax, wroOb OHA He mpoXojusa uepe3 obuuil weHTp
TOMOJIOTHI);

f) B cayuae ke TOCTOSIHHON XapPAKTEPUCTHKI — HCXOQHYI0 TOMOJIOLHIO
H(t) (menTp KoTOpOIt OyAeT o6IUM IEeHTPOM BeeX romojoruit H(t)), nisa xask-
J0TO ¢ TMHepIyIocKocTh Kacaumsa £(f), MpoXonAnryio uepes o6Iuil IEHTD BeeX
romojioruii, m TOYRYy Tepeceuenms ocu romojiormm H(t) ¢ QurcnpoBannoi
IPAMOI, NPOXOJAIel vYepes obIWH IEHTDP BceX TOMOJIOIMH W He JieKamiei
B runepuiockoctn &(f) (IpUTOM 9TA TOUKA TEPeceueHMs He MOKeT GBITH PUKCH-
POBAaHHOM JUTsi PA3JIMYHBIX ).
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