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YexocuoBaukuii MaTeMaTHIecKHiH xkypHam, T. 9 (84) 1959, Ipara

UBER DIE HOMOMORPHISMEN DER TEILWEISE
GEORDNETEN MENGEN UND VERBANDE

KAREL CULIK, Brno
(Eingelangt am 17. September 1958)

Dem Herrn Prof. Dr. O. Boriwka zu seinem 60. Geburistage gewidmet.

Es werden drei Arten von Homomorphismen der Theorien der teil-
weise geordneten Mengen und der Verbédnde eigenfithrt und schritt-
weise studiert. Einerseits erfiillen alle diese Homomorphismen. stér-
kere Bedingungen als eine isotone Abbildung und anderseits brauchen
sie nicht mit den tiblichen Homomorphismen der Theorie der Verbénde
iibereinzustimmen. Sie erlauben aber (analog zur Gruppentheorie) eini-
ge wichtige und fruchtbare Begriffe (z. B. der teilweise geordneten
Faktormenge, der Einfachheit und der teilweise geordneten eingelegten
Teilmenge) einzufithren und manche Séatze, die zur Klasifikation dienen
konnen, abzuleiten. Dabei sind alle diesen Homomorphismen in einem
sehr engen und natiirlichen Zusammenhang mit dem Begriff der lexiko-
graphischen Summe der teilweise geordneten Mengen.

1. Einleitung. Unter einer teilweise geordneten (abgekiirzt t. g.) Menge ver-
stehen wir eine nichtleere Menge M, auf der eine asymmetrische und transitive
bindre Relation <, die sog. teilweise Anordnung (vgl. [5]), definiert wird. Gilt
entweder ¥ < y oder = vy, so schreiben wir + < y und gilt weder < y noch
y < z, d. h.sind die Elemente z und y unvergleichbar, schreiben wir z || y. Die
Identitdt zwischen den Mengen bezeichnen wir mit dem Symbol = und die
Relation des Isomorphismus zwischen den t. g. Mengen mit dem Symbol =.

Eine t. g. Teilmenge P der t. g. Menge M (die teilweise Anordnung in P ist
dieselbe wie in M) heisst eingelegte Terlmenge in M, wenn

ze M — P = es gilt entweder x << z fiir jedes xe P, 7
oder z < x fir jedes x € P, oder x || z fir jedes x e P, M)

gilt. Enthilt P ein einziges Element oder ist P = M, so heisst sie triviale einge-
legte Teilmenge.

Eine t. g. Teilmenge P der t. g. Menge M heisst maximale eingelegte Tetlmenge
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in M, wenn sie eingelegt und P == M ist und wenn folgende Bedingung erfiillt
wird: Q ist in M eingelegt, Q =P c Q= Q = M . (1)

Eine Zerlegung M auf der t. g. Menge M heisst Zerlegung in eingelegten t. g.
Teilmengen, wenn jede t. g. Teilmenge P ¢ M eine eingelegte Teilmenge ist. Auf
jeder solchen Zerlegung beziiglich (1) ist es moglich eine teilweise Anordnung <<
folgendermassen definieren

P<Q(P,Qel)<x<y (weP,ycqQ). (2)

Dann t. g. Menge M, die auf der Zerlegung M mit der teilweisen Anordnung (2)
definiert wird, heisst t. g. Faktormenge auf den t. g. Menge M.

Alle diese Begriffe wurden in [4] eingefiihrt und studiert.

In [6] werden die Zerlegungen auf der t. g. Menge mit Hilfe der Aquivalenz-
relationen studiert (sie sind auf M definiert und durch jede von ihnen ist ein-
deutig eine Zerlegung auf M bestimmt). Namentlich eine auf M definierte Aqui-
valenzrelation R heisst totale regulire Aquivalenzrelation (dieser Begriff stammt
von J. ScamIpT, vgl. [6], 30, Bedingung (T')), wenn

a,a,b,beM, a=a'(R), b=b'R), a =bR), a <b=a <b (T
gilt

1.1. Lemma. Eine Zerlegung M auf einer t.g. Menge M ist dann und nur dann
eine Zerlegung in eingelegten t. g. Teilmengen, wenn site durch eime auf M
definierte totale regqulire Aquivalenzrelation R bestimmt wird.

Beweis. Es sei vor allem M eine Zerlegung in eingelegte t. g. Teilmengen

in M. Dann muss fiir die zugehdrige t. g. Faktormenge M nach (1) auch
P,QeM={P <Q<x <y fir jede xe P, yeQ}

gelten, woraus aber sofort folgt, dass die die Zerlegung M bestimmende Aqui-

valenzrelation R die Bedingung (T”) erfiillt.

Es sei nun umgekehrt M eine Zerlegung, die durch eine totale regulire Aqui-
valenzrelation R bestimmt wird. Es sei weiter Pe M. Fiir die Elemente
x,yeP,ze M — P gilt dann x = y(RN), z = 2(R), « == 2(N). Ist nun x < z oder
z < z, so muss nach (T") auch y < z oder z < y gelten. Daraus folgt aber, dass
auch die Beziehungen z || z und y || z zugleich richtig oder unrichtig sind. Also P
erfiillt die Bedingung (1), d. h. sie ist eine eingelegte t. g. Teilmenge in M.

Eine Abbildung ¢ der t. g. Menge M auf die t. g. NV, die die Bedingungen

v, ye M, v < y= ) <oy, (3)

z,ye M, x|y = g) | @) (4)

erfiillt, ist schlicht, sodass sie ein Isomorphismus sein muss. Eine Abbildung ¢,
fiir die
v, ye M, x <y= 9@ = @y) (39

gilt, ist eine isotone Abbildung (vgl. [1]).
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Eine Abbildung ¢, die die Bedingung (3) und noch eine weitere Bedingung
x,ye M, x| y=entweder ¢(¥) || () oder p(x) = ¢(y) (4)
erfiillt, ist ein Graphenhomomorphismus (vgl. [3]), da sie die Bedingung
x,ye M= {x < y<=p@) < p)} (3)
erfiillen muss. Fir die t. g. Mengen im Sinne [5] braucht nicht ein solcher
Graphenhomomorphismus ein Isomorphismus sein, trotzdem es fiir die t. g.
Mengen im Sinne [1] (wo die teilweise Anordnung eine reflexive, antisymmetri-
sche und transitive binéire Relation ist) der Fall ist (vgl. [3], Satz 2.13).

Der Graphenhomomorphismus wurde in [3] studiert. Daraus kann man alle
diese Resultate auf die Abbildungen zwischen den t. g. Mengen, die (3) und (4')
erfiillen unmittelbar tibertragen. In der vorliegenden Arbeit wird gezeigt, dass
dahnliche Resultate auch fiir andere Abbildungen zwischen den t. g. Mengen
abgeleitet werden konnen und dass alle diese Abbildungen in sehr engem und
natiirlichem Zusammenhang mit dem Begriff der lexikographischen Summe der
t. g. Mengen stehen.

Bei dieser Gelegenheit mochte ich gern dem Herrn Doz. Dr. J. Jakusix fir
seine wertvollen Bemerkungen zu meiner Arbeit besten Dank ausdriicken.

2. A-Homomorphismus. Eine Abbildung ¢ der t. g. Menge M auf die t. g.
Menge N, die die Bedingungen (3’) und (4) erfiillt, werden wir als A-Homo-
morphismus bezeichnen. Die durch den A-Homomorphismus ¢ erzeugte Zer-
legung M auf M (d. h. M ist durch folgende Aquivalenz x ~ y<=>g¢(x) = @(y)
bestimmt) bezeichnen wir als A-erzeugende Zerlegung auf M.

2.1 Lemma. Eine Zerlegung auf der ¢. g. Menge M ist dann und nur dann eine
A-erzeugende Zerlegung, wenn sie eine Zerlegung in eingelegten Ketten in M ist.

Beweis. Es sei ¢ ein A-Homomorphismus, der die A-erzeugende Zerlegung
M bestimmt. Dann sind nach (3) und (4) jede zwei Elemente x + y, 2, y € P,
P ¢ M vergleichbar, sodass P eine Kette sein muss. Fiir ze M — P gilt xpz,
wo g eins von den Symbolen <<, >, || bezeichnet. Es ist also ¢(x) + @(z) und
darum gilt nach (3') und (4) ¢(x) o ¢(2). Es gilt weiter ¢(x) = ¢(¥), also auch
o(¥) 0 p(2). Aus (3') und (4) folgt yoz, sodass nach (1) P eine eingelegte Kette
ist.

Ist nun umgekehrt 3 eine Zerlegung in eingelegten Ketten, so kénnen wir
eine Abbildung ¢ der t. g. Menge M auf ihre t. g. Faktormenge M folgender-
massen definieren

veM=xeqp(x)e M. (6)
Es folgt unmittelbar aus (1) und (2), dass ¢ ein A-Homomorphismus ist und
aus (6), dass die Zerlegung M durch ¢ bestimmt wird.

Unter einer . g. A-Faktormenge verstehen wir eine t. g. Faktormenge, die auf
einer A-erzeugenden Zerlegung definiert wird.
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2.2 Satz. Die gegebene t. g. Menge ist ein A-homomorphes Vorbild von jeder ihrer
t. g. A-Faktormengen. Jedes A-homomorphe Bild der gegebenen t. g. Menge ist mait
einer von thren t. g. A-Faktormengen isomorph.

Beweis. Im ersten Teil des Beweises definieren wir den gesuchten A-Homo-
morphismus durch die Bedingung (6) und im zweiten Teil niitzen wir das Lemma
2.1 aus.

Unter einer A-einfachen t. g. Menge verstehen wir eine solche t. g. Menge, auf
der eine einzige t. g. A-Faktormenge existiert (oder nach 2.1, auf der eine ein-
zige Zerlegung in eingelegten Ketten existiert). Kine Kette ist dann und nur
dann A-einfach, wenn sie ein einziges Element enthélt.

2.3 Satz. Fir eine t. g. Menge sind folgende Behauptungen dquivalent:
a) M ist A-einfach.
b) Jede in M eingelegte Kette enthdilt ein einziges Element.

¢) x,ye M, x > y = entweder gibt es ein ze M, x + z + y, fir das entweder
x> zund y | 2z oder 2 > y und z||x gilt, oder gibt es w, ve M, u || v, fir die x >
>u>y und x>0 >y gilt.

Beweis. a) = b) Setzen wir voraus, dass a) gilt und dass es eine in M ein-
gelegte Kette P gibt, fiir die kard P > 1 gilt. Dann ist die Zerlegung M =
= {P} U {{z} | x e M — P} nach (1) eine Zerlegung in eingelegten Ketten. Aber
auch die kleinste Zerlegung (in der jede Klasse ein einziges Element enthilt,
vgl. [2]) ist eine Zerlegung in eingelegten Ketten und ist verschieden von M,
was ein Widerspruch ist.

b) = ¢) Setzen wir voraus, dass b) gilt aber ¢) nicht gilt. Es sei P ein Interval
(vgl. [1]), das durch die Elemente x, y e M, x > y bestimmt wird und dabei fiir
x, y c) nicht gilt. Wir werden beweisen, dass P eine in M eingelegte Kette sein
muss. Es sei also ze M — P. Aus z > « folgt z >p fiir jedes pe P. Im Falle
z || kann nicht weder z > y noch z < y gelten, sodass wieder z ||y iibrig
bleibt. Endlich im Falle z < z kann nicht weder z || ¥ noch z > y gelten, sodass
z <y und darum z < p fiir jedes p e P sein muss. Damit wird gezeigt, dass
P in M eingelegt ist und weil keine unvergleichbaren Elemente in P existieren
konnen, muss P eine Kette sein. Es ist aber kard P > 1, was unserer Voraus-
setzung widerspricht.

c) = a) Setzen wir voraus, dass M nicht A-einfach ist. Im Falle, dass M eine
Kette ist, gilt kard M = 2 und es existieren die Elemente x, y ¢ M, x > y, fiir
welche die Bedingung c) unrichtig ist (denn in M existieren keine unvergleich-
bare Elemente). Ist nun M keine Kette, so gibt es eine solche t. g. A-Faktor-
menge M, dass die Ungleichheit kard P > 1 fiir eins von ihren Elementen
P ¢ M gilt und P dabei eine Kette ist. Nach (1) gilt c) fiir beliebige verschiedene
Elemente z, y € P nicht.
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2.4 Satz. Fir eine t. g. A-Faktormenge M der t. g. Menge M sind folgende
Behauptungen dquivalent:

a) M ist A-einfach.

b) Fir jede Teilmenge P e M gilt, dass sie eine solche Keite ist, die in keiner
mn M eingelegten Kette als ihre echte Teilmenge enthalten vst.

¢) Die Zerlegung M ist die kleinste Deckung des Systems aller A-erzeugenden
Zerlegungen auf M.

Beweis. a) = b) Setzen wir voraus, dass a) gilt, d. h. vor allem, dass M eine
A-erzeugende Zerlegung ist und darum dass jede P e M eine Kette sein muss.
Setzen wir nun weiter voraus, dass b) nicht gilt, d. h. es gibt solche in M einge-
legten Ketten P, @, dass Pe M, @ == P c Q gilt. Nach [4], Lemma 4 ist Q' =
= U X; (wo X, 7¢I, das System sdmtlicher in M eingelegten Ketten ist, fiir

il

die X, o @ gilt) wieder eine in M eingelegte Teilmenge und noch mehr @’ ist
eine Kette. Wiirden nédmlich die unvergleichbaren Elemente z, y e @' exis-
tieren, miissten auch solche Ketten X, + X, existieren, dass ze¢ X, — X,,
y e X, — X,. Daraus folgt aber nach [4], Lemma 3 % || z fir z¢ X; 0 X, was
ein Widerspruch ist. Es ist weiter @' — P = §. Darum gibt es mindestens eine
Teilmenge Re M, fiir die R 0 (@' — P) + 0 gilt. Setzen wir voraus, dass
R — Q" + 0gilt. Es gibt ye B 0 Q' und ze @ — R und fiir diese Elemente gilt
entweder y > z oder z > y. Nach [4], Lemma 4 ist R U @’ eingelegt und nach
(1) muss fiir jedes ve B — () entweder & > y >z oder z >y > x gelten.
Daraus folgt, dass R U @’ eine Kette und darum R v @' c ¢’ ist, was ein Wider-
spruch ist. Also es muss immer R c @’ gelten, fallsnur R 0 Q' + ¢ gilt. Es sei @
das System samtlicher R e M, fiir die R c @’ gilt, sodass vor allem kard @ > 1
ist. Dann ist M = {Q} V {{S} | Se M — @} eine Zerlegung auf M und aus (1)
und (2) folgt, dass sie eine Zerlegung in eingelegten Ketten sein muss. Nach 2.1
ist also M eine A-erzeugende Zerlegung unf M und sie ist offenbar verschieden
von der kleinsten Zerlegung auf M, was aber ein Widerspruch ist.

b) = ¢) Es sei b) richtig. Nach der Konstruktion der kleinsten Deckung (vgl.
[2], 16) des Systems aller A-erzeugenden Zerlegungen auf einer t. g. Menge M
ist jedes ihrer Elemente von folgender Form: X = U X, wo X, 7 ¢ I, alle solche

il
in M eingelegte Ketten sind, fiir die gilt, dass es zu jeden zwei X,, X, eine end-
liche Folge X;, 1 =< ¢ < k, gibt und dabei X; 0 X,,, + @ firalles, 1 <1 <k,
ist. Niitzen wir [4], Lemma 4 aus, kénnen wir sofort beweisen, dass X eine in M
eingelegte Teilmenge ist. Wir konnen sogar beweisen, dass X auch eine Kette
ist. Setzen wir nun umgekehrt voraus, dass in X zwei unvergleichbare Elemente
x, y existieren. Dann gibt es X, X, wobei z ¢ X; und y ¢ X}, und auch eine
Folge X;, 1 =<¢ = k, mit der oben angefithrten Eigenschaft. Mit Hilfe der

J
Induktion nach [4], Lemma 3 beweisen wir direkt, dass {J X; eine in M einge-
i=1
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legte Kette fiir jedes j = 1, 2, ..., k sein muss. Darum sind die Elemente z, y
vergleichbar, was unserer Voraussetzung widerspricht. Es ist also X eine
Kette und aus ihrer Konstruktion folgt unmittelbar, dass sie als eine echte
Teilmenge in keiner in M eingelegten Kette enthalten sein kann. Dies aber
bedeutet, dass eine Zerlegung in eingelegte Ketten, die in dem oben angefiithrten
Sinne maximal sind, zugleich die kleinste Deckung des Systems aller A-erzeu-
genden Zerlegungen sein muss.

¢) = a) Ist a) nicht richtig, so gibt es eine in M eingelegte Kette P, kard P >
>~ 1, wobei P = {{X,} | X, e M, ieI}ist. Nach (2) und (1) ist auch P = U X,

iel

eine in M eingelegte Kette und dies bedeutet, dass M nicht die kleinste Deckung
des Systems aller A-erzeugenden Zerlegungen sein kann. Also ist ¢) nicht rich-

tig.

2.5 Satz. Jede t. g. Menge ist das A-homomorphe Vorbild einer einzigen (bis auf
die Isomorphismen) A-einfachen t. g. Menge.

Beweis. Nach 2.2 gibt es zu jedem A-homomorphen Bilde der gegebenen
t. g. Menge eine mit ihm isomorphe t. g. A-Faktormenge. Aus der Eindeutig-
keit, der kleinsten Deckung des Systems aller A-erzeugenden Zerlegungen nach
2.4 folgt direkt, dass immer eine einzige A-einfache t. g. A-Faktormenge auf der
gegebenen t. g. Menge existiert.

Eine beliebige (d. h. bis auf die Isomorphismen) A-einfache t. g. Menge, die
das A-homomorphe Bild der t. g. Menge M ist, wird mit dem Symbol AM
bezeichnet. Dann gilt nach 2.2 AM = AM, wo M eine t. g. A-Faktormenge der
t. g. Menge M ist.

Sei M die A-einfache t. g. Faktormenge auf der t. g. Menge M. Dann ist
jedes Element P ¢ J eine Kette (P #+ 0) und ihr Ordnungstypus wird durch v,
(=% 0) bezeichnet. Mit Hilfe eines beliebigen Isomorphismus w,, der M auf AM
abbildet, kénnen wir jedem Elemente x ¢ AM einen Ordnungstypus «, durch
die Bedingung o, = y,-1, zuordnen. Das System der Ordnungstypen {«,},
x e AM (zusammen mit ihrer Zuordnung den Elementen x e AM, die die eben
angefithrte Bedingung erfiillt) heisst A-homomorphe Charakteristik der t. g.
Menge M. Ist {f,},y ¢ P = AM eine beliebige andere A-homomorphe Charakte-
ristik derselben t. g. Menge M und ist w, der zugehorige Isomorphismus der M
auf P, d. h. ist f, = y,,—1, gibt es immer einen solchen Isomorphismus w von
A M auf P, fiir welchen o, = f,,) fiir alle x ¢ AM gilt (es geniigt ndmlich w(z) =
= w, [wy ()] zu wihlen, denn o, =y, () = B oo ist). Die A-homomorphen
Charakteristiken sind eigentlich die A-einfachen t. g. Mengen, deren jedes
Element mit einem von Null verschiedenen Ordnungstypus bewertet wird.
Zwei A-homomorphe Charakteristiken {x,}, xe¢ P und {f,}, ye @ heissen
dquivalent, wenn es einen solchen Isomorphismus w von P auf ¢ gibt, in dem
&y = Pu fir alle z € P gilt. Es ist klar, dass zwei A-homomorphen Charakteris-
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tiken dann und nur dann aquivalent sind, wenn sie zweien untereinander iso-
morphen t. g. Mengen zugehoren. Gilt von den Charakteristiken {«,}, # ¢ P und
{By}, ¥y € @ nur P = @ (sie miissen also nicht untereinander dquivalent sein), ist
es immer moglich statt der gegebenen zwei mit ihnen dquivalenten und auf
dieselbe t. g. Menge R = P = () bezogene Charakteristiken {«.}, z ¢ R und {8,},
ze R zu wihlen.

Den Begriff und die Bezeichnung der lexikographischen Summe der t. g.
Mengen benutzen wir iibereinstimmend mit [1], 27.

2.6 Satz. Bs sev N = AM und es sei {«,}, x € N eine A-homomorphe Charakte-
ristik der t. g. Menge M. Dann ist M = 3 P,, wobei P, die paarweise disjunkten
N

Ketten vom Ordnungstypus «, sind, d. h. M ist mit der lexikographischen Summe
des Systems der Ketten P, @ber diet. g. Menge N isomorph.

Beweis. Es sei M die A-einfache t. g. Faktormenge der t. g. Menge M. Nach
2.2 und 2.5 existiert immer eine solche M und offenbar gilt M = N. Es seien
weiter @, ¢ M und x e N die entsprechende Elemente in einem vorausgesetzten
Isomorphismus zwischen M und N. Dann sind nach 2.1 alle @, eingelegte
Ketten in M und nach der Definition der A-homomorphen Charakteristik
miissen ihre Ordnungstypen mit «, iibereinstimmen, d. h. es muss ¢, = P, fiir
alle z ¢ N gelten. Aus [4], Satz 1 aber folgt M = > @, also gilt auch M = > P,.

N N

In 2.6 wird eine Konstruktion der t. g. Menge enthalten, wenn ihre A-homo-
morphe Charakteristik vorgeschrieben ist. Es ist klar, dass eine t. g. Menge
dann und nur dann A-einfach ist, wenn alle Ordnungstypen ihrer A-homomor-
phen Charakteristik gleich 1 sind.

Die A-Einfachheit der endlichen t. g. Mengen kann man nach 2.3 direkt aus
ihren Hasse’schen Diagrammen erkennen, denn es ist klar wie die eingelegten
Ketten in einem solchen Diagramme aussehen. In Fig. 1 kann man leicht einen
solchen A-Homomorphismus finden, der die t. g. Menge M auf AM bzw.
BAM auf ABAM abbildet. Dabei sind die in den Klammern bei den einzelnen
Elementen in AM stehenden Zahlen die Ordnungstypen der A-homomorphen
Charakteristik der t. g. Menge M und #hnlich ist das fiir die t. g. Mengen
BAM und ABAM. In Fig. 1 werden nur die von 1 verschiedene Ordnungs-
typen angefiihrt.

Sagen wir weiter, dass ein Ordnungstypus f 1) ein isotones Bild, bzw. 2) ein
Teil, eines Ordnungstypus « ist, 1) wenn eine isotone Abbildung einer Kette
vom Ordnungstypus « auf eine andere vom Ordnungstypus § existiert, bzw.
2) wenn sich in einer Kette vom Ordnungstypus « eine t. g. Teilmenge, eine
Kette vom Ordnungstypus g ist, auffinden lasst.

R.7 Satz. Es sei {0}, x e AM bzw. {f,}, y € AN eine A-homomorphe Charakte-
ristik der t. g. Menge M bzw. N. Dann ist die t. g. Menge N ein A-homomorphes
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Bild der t. g. Menge M gerade in dem Falle, wenn ein solcher Isomorphismus
von AM auf AN existiert (es ist also AM = AN), dass B ein isotones Bild des
Ordnungstypus o, fir jedes x e AM ist.

Beweis. Esseivorallem NV ein A-homomorphes Bild der t. g. Menge M, d. h.
es gibt einen A-Homomorphimus ¢, der M auf N abbildet. Dann gilt nach 2.2,

@)
’
%)

3

() (2)

()

2.4 und 2.5 AM = AN, sodass wir statt der gegebenen A-homomorphen Cha-
rakteristiken die mit ihnen &quivalenten {«,}, ze P und {f;}, ze P wéhlen
konnen, wobei beide neue Charakteristiken auf dieselbe t. g. Menge P = AM =
= AN bezogen werden. Nach 2.2 gibt es einen A-Homomorphismus y, der N
auf. P abbildet, und darum ist auch y = ¢y ein A-Homomorphismus der die
Menge M auf die Menge P abbildet. Durch die A-Homomorphismen y und y
werden die A-erzeugende Zerlegungen M und N und damit auch die zugehéori-
gen t. g. A-Faktormengen M und N bestimmt, die nach 2.5 A-einfach sind.
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Thre Elemente X, = {x |2xe M, y(x) =12, zeP}, Y,={y|yeN, yy) =z,
z € P} sind natiirlich die Ketten und die Ordnungstypen von ihnen sind ay , By,.
Aus den Eigenschaften der Zusammensetzung der A-Homomorphismen folgt
sofort, dass X, == {x |xe M, ¢p(x) € Y,} ist, sodass ¥, ein Bild der Kette X, in
der isotonen Abbildung ¢|x, ist und mit anderen Worten fy, ist ein isotones Bild
des Ordnungstypus «y . Aus der Definition der A-homomorphen Charakteristik
folgt oy = o, und By = f.. Aus der Aquivalenz der gewiihlten Charakteristi-
ken folgt die Existenz eines solchen Isomorphismus w, bzw. w,, der AM auf P
bzw. AN auf P abbildet, dass «, = &, (,) bzw. §, = B, (, fir alle xe AM
bzw. y e AN gilt. Dann bildet der Isomorphismus w(zx) = w, '[w,(x)] AM auf
AN ab und erfiillt folgende Bedingung: bezeichnen wir z = w,(x), so ist der
Ordnungstypus  Buw = Bu, lu@) = P = By, ein isotones Bild des Ord-
nungstypus «, = a,, ) = &y fiir jedes xe AM.

Setzen wir nun umgekehrt voraus, dass ein solcher Isomorphismus w existiert,
der AM auf AN abbildet und dabei die Bedingung: f,(, ist ein isotones Bild
des Ordnungstypus «, fiir alle x ¢ AM, erfiillt. Dann ist offenbar AM = AN
und wir werden die gegebenen Charakteristiken durch solche &dquivalente er-
setzen, deren Ordnungstypen auf dieselbe t. g. Menge P = AM = AN bezogen
werden kann und dabei 8, ein isotones Bild des «, fiir jedes ze P ist. Eine
solche Zuordnung ist immer moglich z. B. mit Hilfe eines beliebigen Isomorphis-
mus o, bzw. ww,, der AN auf P bzw. AM auf P abbildet. Es existieren nach
2.2. die A-Homomorphismen y bzw. v, die M auf P bzw. N auf P abbilden und
es seien M bzw. N die entsprechenden t. g. A-Faktormengen auf M bzw. N, die
selbstverstandlich A-einfach sind. Dann sind X, = {x|xe M, y(r) =z,
zePtund Y, = {y |ye N, y(y) = 2z, ze P} die Ketten und fiir ihre Ordnungs-
typen gilt offenbar xx = . und fy_= f, fiir jedes z e P. Dies aber bedeutet,
dass es eine isotone Abbildung ¢, der Kette X, auf die Kette Y, fiir jedes
ze P gibt. Diese Abbildungen sind die Partialabbildungen einer bestimmten
Abbildung ¢ der Menge M auf die Menge N. Wir brauchen also zu beweisen,
dass ¢ ein A-Homomorphismus ist, d. h. dass ¢ die Bedingungen (3') und (4)
erfiilllt. Dies folgt aber unmittelbar daraus, dass gy = y wieder ein A-Homo-
morphismus ist.

2.8 Satz. Ist die t. g. Menge N ein A-homomorphes Bild der t. g. Menge M,
existiert eine solche t. g. Teilmenge M’ ¢ M, fiir die M' = N gilt.

Beweis. Nach 2.2 gibt es eine solche t. g. A-Faktormenge M auf M, dass
M = N ist. Aus dem Auswahlaxiom folgt die Existenz einer Menge der Repri-

sentanten M’ des Systems M und nach (1) und (2) sieht man leicht, dass wirk-
lich M' = N gilt.

2.9. Folgerung. Ist ein Ordnungstypus f§ ein isotones Bild des Ordnungstypus «,
so st f auch ein Teil von «.
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2.10 Lemma. Sind «, B 2wei Ordnungstypen, die zugleich entweder Ordnungs-
zahlen oder zugleich inverse Ordnungstypen zu den Ordnungszahlen sind, gilt

x, B sind untereinander isotone Bilder = «x = f§ .

Beweis. Aus 2.9 folgt, dass unter unseren Voraussetzungen « ein Teil von f
und auch g ein Teil von « ist. Daraus folgt fiir die Ordnungszahlen « < f,
f = « oder x = (. Im zweiten Falle ist das @hnlich.

2.11 Satz. Es seien M und N die t. g. Mengen, die untereinander A-homo-
morphe Bilder sind. Es seien weiter alle Ordnungstypen in den A-homomorphen
Charakteristiken der beiden t. g. Mengen entweder lauter Ordnungszahlen oder
lauter Ordnungstypen, die invers zu Ordnungszahlen sind. Dann gilt M = N.

Beweis. Nach 2.7 gibt es eine gemeinsame A-einfache t. g. Menge P =
= AM = AN fiir beide gegebenen t. g. Mengen. Man kann voraussetzen, dass
dem Elemente z e P Ordnungstypen «, bzw. 5, der A-homomorphen Charakte-
ristik der Menge M bzw. N zugeordnet werden. Dabei sind «, und §, unter-
einander isotone Bilder, sodass nach 2.10 «, = f, fiir jedes z e P gelten muss.
Darum ist aber M = N.

2.12 Folgerung. Svnd die i. g. Mengen M und N untereinander die A-homo-
morphen Bilder und erfilllen sie beide die Bedingung der Endlichkeit der wachsen-
den bzw. abnehmenden Ketten, so gilt M = N.

Beweis. Nach [1], Satz 5.5 sind alle wachsenden bzw. abnehmenden Ketten
in M und auch in N wohlgeordnet, sodass aus 2.11 M = N folgt.

Satz 2.11. gilt nicht fiir beliebige t. g. Mengen, die untereinander A-homo-
morphe Bilder sind. Esseiz. B.yp +1 4+ 1 +nbzw.y +1 4+ 1+ 1 + 5 der
Ordnungstypus einer Kette M bzw. N, sodass M und N nicht isomorph (oder
ahnlich) sind, trotzdem jede von ihnen ein isotones (und darum auch. A-homo-
morphes) Bild der anderen ist. Setzen wir nimlich M =4 v Bu C v D,
N=AvBuD, wo A={&|0<a =1}, B={2}, C={x|2<ax <3}
D = {x | 3 = x < 4} wo « eine rationale Zahl bedeutet. Ordnen wir nun M und
auch N nach der Grosse an, besitzen M und N die gesuchten Ordnungstypen.
Die Abbildungen ¢ und y definieren wir folgendermassen: ¢|, 5 ist identisch,
®(C) = 3, ¢|p ist identisch und y|, ist identisch, »(2) = 1 und y(x) fiir v ¢ D ist
ein Isomorphismus auf B v C U D. Es ist klar, dass diese Abbildungen isoton
sind.

In diesem Beispiele wird gezeigt, dass auch Lemma 2.10 fiir beliebige Ord-
nungstypen nicht gelten muss.

2.13 Satz. Eine t. g. Menge M st dann und nur dann A-einfach, wenn fir jedes
thre A-homomorphe Bild N sogar N = M gils.
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Beweis. Ist M eine A-einfache t. g. Menge, gibt es auf M eine einzige t. g.
A-Faktormenge M, sodass M = M sein muss. Nach 2.2 gibt es zu jedem A-ho-
momorphen Bilde N der t. g. Menge M die t. g. A-Faktormenge M, auf M, fiir
die M, = N gilt, woraus aber M = N folgt.

Ist nun umgekehrt jedes A-homomorphe Bild N der t. g. Menge M mit M
isomorph, so sind mit M nach 2.2 alle t. g. A-Faktormengen auf M isomorph.
Unter diesen A-Faktormengen ist nach 2.2 und 2.5 eine einzige M A-einfach.
Géabe es nun auf M zwei verschiedene t. g. A-Faktormengen, miissten auch
auf M zwei solche existieren, was aber unméglich ist. Also ist M eine A-ein-
fache t. g. Menge.

3. B-Homomorphismus. Eine Abbildung ¢ der t. g. Menge M auf die t. g.
Menge N, die die Bedingungen (3) und (4') erfiillt, bezeichnen wir als B-Homo-
morphismus und die durch sie bestimmte Zerlegung auf M bezeichnen wir als
B-erzeugende Zerlegunyg.

3.1 Lemma. Eine Zerlegung M auf der t. g. Menge M ist dann und nur dann
eine B-erzeugende Zerlegung, wenn sie eine Zerlequng tn eingelegten Teilmengen
1st, wobet jede zwet verschiedene Elemente beliebiger von diesen Teilmengen unver-
gleichbar sind.

Beweis. Es sei M eine B-erzeugende Zerlegung, die durch den B-Homo-
morphismus ¢ bestimmt wird. Nach (3) und (4') sind jede Elemente z, y ¢ P,
x £y, wo PeM, unvergleichbar in M. Es sei weiter ze M — P, z,y¢ P,
x #+ y, und Pe M. Ist z < 2z, so ist nach (3) auch ¢(x) < @(z), aber p(x) =
= ¢(y), sodass auch ¢(y) < ¢(z) und dann wieder aus (3) und (4') schon y < z
folgt. Auf dhnliche Weise zeigt man, dass aus z < x auch z < y folgt, was schon
beweist, dass P die Bedingung (1) erfiillt, d. h. dass P eine in M eingelegte
Teilmenge ist.

Ist nun umgekehrt M eine Zerlegung, die die betreffende Bedingung erfiillt,
und M die zugehorige t. g. Faktormenge, so kann man durch die Bedingung
(6) eine Abbildung ¢ der t. g. Menge M auf die t. g. Faktormenge M bestimmen.
Aus (1) und (2) zeigt man leicht, dass ¢ ein B-Homomorphismus ist.

Eine t. g. Faktormenge, die auf einer B-erzeugenden Zerlegung definiert
wird, heisst t. g. B-Faktormenge. Eine t. g. Menge heisst B-einfach, wenn auf ihr
eine einzige B-erzeugende Zerlegung (oder eine einzige t. g. B-Faktormenge)
definiert werden kann.

Fir t. g. Mengen in unserem Sinne erfiillt der B-Homomorphismus immer die
Bedingung (5), was eine nur formal iiberschriebene Bedingung aus der Defini-
tion des Graphenhomomorphismus (vgl. [3], Definition 1.1, 136) ist. Es ist also
jeder B-Homomorphismus zugleich ein Graphenhomomorphismus und darum
nach Umformulierung fiir die t. g. Mengen gelten fiir ihn und fiir die entsprechen-
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den Begriffe alle Sitze aus [3], 2. Abschnitt. Dies bedeutet in einer Vergleichung
mit dem A-Homomorphismus, dass die Séatze 2.2, 2.5, 2.8 und 2.13 auch in dem
Falle gelten, wenn wir in ihnen das Symbol ,,A* durch ,,B‘‘ ersetzen. Ersetzen
wir weiter auch den Termin ,,Kette durch ,,t. g. Menge, deren jede zwei ver-
schiedene Elemente unvergleichbar sind®, so gilt auch 2.4 fiir B-Homomorphis-
mus. Im Satze 2.3 braucht man neben Vorigem noch die Bedingung c) folgen-
dermassen abzuindern

x,ye M, x|y, o bezeichnet eins von den Symbolen <, >, || =
= es existiert ein solches ze M, x + z + y, dass

{x p z=>nony ¢ z} gilt .

Diese Bedingung ist nur die formal abgeschwichte Bedingung (7) aus [3], 140.

Eine B-homomorphe Charakteristik der gegebenen t. g. Menge ist wieder eine
B-einfache t. g. Menge, deren Elementen ein System der Méchtigkeiten {a,} zu-
geordnet wird, denn die t. g. Mengen, die nur untereinander unvergleichbare
Elemente enthalten, werden durch ihre Machtigkeit eindeutig (bis auf die Iso-
morphismen) bestimmt. Wenn wir die Bedingung iiber isotone Bilder der Ord-
nungstypen durch eine Bedingung iiber die Méachtigkeiten a, = b, (vgl. [3],
Bedingung (9)) ersetzen, gilt nach vorigen Uménderungen auch der Satz 2.7 fir
den B-Homomorphismus. Daraus folgt, dass auch der zu 2.11 analoge Satz
ohne irgendeine Beschriankung auf die gegebenen t. g. Mengen gilt (es handelt
sich um die Sétze 2.8 und 2.12 aus [3]). Endlich kann man leicht einsehen, dass
nach entsprechenden Umformungen auch der zu 2.6 analoge Satz fiir den
B-Homomorphismus gelten muss.

Bei den endlichen t. g. Mengen kann man ihre B-Einfachheit leicht aus ihrem
Hasse’schen Diagramme erkennen. Bezeichnen wir mit dem Symbol BM eine
B-cinfache t. g. Menge, die ein B-homomorphes Bild der t. g. Menge M ist,
finden wir leicht in Fig. 1 einige Beispiele der B-einfachen t. g. Mengen und
auch den B-Homomorphismus, der AM auf BAM abbildet. In diesem Falle
bedeuten die bei den einzelnen Elementen in BAJM stehende Zahlen die
Michtigkeiten der B-homomorphen Charakteristik der t. g. Menge AM.

Aus den Beispielen der t. g. Mengen in Fig. 1 folgt, dass eine A-einfache t. g.
Menge nicht auch B-einfach sein muss und umgekehrt. Durch jede t. g. Menge
M wird eine Folge der t. g. Mengen AM, BAM, ABAM, BABAM, ... be-
stimmt und es sind zwei Fille moglich. Entweder kommt in dieser Folge eine
solche t. g. Menge, die zugleich A- und auch B-einfach ist vor, sodass alle fol-
gende mit ihr isomorph sind, oder ist das nicht der Fall und dann kénnen keine
zwei benachbarten Elemente in dieser Folge isomorph sein. Ein Beispiel fiir die
erste Moglichkeit ist in Fig. 1 und fiir die zweite in Fig. 2, wo die betreffende
Folge nur aus zwei nichtisomorphen t. g. Mengen gebildet wird.
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In Fig. 3 sind die Teile eines unendlichen und distributiven Verbandes, der zu-
gleich A- und auch B-einfach ist. Sein ganzes Hasse’sche Diagramm wird durch
ein Quadratnetz in der Ebene bestimmt, das wir um 45° gegen die iiblichen
Koordinatenachsen gedreht haben. Die Kreuzungspunkte dieses Netzes sind die

Fig. 2.
Fig. 3.

Elemente des Diagramms und die Relation der Nachbarsschaft wird durch
die Verbindungslinien zwischen den benachbarten Elementen bestimmt. In
diesem Verbande kann man leicht unendlich viele nichtisomorphe Unterver-
bénde finden, die wieder zugleich A-und auch B-einfach sind. Einige von ihnen
sind ausgezeichnet.
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4. C-Homomorphismus. Die Abbildung ¢ der t. g. Menge M auf die t. g.
Menge N, die die Bedingungen (3’) und (4') erfiillt, bezeichnen wir als C-Homo-
morphismus und die durch sie bestimmte Zerlegung auf M als C-erzeugende
Zerlegung. Es ist klar, dass jeder A- oder B-Homomorphismus zugleich auch
ein C-Homomorphismus ist.

4.1 Lemma. Eine Zerlegung M auf der t. g. Menge M ist dann und nur dann
etne C-erzeugende Zerlegung, wenn sie eine Zerlegung in eingelegte t. g. Teil-
mengen 1n M ist.

Beweis. Es sei zuerst M eine C-erzeugende Zerlegung, die durch den C-
Homomorphismus ¢ bestimmt wird. Es sei weiter Pe M, x,ye P, = + y,
ze M — P und soll p eins von den Symbolen <, >, || bedeuten. Es ist also
p(x) = @(y) *+ @(2) und darum nach (3’) und (4') folgt aus = ¢ y auch ¢(y) o ¢(z)
und dann auch y p 2, sodass die Bedingung (1) erfiillt wird.

Ist nun umgekehrt M eine Zerlegung in eingelegte t. g. Teilmengen, kann
man leicht zeigen, dass die durch die Bedingung (6) bestimmte Abbildung der
t. g. Menge M auf die t. g. Faktormenge M ein C-Homomorphismus ist.

Eine t. g. Menge, die ein einziges Element enthéalt, ist ein C-homomorphes
Bild einer beliebigen t. g. Menge. Analog zu den vorigen Abschnitten wollen wir
unter einer C-einfachen t. g. Menge eine solche verstehen, auf der hochstens
zwei verschiedene C-erzeugende Zerlegungen existieren. Beziiglich des Lemmas
4.1 werden wir stat t. g. C-Faktormenge nur t. g. Faktormenge sagen.

4.2 Satz. Hine t. g. Menge tst etn C-homomorphes Vorbild jeder von thren t. g.
Faktormengen. Jedes C-homomorphe Bild der gegebenen t. g. Menge ist mit einer
von thren t. g. Faktormengen isomorph.

Beweis ist klar.

4.3 Satz. Fur eine t. g. Menge M sind folgende Behauptungen dquivalent:

a) M ist C-einfach.

b) M ist lexikographisch unzerlegbar (vgl. [4]).

c) Jede in M eingelegte t. g. Teilmenge ist trivial.

d) Kard M > 2= {x,ye M, z + y und o bedeutet eins von den Symbolen
<, >, || = es existiert ein solches ze M, x + z + y, dass [x o z=>non y p z]}.

Beweis. Nach [4], Satz 2 gilt a)<=-b)<=c), sodass es geniigt z. B. die Aqui-
valenz c¢)<=-d) zu beweisen. Es sei zuerst c¢) richtig und setzen wir voraus, dass
d) unrichtig ist. Dann gilt vor allem kard M > 2 und weiter gibt es solche
x,ye M, x + y, dass (1) fir jedes ze M, x + z + y, gilt. Dies aber bedeutet,
das {r, y} eine nichttriviale und in M eingelegte Teilmenge ist, was unserer
Voraussetzung widerspricht.

Soll endlich d) aber nicht ¢) gelten, d. h. es gibt eine nichttriviale in M ein-
gelegte t. g. Teilmenge P. Dies vor allem bedeutet, dass kard M > 2 und auch
kard P > 1 und weil fiir P (1) gilt, ist das ein Widerspruch gegen d).
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Aus 4.3 folgt namentlich, dass jede t. g. Menge, die ein einziges Element oder
nur zwei Elemente enthilt, immer C-einfach ist.

4.4 Satz. Eine t. g. Faktormenge M auf der t. g. Menge M, fir die kard M > 2
gilt, ist dann und nur dann C-einfach, wenn die entsprechende Zerlegung M eine
Zerlegung in die maximalen eingelegten Teilmengen ist.

Beweis. Es sei M eine t. g. Faktormenge auf M, kard M > 2, und solle ein
solches Element X ¢ M existieren, das keine maximale in M eingelegte Teil-
menge ist, d. h. es gibt eine in M eingelegte Teilmenge @, fiir die X c Q@ c M
und X == Q == M gilt.

Es sei weiter A4;, ie I, ein System aller solcher Elemente A4;¢ M, fiir die
A, —Q + 0+ Q — A, gilt (es ist also moglich, dass I = § ist) und es sei
Q' =@ — U A4,. Es ist offenbar @' + ¢ und wir werden zeigen, dass ' eine

iel

in M eingelegte t. g. Teilmenge ist. Iis sei also 2, ye @ und ze M — @'. Ist
ze M — @, so gilt die Bedingung (1), denn @ ist eingelegt, und ist es ze€ €, so
gibt es einen solchen Index je I, dass ze 4;. Es gibt weiter auch ein2z’e¢ 4; 0

0 (M — @), sodass x p 2’ <>y p 2’ (0 bedeutet eins von den Symbolen <, >, ||)
gilt. Aber auch A4 ; ist in M eingelegt und darum gilt # p 2’<>x p z und y ¢ 2’ <>
<=y p z. Daraus folgt schon « ¢ 2<=>y o 2, was aber die Bedingung (1) ist. Es ist
also wirklich @' in M eingelegt und aus ihrer Definition folgt, dass Q' = U B;,

ieJ

B, e M, wobei J #+ 0 sein muss (denn X c @’ ist). Dann ist nach (2) das System
{B;|jeJ} wieder eine in M eingelegte Teilmenge, sodass im Falle kard J > 1
sie eine nichttriviale Teilmenge (weil {B;|jeJ} == M) ist und darum kann
nach 4.3 M nicht C-einfach sein. Es bleibt also iibrig, dass kard J = 1, d. h.
Q = X ist. Bs gibt xe X und y e @ — X und darum auch Y e M, y e ¥, wobei
Y == X ist. Dann gilt fiir jedes ze Ze M, wo Z die Bedingung X =Z £ Y
erfiillt, entweder ze M — @ und darum auch zpx<>20y (wobel p wieder
eins von den Symbolen <<, >, || bezeichnet), oder z¢ @ — @', d. h. es gibt
einen solchen Index je I (es ist ndmlich I + ), dass ze A4 ; ist. Wir bemerken
noch, dass 4; in M eingelegt ist und auch dass es ein 2’ ¢ 4; — @ gibt, woraus
schon wieder z p x<=>-z o y folgt. Nun gilt nach (2) fiir Ze M immer Z o X <
<>Z 0 Y, sodass nach 4.3 und nach der Voraussetzung tiber kard M > 2 auch
in diesem Falle M nicht C-einfach sein kann.

Ist umgekehrt M eine Zerlegung in maximale eingelegte Teilmengen, so
gilt nach [4], Satz 8, dass die entsprechende t. g. Faktormenge M lexikogra-
phisch unzerlegbar oder nach 4.3 C-einfach ist.

4.5. Lemma. Es seien M, und M, zwei verschiedene C-einfache t. g. Faktor-
mengen auf der t. g. Menge M wnd es sei kard M, > 1, kard M, > 1. Dann ist
kard M, = kard M, = 2 und M, mit M, isomorph.

Beweis. Setzen wir voraus, dass auf M keine solche t. g. Faktormenge M
existiert, fiir die kard M = 2 gilt. Dann ist kard M, > 2, kard M, > 2 und
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darum miissen nach 4.4 die Zerlegungen M, und M, die Zerlegungen in maxi-
male eingelegte Teilmengen sein. Dabei gibt es P, e M, und P,e M,, fiir die
P, == P, und P, 0 P, + 0 gilt, sodass nach [4], Satz 6 auf M eine solche t. g.
Faktormenge M, existiert, die gerade drei Elemente enthilt und die entweder
eine Kette oder eine Menge von untereinander unvergleichbaren Elementen
ist. Auf M, aber existiert immer eine nur zwei Elemente enthaltende t. g. Fak-
tormenge und nach [4], Lemma 8 existiert eine solche auch auf M, was aber ein
Widerspruch ist. Also auf der gegebenen t. g. Menge muss immer eine nur zwei
Elemente enthaltende t. g. Faktormenge M existieren.

Setzen wir nun voraus, dass kard 3, > 2 ist, sodass wieder nach 4.4 J, einc
Zerlegung in maximale eingelegte Teilmenge ist. Bezeichnen wir M = {P, Q},
muss X 0 P # 0 + X 0 @ fiir jedes X € M, gelten. Es ist also moglich zwei
Elemente z,y folgendermassen zu wihlen: ze X 0 P, yeY 0 P, wobei
X,YeM, und X %= Y ist. Nach 4.3 gibt es ein Z e M, X =7 =7, fir das
X oZ=nonY oZ gilt (wo p eins von den Symbolen <<, >, || bezeichnet).
Dann gibt es auch ein ze Z n @ und nach (2) gilt « ¢ z aber gilt nicht y ¢ 2. Dies
ist ein Widerspruch gegen (1), denn x,ye P, ze @ = M — P und P ist in M
eingelegt. Es muss also kard M, = kard M, = 2 gelten.

Wir bezeichnen endlich M, = {Py, @}, M, = {P,, @,} und wir setzen voraus,
dass die t. g. Faktormengen M, und M, nicht isomorph sind, d. h. es gilt z. B.
P, < Q, aber P, | Q,. Es sind folgende Fille moglich: 1) P, c P,, 2) P, c P,,
3) Pynon c P,, P, non c P,. In jedem von diesen Fiéllen kann man bei geeig-
neter Bezeichnung der Elemente aus 3, und aus M, die Elemente z ¢ P, 0 P,,
ye @, 0 @, wihlen, denn offenbar ist P, 0 P, & ¢ + @, 0 @,. Dann bekom-
men wir nach (2) einerseits « << y und anderseits z || y, was aber ein Wider-
spruch ist. Es miissen also M, und M, untereinander isomorph sein.

4.6 Satz. Jede t. g. Menge M ist ein C-homomorphes Vorbild hochstens einer
etnzigen (bis auf die Isomorphismen) C-einfachen t. g. Menge, die mehr als ein
einziges Element enthilt.

Beweis. Setzen wir voraus, dass zwei C-einfache C-homomorphe Bilder N,
und N, der t. g. Menge M existieren und dass kard N, > 1und auch kard N, >
> 1 gilt. Dann miissen nach 4.2 auch solche t. g. Faktormengen M, und M,
auf M existieren, fiir die M, = N,, M, = N, und offenbar auch kard M, > 1,
kard M, > 1 gilt. Daraus folgt nach 4.5 sofort, dass M, = M, und darum
natiirlich auch N, = N, sein muss.

Der Satz 4.6 liasst die Moglichkeit der Existenz einer solchen t. g. Menge zu,
die ein C-homomorphes Vorbild einer einzigen C-einfachen t. g. Menge ist,
ndmlich der, die ein einziges Element enthilt. Solche t. g. Mengen existieren.
wirklich und ein Beispiel einer von ihnen ist in Fig. 2 angefiihrt.

Bei dem C-Homomorphismus fithren wir den Begriff der C-homomorphen
Charakteristik (analog zu den Begriffen der A- oder B-homomorphen Charakte-
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ristiken) nicht ein, denn im allgemeinen Falle wire die gegebene t. g. Menge auf
diese Weise durch nichts grundsitzlich einfacheres als sie selbst beschrieben.
Und noch mehr, es wiirden einige t. g. Mengen existieren, die tiberhaupt keine
C-homomorphe Charakteristik besitzen (vgl. ein Beispiel in Fig. 2).

4.7 Satz. Es sev N ein C-homomorphes Bild der t. g. Menge M. Dann gibt es
eine solche t. g. Teilmenge M' c M, die mit N tsomorph ist.

Beweis. Nach 4.2 gibt es eine solche t. g. Faktormenge M auf M, dass M =
= N ist. Aus dem Auswahlaxiome folgt die Existenz einer Menge von Reprisen-
tanten M’ des Systems M. Dann ist M’ ¢ M und nach (2) ist M’ mit M und
darum auch mit N isomorph.

KEine zu 2.11 analoge Behauptung wird fiir den C€-Homomorphismus nur
unter viel stdrken Voraussetzungen iiber die betreffenden t. g. Mengen gelten.
Die t. g. Mengen in Fig. 2 sind ndmlich nicht isomorph, trotzdem jede von ihnen
mit einer bestimmten t. g. Faktormenge der anderen isomorph ist, d. h. sie sind
nach 4.2 untereinender C-homomorphe Bilder.

4.8 Satz. Es sei M eine C-einfache t. g. Menge, die mehr als zwei Elemente
enthdlt. Dann gilt:

1. Es gibt keine in M eingelegte Kette P, fir die {x e P = x < y (bzw. y < x)
gilt fir jedes ye M — P} gili. Namentlich gibt es in M kein grosstes und auch
kein Lkleinstes Element.

2. M ist zusammenhingend, d. h. sie ist nicht die Kardinalsumme von zwer
(nichtleeren) t. g. Mengen.

Beweis folgt unmittelbar aus 4.3.

4.9 Folgerung. Hin vollstindiger mehr als zwer Elemente enthaltender Verband
ist nienals C-einfach. Namentlich die einzigen endlichen C-einfachen Verbinde
sind die, die hochstens zwei Klemente enthalten. Jede C-einfache endliche t. g.
Menge enthilt mindestens zwei verschiedene maximale und zwer minimale Ele-
mente, falls sie iberhaupt mehr als zwer Elemente enthdlt.

Wir bemerken noch, dass selbstverstindlich jede C-einfache t. g. Menge, die
mehr als zwei Elemente enthalt, zugleich auch A- und auch B-einfach ist. Einige
Beispiele von endlichen C-einfachen (d. h. lexikographisch unzerlegbaren) t. g.
Mengen wurden in [4], Fig. 1 angefiihrt.

Einige endliche Verbinde sind nur darum nicht C-einfach, weit sie das
grosste und kleinste Element besitzen, d. h. dass nach Wegnahme dieser zwei
Elemente schon eine C-einfache t. g. Menge enstehen wird. Einige Beispiele von
dieser Verbande findet man in Fig. 3.

5. Homomorphismen der Verbinde. In [1] werden die Begriffe der Homo-
morphismen beziiglich des Supremums bzw. beziiglich des Infimums und der
Begriff des Verbandshomomorphismus eingefiihrt. Die ersten zwei werden wir
als V- bzw. A-Homomorphismus bezeichnen.
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5.1 Lemma. Ein V- bzw. A-Homomorphismus ¢ erfillt folgende Bedingung

zlly, o) =ey)=evy) = ey) (7
bzw.

zlly, @) = ey)=pEry) = @) . (8)

Beweis. Nach[1] sind die beiden betreffenden Homomorphismen dieisotonen
Abbildungen, sodass sie die Bedingung (3') erfiillen. Gilt in (7) p(xvy) + ¢(y),
gilt nach (3') p(y) < ¢(xVvy) und aus den Eigenschaften des V-Homomorphis-
mus folgt ¢(y) = @(x)vVe(y) = p(xvy), was ein Widerspruch ist. In dualer
Weise beweist man (8) fiir den A-Homomorphismus.

5.2 Lemma. s ses ¢ eine Abbildung des Verbandes M auf eine t. g. Menge N.
Ist @ eine isotone Abbildung, die die Bedingung (7) bzw. (8) erfillt, so gibt es zu
jeden zwet Elementen ¢(x), p(y) e N thres Supremum ¢(x)V ¢(y) bzw. ihres Infi-
mum () Ag(y) und es gilt p(@)V p(y) = @z vy) bzw. ¢(x) Ap(y) = p(xAY).

Beweis. Wir werden zeigen, dass ¢(xvy) die kleinste obere Schranke der
Elemente ¢(z), ¢(y) ¢ N ist. Dabei werden wir voraussetzen, dass es ein solches
g(2) e N gibt, fiir das ¢(2) < p(z) < g(zvy), ¢y) = plz) < glzvy) gilt, und
daraus werden wir einen Widerspruch ableiten. Den zweiten Teil des Lemmas
beweist man in dualer Weise.

Ist # = y (und dhnlich im Falle y < z), ist vy = y und darum g(zxvy) =
= ¢(y), was unserer Voraussetzung widerspricht. Es sei weiter z || y. Ist g(x) =
= @(¥), ist nach (7) wieder g(x vy) = ¢(y) und auch im Falle z = a (und &hnlich
wenn z = y), d. h. wenn z || y ist, geht aus (7) ¢(2) = ¢(y Vz) = @(yv) hervor,
was aber in beiden Fillen ein Widerspruch ist. Es sei nun weiter p(x) + ¢(y)
und x % z % y.

Ist 2 < @, ist nach (3’) auch ¢(z) < @(x) und darum ¢(z) = p(x) = p(zv).
Es ist nun entweder z < y, also wieder ¢p(z) = ¢(y), d. h. auch p(z) = o(y), oder
z>y, sodass xvz=avyvz und darum @@EVvYy) > @z) = plxvyvz) =
= p(xvy) gilt, oder endlich z || y ist und nach (7) ¢(2vy) = ¢(z) gilt, woraus
@(z) = p(xvz) = @(yvz) folgt. In den Fillen xvz < yvz bzw. yvz < zvz ist
TVYVz =yvz bzw. xvyvz = avz, sodass immer g(xvy) < p(xvyvz) <
= ¢(2), und endlich im Falle vz || y vz nach (7) p(xVyVvz) = g(xvz) und da-
rum @(xvy) < p(@Vy vz) = ¢(2) ist, was aber heisst, dass wir in allen vorigen
Fillen einen Widerspruch abgeleitet haben. Es soll weiter weder z < x noch
z = y nicht gelten.

Ist z > «, also z = z vz, dann ist entweder auch z > y und darum z = z vy,
woraus nach (3') ¢(z) = g(xvy) folgt, oder ist z || y und nach (7) muss ¢(z) =
= @(yVvz) = p(@Vyvz) = p(xVvy) gelten, was aber in beiden Fallen wieder ein
Widerspruch ist.

Es bleibt noch iibrig zu beweisen, dass z ||  und z || y gilt. Nach (7) ist ¢(z) =
= @(2vx) = @(zvy) und wir werden zwei Moglichkeiten unterscheiden. Wenn
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zve < zvygilt, also auchxvy vz < yvz, gilt nach (3') gz vy) < p(rvyvz) =
= @(yvz) = ¢(z) und wenn zvz || zvy gilt, dann muss nach (7) p(xvyvz) =
= @(zvz) und darum @(zvy) =< @p(xvyVvz) = @(z) gelten, was in beiden Fallen
wieder ein Widerspruch ist.

5.3 Satz. Eine isotone Abbildung, die einen Verband auf wieder einen Verband
abbildet, 1st dann und nur dann ein V- bzw. A-Homomorphismus, wenn sie die
Bedingung (7) bzw. (8) erfillt.

Beweis. Aus 5.1 folgt, dass die angefithrten Bedingungen notwendig und
aus 5.2, dass sie auch hinreichend sind.

Nach 5.2 jede t. g. Menge, die das Bild eines Verbandes in einer die Bedin-
gungen (7) und (8) erfiillenden Abbildung ist, muss selbst ein Verband sein.
Diese Abbildung muss nach 5.3 ein Verbandshomomorphismus sein.

5.4 Folgerung. Jeder A-Homomorphismus (d. h. eine isotone Abbildung, die die
Bedingung (4) erfillt), der einen Verband wieder auf einen Verband abbildet, ist ein
Verbandshomomorphismus.

Beweis folgt aus 5.3, denn ein A-Homomorphismus die Bedingungen (7)
und (8) leer erfiillt.

Nach 5.4 und 5.2 ist jedes A-homomorphe Bild eines Verbandes wieder ein
Verband, sodass die Giiltigkeit aller Sitze aus dem Abschnitte 2 auch in dem
Falle beibehalten wird, wenn wir in ihnen den Termin ,,t. g. Menge** durch den
Termin ,,Verband‘ ersetzen werden. Auf diese Weise sind namentlich auch die
Begriffe des A-Faktorverbandes, des A-einfachen Verbandes und der A-homo-
morphen Charakteristik eines Verbandes eingefithrt und einige Sitze von den-
selben abgeleitet. Dabei kann man selbstverstindlich auch von den in einem
Verbande eingelegten Verbinden sprechen und aus einigen spezialen Verbianden
mittels der lexikographischen Summe einen neuen Verband konstruieren.

Ganz anders sieht die Situation im Falle des B- oder C-Homomorphismus aus.
Leicht kann man zeigen (vgl. [1], Ub. 7, 45), dass eine Abbildung des Verbandes
auf einen Verband, die die Bedingung (3) erfiillt und die ein V-Homomorphis-
mus bzw. ein A-Homomorphismus ist, schon ein Isomorphismus sein muss.
Daraus folgt also, dass auch ein B-Homomorphismus, der zugleich entweder
ein V: oder ein A-Homomorphismus ist, sogar ein Isomorphismus sein muss.

5.6 Satz. Ein C-Homomorphismus ¢ (d. h. eine isotone Abbildung, die die
Bedingung (4') erfillt), der einen Verband auf einen Verband abbildet, ist dann
und nur dann ein V- bzw. A-Homomorphismus, wenn er folgende Bedingung

vy, @@ =9y =e@vy) = ) (7)
bzw.

ally, o) =qly)=grry) =g (8"
erfullt.
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Beweis. Aus 5.1 folgt, dass die angefithrten Bedingungen notwendig sind.
Wir wollen nur beweisen, dass die Bedingung (7') auch hinreichend ist. Der
Rest wird wieder auf duale Weise bewiesen.

Es sei also ¢ ein C-Homomorphismus, der den Verband M auf den Verband
N abbildet und der die Bedingung (7') erfiillt. Fiir z,y e M gilt entweder
z < y und dann nach (3') ¢(z) < @(y) und darum ist (@ Vvy) = @(y) = @(x)V
V ¢(y), oder gilt z || . In diesem Falle kann nach (4') entweder ¢(x) = ¢(y) sein,
sodass nach (7) p(x vy) = @) = @)V e(y) gilt, oder ¢(x) || ¢(y) sein. Es gilt
dabei x, y < x vy, sodass nach dem Vorigem und nach (3) ¢(z) < ¢(xzvy) und
@(y) < g(xvy) sein muss. Wiirde nun ein solches ¢(z) e N existieren, dass
7(@), ¢(y) = pz) < plvy) ist, misste sogar ¢(x), p(y) < ¢(:) und darum
x # 2z + y und z #+ x vy sein, sodass nach (3') und (4') v, y < z < xvy gelten
wiirde. Dies ist aber ein Widerspruch und darum gilt wieder ¢(xvy) = ¢(x) v
v o(y).

5.6 Lemma. Jedes C-homomorphe Bild eines Verbandes ist wieder ein Verband.

Beweis. Essei N eine t. g. Menge, die ein C-homomorphes Bild des Verbandes
M ist. Nach 4.2 gibt es eine mit N isomorphe t. g. Faktormenge M auf M. Gilt
fir X,YeM X <7, so existiert XvY = Y, und gilt es X || ¥, nach (2) gilt
dann auch z || y fiir jedes v e X, ye Y und darum ist * + vy + y. Es muss
weiter zvy none X, xvy none Y gelten, denn aus xvye X folgt einerseits
x ||y und anderseits xvy > y, was aber der Bedingung (1) widerspricht (X
ist ndmlich eine in M eingelegte t. g. Menge). Es existiert also ein solches
Se M, fir das x vy eS und nach (2) X < 8, Y < S gilt. Wiirde nun ein sol-
ches Z ¢ M existieren, dass X < Z <8 wnd ¥ < Z < 8§ ist, wiirde nach (2)
x=z<<azvyund y =<z < xvy fir ze Z gelten, was ein Widerspruch ist. Es
existiert also wieder X vY = S. Die Existenz des Infimums in M beweist
man auf duale Weise.

Aus 5.6 folgt, dass alle Sétze des Abschnittes 4 iiber den C-Homomorphismus
in Giiltigkeit bleiben, wenn in ihnen der Termin ,,t. g. Menge** durch den Ter-
min ,,Verband‘ ersetzt wird. Zum Unterschied von dem A-Homomorphismus
brauchen nach 5.5 die C-homomorphen Bilder eines Verbandes nicht zugleich
die Bilder in einem Verbandshomomorphismus sein.

6. Abschluss. Die Uberlegungen in den vorigen Abschnitten 2.—4. haben
gezeigt, dass in der Theorie der t. g. Mengen der Begriff des Homomorphismus
auf verschiedene Weise eingefithrt werden kann. Unter einem Homomorphismus
kann man dabei vom Standpunkt der abstrakten Algebra jede solche Abbildung
verstehen, die eine Menge mit bestimmten Relationen (nicht nur biniren) auf
cine andere mit gleichartigen Relationen auf solche Weise abbildet, dass alle
Relationen beibehalten werden und dass dabei auf dem Vorbilde eine erzeu-
gende Zerlegung bestimmt wird, d. h. eine Zerlegung, auf der natiirlich und ein-
deutig eine Faktormenge mit gleichartigen Relationen definiert werden kann.
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In diesem Sinne ist der allgemeinste Homomorphismus der Theorie der t. g.
Mengen gerade der C-Homomorphismus und nicht z. B. die isotone Abbildung,
denn diese lasst nach 4.1 keine natiirliche Faktorisation mehr zu (sie lasst selbst-
verstindlich andere minder natiirliche und anschauliche Faktorisationen zu,
vgl. [6], 12). Anderseits lassen die mehr spezialen Homomorphismen, wie der
A- oder B-Homomorphismus, eine ausfiihrlichere Charakterisation der einzel-
nen t. g. Mengen zu (némlich mit Hilfe der A- bzw. B-homomorphen Charak-
teristiken), als es der Fall bei dem C-Homomorphismus ist. Es ist klar, dass die
Anzahl simtlicher Klassen der C-homomorphen Vorbilder der einzelnen t. g.
Mengen viel kleiner ist als die-von den A- oder B-homomorphen Vorbildern.
Diese Klassen sind aber umfassender und lassen sich darum schwer charakteri-
sieren. Die Situation ist noch schlimmer, wenn wir statt des C-Homomorphis-
mus nur die isotone Abbildung, wie in [6], wihlen wiirden. In diesem Falle ist
nur eine kleine Hoffnung einige wichtige und zugleich iibersichtliche Charakte-
ristiken zu bekommen. Die isotonen Bilder einer t. g. Menge sind nimlich
untereinander zu abweichend.

In welchem Ausmasse die untersuchten Homomorphismen einige iiblichen
figenschaften des Homomorphismus besitzen, kann man aus der Analogie mit

der Gruppentheorie entscheiden. Es konnen einander dann folgende Begriffe
entsprechen: der C-Homomorphismus und der Gruppenhomomorphismus, die
C-Einfachheit und die Gruppeneinfachheit (die t. g. Menge mit einem einzigen
Elemente und die Einsergruppe), die eingelegte t. g. Menge und der Normal-
teiler usw.

Die Uberlegungen des Abschnittes 5 bieten bestimmte Moglichkeiten (Aus-
niitzung der Sdtze iiber den C-Homomorphismus) zur Untersuchung der Ver-
bande von dem Standpunkte der Mengen mit bin4ren Relationen und nicht,
wie es iiblich ist, vom Standpunkte der Mengen mit Operationen, d. h. mit
terndren Relationen.
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Pesoume

O TOMOMOPOUSMAX YACTUYHO VIIOPANOYEHHDBIX
MHOMECTB U CTPYRTYP

KAPEJI UVJINK (Karel Culik), Bpno

(Hoctynmao B pepaxnmio 17/IX 1958 r.)

- B macrosmeit paGore BBomATCSH M HM3ydYalOTCs TPU THIA TOMOMOP(UIMOB
(A-, B- u C-roMOMOPQU3MBI) TCOPUM WACTHYHO YIOPATOUYCHHBIX MHOFKECTB.
Bee stu romoMopdusmMBl ABIAIOTCS M30TOHHBIME OTOGPAsKEHUAME, OJTHAKO OHH
YIOBJIIETBOPSIIOT elle JaJbHEeHmuM ycaoBusiM. C cpyroit CTOPOHBI, 3TH TOMO-
Mopduamsl (a mmenno, C-romomMopduaM) He HOIKHEL OBITH I'OMOMOpP(UIMAMEI
CTPYKTYP B OOLIYHOM cMBbIcsIe ¢10Ba. Teopun BceX TMX roMOMOPPU3MOB BeChMa
NOX0KH Ha Teopmio romomopdusma rpados B [3]. IIpm srom orassiBaercs, 4ro
OCHOBHBIC HNOHSATHUSL dTUX TEOPMIl (HOHATUA BIIOKEHHOTO YACTUUIHO YIOPHAJO-
YEeHHOTO MHOKecTBa, (AKTOPHOTO YaCTHYHO YHOPANOYEHHOTO MHOJKECTBa,
PABHO KaK ¥ IOHsTHE IIPOCTOTHL), €CTECTBCHHBIM 00pa30M CBsI3aHBI ¢ HOHATHEM
JeKcHKROTpadruecKol cyMMBI W JIEKCHKOTPa@MUecKOl HepasiioKMMOCTH dac-
THYHO YIOPSIOYCHHBIX MHOKECTB (cp. [4]).

Paccyxaerna o pPa3ImIHEBIX rOMOMOP(I3MAX HOKA3BIBAIOT, UTO IIOHATHE TO-
MoMopdu3Ma KaKoH-iimbo alirefpanvdecKoll TeOpHH He sBIISIETCsI OJHO3HAYHO
OTpeNieSIeHHbIM, JIajKe eciii NCXOAUTh U3 MPeJII0I0KEHNA, 9T0 FOMOMOPPI3IMOM
MOJKHO CUUTATh Kakgoe oTOOpajkeHHe MHOKECTBAa ¢ OTHOINGHMSIME Ha J[pyroe
MHOKECTBO C aHAJOTHYHLIMA OTHOINEHWAMH, €CIM OHO He TOJBKO COXpaHgeT
STH OTHOINEHHUs, HO KPOME TOTO OIIpeiesisierT Ha Ipoodpase MPOn3BOJAINEe pas-
JIOjKeHHe, T. e. pa3buenHme, HA KOTOPOM MOJKHO €CTECTBEHHBIM M JIEI'KO 000-
3PUMBIM CII0COOOM OIpefieIuTh (AKTOP-MHOKECTBO C COOTBETCTBYIONIMI OTHO-
HmeEuAMA. B 9TOM cMblcile B TEOPUU YAaCTUYHO YHOPSIOYEHHBIX MHOJKECTB
naubonee obmum romoMopdusmom ssisercs umenHo C-romomopdusMm, a He
IIPOCTOE MB30TOHHOE 0TOOpaykeHue, KOTOpoe, KOHEYHO, TaKKe JOIIycKaeT aKTo-
pU3anuIo, HO 3HAYMUTEIHFHO MeHee eCcTeCTBeHHYIO M HATIATHYI0 (cp. [6]).

C mpyroii croponsl, romoMopduaMsl (ojiee HacTHOrO Xapakrepa (kak A-
win B-romoMop(uaMBI) [AIOT BO3MOKHOCTH 3HAYMATENBHO 00Jiee HOAPOOHOIO
ONMCAHMA OTHAEIHHBIX YACTUIHO YHOPSTOYCHHBIX MHOKECTB IIPU TIOMOI{H HX
A- i B-mpocTHIX 4YacTUUHO YHOPSIZOYEHHBIX MHO;KECTB. flcHO, 4ro wmemo
C-POCTHIX YaCTHYHO YHOPAJOUYEHHBIX MHOJKECTB MeHbINE, 4eM ducio A- wmim
B-npocTEX, TaKke fCHO, OJHAKO, YTO KIACCH BceX mX C-romoMnp@HuEIX (He-
n30MOpPQHEIX; NPoo6pa3oB 3HaumTEIbHO (orave, YeM Kiacchl ux A- mim B-ro-
MOMOP(HBIX mpo0OpPas3oB, B CHIy Yero UX Iopasfo TPYIHee XapaKTepU30BaTh.
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Ilonoskenne eme Gosee yxXymmaercs, ecam Bmecto C-romomMopdusma B3ATH
TOJBKO JIMIIh M30TOHHOE OTOOPAHICHIC.

IMocpencrBom C-roMmoMopsmMa MOKHO H3yd4aTh CTPYKTYPBL IPEIKIE BCEro
KaK YacTUYHO YHNOPsMOYCHHBIE MHOKECTBA, a He (KAaK 3TO OOBIMHO JIEJIaeTcsi)
KaK MHOJKECTBA C JIBYMs CHEIMAJIbLHLIMU OLEPAIMsIMIL.

Haxounel, HeTpyaHO HANTH aHAJIOTUU MEIKILY OCHOBHBIMU IIOHATHAME TEOPULU
TPYHI U TIOHATHAMU TEOPHH MCCICTYCMBIX TOMOMOP(U3MOB.
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