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YEXOCJTOBAIIKUN MATEMATUYECKNN MYPHAI

Mamemamuuecrutt uncmumym Yexocaosayrott Axademuu HaAy®
T. 9 (84) IPATA 20. XI. 1959 r., No 4

REMARQUES SUR UN THEOREME DE MONSIEUR
OLEG N. GOLOVINE

MIHAIL BENADO, Bucarest
(Regu le 19 juin 1958)

L’article contient une généralisation du théoréme suivant de
M. O. Golovine: Si dans un produit régulier de deux groupes un des
facteurs est normal, I’autre I’est aussi (il s’agit donc d’un produit di-
rect). Le théoréme est généralisé dans le sens que ’on considére
d’une part au lieu de la normalité ordinaire la Y, -normalité et,
d’autre part, au lieu de deux facteurs on en prend un systéme quel-
conque.

1. Introduction

Dans son important travail [1] M. O. N. GoLoviNE démontre entre autres
la proposition suivante (théoréme 1.9 de [1], Chap. II):

I. St un groupe ¥ est le produit régulier de ses sousgroupes G, G* et si G est
un diviseur normal (ordinaire) de 9 alors G* est ausst un diviseur normal ordi-
naire de G et, partant, 9 est le produit direct (ordinaire) de ses sousgroupes G, G*,

De mon coté, j’ai, au moyen de la notion de commutatrice, que j’ai intro-
duite dans mon travail [2] (dont mes notes des Comptes Rendus [3], [4] sont
un extrait), considérablement élargi la proposition I de ci-dessus en démontrant
le théoréme suivant (Satz 3.5 de [2]):

II. Si le groupe ¥ (ayant X pour domaine d’opérateurs) est le produit régulier
de ses X-sousgroupes G, G* et st G est un sous-groupe Y,-normal de 4 (c’est-a-dire
[4], 1.1 et 2.1) st Uon a q(9, G) < G pour quelque commutatrice (arbitraire mais
fize) q de SF(9), alors' G* est aussi un sousgroupe Y ~normal de 9 (c’est-a-dire on
a encore (9, G*) < G*) et, partant, G est le produit Y régulier de ses sous-
groupes G, G* ([4], 2.1).

On en obtient la proposition I de M. Golovine en prenant pour commuta-
trice ¢ lopération £(X,Y)= X 0Y de la commutation des sousgroupes,
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savoir le sousgroupe engendré par 'ensemble de tous les commutateurs z O y
=z ly~lxy ot ¥ e X et y e Y. Pour d’autres cas particuliers remarquables je
renvoie le lecteur & mes travaux [2], [8] ainsi qu’a mes notes précitées.

Or, le but de la présente note est de faire valoir la proposition IT précédente
pour les produits réguliers d’un ensemble arbitraire (non vide) de groupes.
Bien que je ne sache résoudre cette question pour toutes les relations de
normalité Y, ([4], 1.1 et 1.2), c’est néanmoins pour une classe assez large de
commutatrices ¢, notamment pour celles qui satisfont a l'axiome
10" (voir le § 2 de la présente note) que je vais démontrer la proposition

suivante:

II1. Si le groupe ¥ (ayant X pour domaine d opérateurs) est le produst régulier
de ses X-sousgroupes G, i € I (I = ensemble non vide mais par ailleurs arbitraire
d’indices) el si tous les G, sauf peut-étre un certawin G;, (ige I), sont des sous-
groupes Y normaux de 9 (cest-a-dire, st Uon a (9, Q;) = G; pour chaque
ie I — {ig}) alors, G, est lui-aussi un sousgroupe Y,normal de G et, par con-
séquent G est le produit Y régqulier de ses sousgroupes G;, v e I.

Or, il convient de remarquer que tous les exemples de commutatrices
que j’ai donnés dans mon travail [2] satisfont & I'axiome #'10’, comme je
vais le faire voir au § 4 de cette note. Il en est de méme pour la fonction
,,cartésienne m*(X, Y) = W(U) A x" A )_’U, U=XVY, X,YeS¥Q) (W
étant une famille arbitraire de mots), pourvu que la fonction m*(X, Y) soit
semihomomorphe, cela veut dire telie que pour fous les sousgroupes X, Y
de % satisfaisant & X =Y et pour chaque homomorphisme ¢ de X on ait
m*(X, Y)p = m*(Xg, V).

2. Quelques notations et définitions

2.1. Soit ¢ un groupe ayant X pour domaine d’opérateurs; je dirai, pour
abréger, que ¥ est un 2-groupe. Par X-sousgroupe de ¢ j’entends un sous-
groupe de ¥ permis par 2. Les majuscules latines désignent ordinairement des
groupes et des sousgroupes.

L’ensemble partiellement ordonné (par la relation = ou = d’inclusion prise
au sens de la théorie des ensembles) de tous les Z-sousgroupes du X-groupe ¥,
forme comme on sait une structure (treillis) compléte par rapport aux opéra-
tions d’union V et d’intersection A ausens de la théorie des groupes. C’est cette
structure que je désigne, dans ce qui suit, par S*(¥).

Par ailleurs, la structure. S*(¥) est une structure de Lie') (au sens que j’ai

1) Jattire 'attention du lecteur au fait que la définition des structures de Lie que
j’ai proposée dans ma note [3] est un peu plus forte que celle que j’ai adoptée dans
mon travail [2]; pour obtenir cette derniére définition, il suffit, dans la premiére:
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défini dans mon travail [2], 1.5), par rapport & la commutation des sousgroupes
(voir plus haut) prise pour multiplication définie dans S*(¥).

2.2. Je dis, d’aprés M. Golovine [1], que le X-groupe & est le produit régulier
de ses X-sousgroupes G, ¢ € I (I = ensemble arbitraire mais non vide d’indices)
lorsque les deux conditions suivantes sont remplies:

4=VG, E=GANG, icl
iel
ou l'on a posé
=V G,, tel, (1)
i e I—{i}

attendu que X signifie, pour chaque X ¢ S¥(%) le diviseur normal (ordi-
naire) engendré dans ¢ par X (£ désigne comme d’habitude le sousgroupe
identique de %).

Symbole Y = (xX®qG,. (Cf [5].)

iel

2.3. Soit § une structure de Lie?) et soit ¢ une commutatrice quelconque de
S ([2], 1.7). Je considére dans cette note les commutatrices ¢ satisfaisant
& 'axiome supplémentaire suivant.

A°10". Pour chaque sous-ensemble (non-vide) d’éléments a; € S, ¢ I on a

dai af) = V qlap,ay), iel
i e I—{i}

v

o% comme @ 2.2 on @ posé (mutatis mutandis) af = V a,, iel.
¥ eI_{i}

11 est & peine besoin d’ajouter que cet axiome #°10" (tout comme la plupart
des axiomes de la definition des commutatrices) a un sens dans toute structure
compléte, qu’elle soit ou non une structure de Lie. Mais il importe en tout cas
de remarquer que I’ensemble Q,(S%(%)) de toutes les commutatrices de S*(¥)
(2.1) caractérisées par les axiomes X1, X2, A3, (Dq), 46, AT, A8, A9,
A°10, A'11, A°12 de [3] ainsi que par les axiomes "9’ (dont voici ’énoncé:
On a q(@",y*) = q(x, y) pour chaque couple x,y S ot Von a posé w ==z Vy,
T =xVux, ¥ = yVvuy; cf. [6], §3 et [7], § 2) et 10’ ci-dessus, — partielle-
ment ordonné par la relation

w1 = <= (X, Y) = go(X, Y)

1. De remplacer 'axiome #5 par cet autre #5: Pour chaque couple a,beS on a
a(bv ab) = ab. 2. De supprimer I’axiome #8. :

Or, d’un cdté, 5 est essentiellement une conséquence de £5 et 8 (moyennant
L3 et £4); d'un autre cdté, le seul endroit ol1, dans mes recherches [2], j’ai explici-
tement utilisé 'axiome 8, c’est précisément dans la démonstration de la validité de
lassertion de #5’.

C’est, pourquoi j’ai jugé & propos d’affaiblir la définition des structures de Lie de la
maniére que je viens d’indiquer. C’est pourquoi aussi, lorsque dans la suite de cette note,
il sera question des structures de Lie, c’est toujours le systéme d’axiomes de [3], ainsi
modifié, qui sera sousentendu.
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pour chaque couple X, Y e 85(¥) — forme toujours une semustructure compléte
par rapport & Uunion des commutatrices, savoir

(Va)(X,Y) =V q(X,Y), X,YeS8%9) (2)

iel iel
(Cf. [2], 1.7.1, Eigenschaft 6). On a d’ailleurs ([4], 1.1 et [7], § 2),
Q.(8%(9)) S Qy(S*(@)) € Q(S*(¥))

ou £ est I'inclusion au sens de la théorie des ensembles et ol les ensembles
Qo(S%(9)) et Q(S*(%)) sont tous les deux des sous-semistructures complétes
{(par rapport a I'union des commutatrices définie par (2)) de la semistructure
compléte (par rapport & la méme opération) Q(S*(%)).

C’est justement pourquoi, I'important théoréme 2.4 de [4] (Hauptsatz 3.7.1
et Folgesatz 3.7.3 de [2]) reste vrai méme si I’on se borne aux commutatrices
de 'ensemble @,(S*(%)).2) Mais, la classification qu’il fournit en ce cas
de tous les produits réguliers qu’on peut définir sur un ensemble (non-vide)
de groupes (voire de tous les sousgroupes de quelque groupe libre non com-
mutatif) serait, en général, ,,moins fine’“ que celle que fournirait le méme
théoréme 2.4 de [4] si l’on se bornait aux commutatrices de Q,(S%(%)) et cette
derniére classification serait & son tour moins fine que celle que le théoréeme
2.4 en question nous fournirait si l'on travaillait avec les commutatrices de

QS*(9)).

D’autre part, dans mes travaux précités sur la théorie des produits régu-
liers, j’ai & plusieurs reprises souligné qu’en vue d’une classification aussi
,,fine‘ que possible de tous les produits réguliers (ou bien de tous les sous-
groupes de quelque groupe libre, ou bien encore simplement de tous les groupes
possibles) on a intérét & choisir un ensemble aussi large que possible de fonc-
tions ¢ aussi riches en propriétés que possible. Or, je pense — et certains
résultats de S. MoraN [9] et de Mlle. RutaH STRUIK [10] rendent cette con-
jecture vraisemblable — que I’ensemble des fonctions cartésiennes (voir § 1),
en est un tel (au moins dans le cas ol ¢ est un groupe libre). Je reviendrai
ailleurs sur ces questions.

3. Démonstration du théoreme III (voir § 1)
11 s’agit de faire voir que les suppositions
G = (x5 G, (3)

o9, 6) =06, iel —{iy (4)

%) Tous les autres résultats de [4] ([2], § 3) sont indépendants des axiomes 9" et
2107,
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entrainent la conclusion ¢(¥, ;) =< G,, pourvu que la commutatrice
g satisfasse & axiome #°10" (2.3).

Or, on a successivement pour chaque 7 eI — {¢,}
q(Gy, GF) < q(G4, %) (d’apres (1) et Paxiome '3 [3])
= @, (d’apres 'axiome A1 [3] et les suppositions (4))
Ainsi, on a
G, G <G, iel — (i) (5)
D’autre part, on a (méme pour chaque 7 € I),

(G, GF) < G, 0 GF, (d’aprés I'axiome 7 [3] et les relations (1))
< G¥, (d’aprés [1], Chap. I, lemme 3.1!) .
Ainsi
QG GF) =G}, del. (5')

Or, (5) et (5') entrainent d’apreés (3) (voir 2.2), les relations
(G, GF) =B, iel—{i}. (5")
Maintenant on tire de 'axiome #°10" et de (5”) la conséquence

9@, 65 = V q@,Gf)=E;

ieT—{is}
cela veut dire
Q(G'[ny Gzo) = E ’ (6)
et, par conséquent

29, G.) = a(G, v G}, Gy) = (G4, G:,) Vv (G, GF)
(d’apres 'axiome ¢4 [3]),
= q(G,,, Gz’.,) , (d’apres (6)),
=G, 0G, =G, , (daprés’axiome #°7 [3] et la définition de o; voir § 1).
Ainsi ¢(¥9, G;)) = G, et c’est précisément ce qu’il fallait démontrer.
Remarque. L’analyse de la derniére partie de la démonstration montre

que pour assurer la validité de la conclusion désirée ¢(¥9, G;) = G, il aurait
suffi d’une condition plus faible que (6), et notamment la condition

(G, G7) = Gy, . (6)

Or, il n’en est rien; car (3), (5') et (6’) entrainent nécessairement (6).

11 n’en reste pas moins que le théoréme ITI admet la généralisation suivante:
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IIT'. Supposons qu'on ait ¢ = V G, G;e S¥(Y), i e et que pour chague
iel
iel — {i} on ait ¢(9, G;) =< @,, Supposons encore que pour chaque i’ e I tel
que i’ # 1 (ol 1 el — {3}, on ait Gypo; = G, . Alors q(9,G;) = G, (pourvu
que naturellement, la commutatrice q satisfasse & Uaxiome #°10").

Dans cet énoncé on a désigné par «;, ¢ € I les endomorphismes (de structure,
mais non de groupe!) suivants 3)

X, = G ANXVGF), XeS¥¥%), iel. (7)

La démonstration du théoréme III" est essentiellement identique & celle
du théoreme III, sauf que les égalités (5”), (6) sont & remplacer ici par les
inégalités

9@, G) =G, iel.

4. Cas particuliers remarquables du théoréme III

Nous allons faire voir ici que les exemples de commutatrices que j’ai donnés
dans mon travail ([2], 1.7.2 et § 2) satisfont tous & I'axiome #'10". Je vais
notamment le prouver pour les commutatrices ,,nilpotentes® ([3], exemples
1,2) et les commutatrices ,,résolubles’ ou galoisiennes ([3], exemple 4);
apres cela le lecteur n’aura aucune peine a en faire de méme pour les commuta-
trices de I’exemple 3 de [3].

Je vais tout d’abord développer ici, d’aprés mon travail [2], (& quelques
détails pres) les conséquences les plus élémentaires de la définition d’une
structure de Lie.!)

Soit § une structure de Lie et soit ¢ une commutatrice quelconque de S;
pour chaque paire z, y € S telle que © = y je pose, comme dans mon travail
[2], 1.7.1

Y =yvq,y);?

pour la commutatrice k(v, y) = 2y on aura en particulier

—-x

=yvay (x=y).*)

Cela posé, on a d’abord la proposition suivante ([2], 1.6, Eigenschaft 1; cf.
aussi [1], Chap. I, 3.1).

3) Il n’est pas trop difficile de montrer que les fonctions (7) possédent toutes les pro-
priétés usuelles des endomorphismes de rétracte sauf qu’ils n’ont pas généralement de
noyau (cela veut dire qu’on a en général FHx, + E pourun ¢ I au moins). Ces propriétés,
il est & peine besoin de le dire, sont tout & fait indépendantes des suppositions du théo-
réme IIT".

4) C’est 14 un véritable opérateur de formeture (unitairement) relatif [11]; le lecteur
pourra s’en rendre compte sans peine.
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4.1. Lemme. Pour chaque couple a,be S on a ab = a"b" = ab”, attendu que
u=avb.
Démonstration. On a (d’aprées £3, 4, [3]) ab =< ub < uu < u, donc
ab =avb. (8)
Ensuite on a (d’apres (8), ¥4, &5, L7, L2, £5')
(avb)a=(av(bvab)a=a*v (bVvab)a =a?vab,
et partant
(avb)a=a%vab. (9)
Enfin, on a (d’apres (9), £4, L5, £2)
a'b =(avua)b = (avarvab)b = (avab)b=ab,
done
@b = ab , (10)
et, en remarquant qu’'on a toujours bV @" = u, on aura encore, d’aprés (10)
(et £2)

b’ = b'a" = ba" — a"b — ab .

Done
ab = a@"b" . (11)
On en tire en particulier pour z, y € S tels que x = y 'égalité
oy = ay, (11)
ce qui, d’apreés la définition de %", entraine & son tour
) =Y (@ =y) (117)

d’ou I'on déduit encore, (d’apres (11), L4, £6, £3, £2, (11))
u(ab) = w(@d") < a*(ub") v b"(ua") < a@'d" v b'a" = ab,
ce qui donne u(ab) = ab et, partant,
ab’ = ab . (12)
Or, (11) et (12), c’est précisément ce qu’il fallait démontrer.

4.1.1. Corollaire. S étant une structure de Lie (v. rem.l)) et a;, u (3 € I) des
éléments de S tels que a; < u pour chaque i € I, on a:
1° Va; = Va;; 2° w(Va,) = Vua,;
il il teI del
(I = ensemble non-vide mais par ailleurs arbitraire, d’indices).
Démonstration. On a d’aprés la définition W'Z > Vay.
iel iel
Puis on a encore, d’aprés (11”) et ¥4, 29,
w(Vay) = Vua! = Vua;, (d’apres (11')),
il il il
< Va}, (d’aprés la definition) .
iel
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Ainsi
w(Vay) < Va! (= Va,),

el iel iel
ce qui prouve?) qu’on a -
Vﬁ:‘ % va’i >
iel el
et, partant, d’apres 'inégalité réciproque (voir plus haut)
— o
Va;, = Va} .
iel iel

C’est la premiére partie de ’énoncé. Quant & la seconde, on a successivement
w(Va;) = u(Vai)u (d’aprés (11%),
iel el
= w(Va}) (d’aprés la premiére partie du corollaire) ,
iel
= Vua; (d’aprés £9 et (11"),
iel
ce qui acheéve la démonstration du corollaire.
4.2. Théoréme. Les commutatrices nilpotentes et les commutatrices galoisiennes
d’une structure de Lie vérifient U'axtome 410"
Démonstration. On a par définition ([2], Beispiel 2, (24)) pour chaque

couple @, y ¢ § ko(@, y) = ukyx,y), s=1,2,3,...; wu=2zVvy,

ky(x, y) = @y = k(z, y) .
Cette définition coincide, comme il est aisé de s’en convaincre, avec celle
que j’ai donnée dans ma note [3].
Nous allons prouver tout d’abord que la commutatrice k(x, y) obéit & ’axiome
#°10". Soit donc {a;, 2 €I} un ensemble quelconque (non-vide) d’éléments

de S; on a alors successivement, en posant a = Va,, a;" = V a;, tel;
cf. (1)’ iel ' eI—{i}
a0f = aa¥, el (daprés4.1 et la définition des a}, i€ ),
= a?( al) (d’aprés 4.1.1 et la définition des a*, i ¢ 1),
i’ el—{i}

IA
<
S
)

(car, d’apreés la définition de a¥ on a a; < a}’, pour chaque i’ ¢ I — {#}; d’out
Pon tire aisément a@; < Zf;“,", 1" e I — {¢}; voir la note?); puis, se rappeler ¥3
[3] et les propriétés élémentaires des structures complétes).
= V a;a’ (essentiellement d’apreés (11)).
eI {3}
Ainsi on a pour chaque iel, a,a; < V a,a}, cela veut dire que
i eI—{i}
kl(ai’ a’:k) g v kl(a'i', a/:k’)
i’ eI—{3i}

482



ce qui n’est que I’axiome .#'10’ pour la commutatrice k, = k.
Or, si nous supposons que I'inégalité
kayaf) < V  kya,,al)
i’ eI—{i}
soit vraie pour un nombre naturel s > 1, on en déduit d’aprés £3
akya, af) <a( V kfay al) = V akfa,, a}),
' eI—{3} ' eI—{i}
(d’apres £9 [3] ou bien d’aprés 4.1.1, 2°. Car d’apreés 4.1 on a (x Vv y)(zy) <
=< 2y =< 2 v y pour chaque paire z,y ¢S d’ol I'on déduit facilement qu’on
a ici akya;, af) < kya;, af) <a pour chaque s=1,2,3,... et chaque
1 € I); on aura done, compte tenu de la définition des k,
kon(as,af) <V key(as, o))
i'eI—{i}
ce qui achéve la démonstration de la premiére partie du théoreme.
Passons maintenant aux commutatrices galoisiennes; on a par définition
([2], Beispiel 3, (27")), pour chaque couple z, y € §

Jsr1(@, y) = g(uz, wy), s=1,23,...,
91(35,?/)=95?/, U=xVvVy.

Le lecteur prouvera aisément (par ex. moyennant une induction finie) que
cette définition coincide avec celle que j’ai donnée dans [3].

Or, puisque pour s = 1 on a par définition ¢,(x, y) = ky(x, y) = 2y et que
le théoréme est de la sorte déja prouvé pour s = 1 (voir plus haut), nous
pouvons supposer que 1'inégalité

gs(ai’ a’;k) g v gs(ai” a’f’)

i’ eI—{i}

ait été déja prouvée pour s > 1 et pour chaque sous-ensemble (non-vide)
a;, (1el) d’éléments de la structure. On aura alors successivement pour
chaque ¢ < I Guna(as, a¥) = g.(aa,, aa?)
(d’aprés la définition; « = V a; = a, V af, i € I)

iel
< V g,aa,,aa})

eI {4}
(car, d’aprés 4.1.1, on a a® = V aa; = aa; V aa}, et ’ V aa, = aa¥, pour
chaque 7 €I, donc on est en d;:);t d’appliquer l’hypo‘él:égg)inductive),
= V  gon(as, a)) (dapreés la définition) .
On a ainsi e

* £
gs+l(ai: a; ) § v g3+1(ai'9 ai’) s
i’ eI—{3}

ce qui achéve la démonstration du théoréme.
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Pesowme
SAMEYAHHNSI K OO TEOPEME O. H. TOJIOBUHA

MHXAMJI BEHAIO (Mihail Benado), Byxapect
(Hocrymmao B peraximio 19/VI 1958 r.)

B cratpe moxasbiBaercsi ciieyiomasi TeopeMa:

ITycmy X-epynna & (m. e. epynna 9 ¢ obaacmvio onepamopos ) A6asemes
npasusvrsim npoussedenuen (. m. [1]) ceoux X-nodepynn Gy, i € I (I — mpons-
BOJIIEHO® Henycmoe MmHoHcecmeo undekcoe). Illyemo i € I. [Jas aio6o201 e I — {i},
nycms cnpagedauso q(9, G;) =< G, ede q ecmv ,,commutatrice‘‘ (cu. onpedesenue
¢ [3]) na cmpyrmype scex X-nodepynn X-epynnw 4. Toeda u ¢(9, G;) < G, .

Teopema mokasaHa TOIBKO [JIsA TOTO ciydad, KOrja ,,commutatrice’ q¢ BBI-
TMOJTHAET KPOMEe AaKCMOM, YKa3aHHBIX B ONpeNeJeHUY, eme OAHY aKCUOMYy,
o6osHaveHHyIo yepes A 10" (cm. m. 2 rexcra). [amee moxasaso, 4to Bee,,com-
mutatrices’, NpuBeJeHHEe B BUNe IIPUMEpPOB B [3], yIOBIETBOPAIOT 3TOM MIO-
NOJIHATENILHON aKCHOMe.

AOA
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