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YexocroBankmii MaTemMaTHYecEni KypHax, T. 9 (84) 1959, Ipara

L’EXTENSION DE L’ESPACE DES CONDITIONS AUX LIMITES DU
PROBLEME BIHARMONIQUE POUR LES DOMAINES A POINTS
ANGULEUX

JINDRICH NECAS, Praha
(Regu le 28 juillet 1958)

I1 est démontré, dans le présent article, que I'on peut associer &
chaque domaine & deux dimensions simplement connexe 2, dont la
frontiére peut contenir des points anguleux, un certain nombre p > 1
de telle sorte qu’il existe une et (& une constante pres) une seule solu-
tion du probléme biharmonique dans ce domaine, & condition que les
dérivées premiéres de la fonction cherchée aient leur p-iéme puissance
sommable sur la frontiere.

1. Introduction

L’existence et 1'unicité de la solution du probléme biharmonique dans un
domaine & points anguleux ont été démontrées avec des méthodes d’Analyse
fonctionelle par S. L. SoBoLEV dans son travail [1]. Les conditions aux limites
sont données sur la frontiére par les dérivées premiéres d’une fonction de
W(Q), c’est-a-dire d’une fonction dont les dérivées secondes ont le carré
sommable dans . Il s’ensuit des théorémes de I'immersion de Sobolev que,
pour chaque p > 1, la p®™° puissance de ces conditions aux limites doit &tre
sommable sur la frontiére. Cette condition n’est cependant pas suffisante; en
effet, on ne peut pas affirmer qu’ & chaque paire de fonctions f,, f, dont les
™ puissances sont, pour n’importe quel p, sommables sur la frontiére et

l

qui vérifient [f,dz + f, dy = 0 ol I est la longueur de la frontiére, il existe
0

und fonction » de WP(Q) telle que ’on ait sur la frontiére
ou ou
% - f £ 3_y - f v

L’espace des conditions aux limites données par les fonctions appartenant
3 WH(Q) est assez étroit. On rencontre dans les applications une série d’autres
conditions aux limites qui n’appartiennent pas & cet espace.
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Il se pose alors d’une facon toute naturelle la question de savoir dans quelle
mesure on peut généraliser les conditions aux limites pour le probléme bi-
harmonique lorsqu’on étudie un domaine & points anguleux.

Si le domaine en question ne présente pas de tels points, alors la réponse &
cette question peut étre donnée a l’aide de la méthode de N. I. MUSCHELISVILI,
développée dans sa monographie [2]; elle est basée sur les équations intégrales.
Au lieu de ’équation intégrale déduite par N. I. Muscheli$vili on peut prendre
I’équation intégrale de Serman, établie par D. I. SErmMan dans [3]. Les deux
équations son déduites et discutées dans la monographie [4] de I. BABUSKA,
K. RerToRYS, F. Vy¢icaLO. Dans cet ordre d’idées, la réponse, la plus générale
dans le cas d’une frontiére lisse (dérivées secondes continues) est donnée dans le
travail [5] de B. PINT ol 'auteur démontre I’existence et I'unicité du probléme
biharmonique & condition que les dérivées premieres de la fonction, cherchée
soient sommables sur la frontiére. L’idée directrice de ce travail est la méthode
des estimations.

L. G. MAGNARADZE [6] a essayé de généraliser la méthode de Muschelisvili au
cas d’'un domaine & points anguleux. L’espace des conditions aux limites (dé-
rivées premiéres de la solution) a été étendu & I’espace des fonctions continues.
Or le travail en question présente certaines insuffisances qui nous empéchent
d’apprécier exactement les résultats qui y sont contenus. Il est utile de mention-
ner aussi la méthode de P. F. PapProvIi¢ pour les domaines rectangulaires,
développée ensuite par G. A. GRINBERG dans [7]. Elle ne répond pas, il est vrai,
4 la question d’existence et d’unicité, mais elle montre cependant 1’étroite con-
nexion de cette question avec la notion généralisée d’orthogonalité des fonctions
de Papkovid et avec la question de croissance admissible des solutions ,,raisonna-
bles* du probléme biharmonique au voisinage des points anguleux. Dans mon
travail [8] je démontre I'existence et I'unicité de la solution du probléme bi-
harmonique pour les polygones convexes. L’espace des conditions aux limites
est composé de fonctions partiellement continues qui peuvent croitre bien vite
lorsqu’on s’approche des points anguleux de sorte qu’elles ne sont pas nécessai-
rement sommables sur la frontiére. i

Dans le présent article je démontre que les conditions aux limites peuvent
étre des fonctions & p"®™° puissance sommable, d’ailleurs quelconques, ou
P > 1 est un nombre ne dépendant que des angles figurant sur la frontiére.
Les résultats de mes travaux antérieurs [9], [10], [11] sont exploités de maniére
essentielle.

2. Lemmes
Définition 2.1. Nous disons d’un domaine 2 du plan qu’il appartient & N,
s’il est simplement connexe, et que sa frontiére 2 soit composée d’un nombre fini

d’arcs finis, ayant trois dérivées continues. Les arcs ayant pour leur extrémité un
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point non-régulier [x;, y,], ¢ = 1, 2, ..., n forment un angle intérieur non-nul w;
(0 < w; < 27, w; peut étre égal & x). Ici z, y sont les coordonnées cartésiennes.
(Voir Fig. 1.) '

Définition 2.2. Une fonction f de deux variables sera dite appartenir a W(Q), st
ses dérivées secondes (les dérivées étant prises au sens de la théorie des distributions)

vérifient
82]( 2 82]‘ 2 Bzf 2
f[(a—) " (ay) " 2(5@”‘” =

Fig. 1.

Alors il s’ensuit du théoréme de 'immersion cité p. 64 de [1] et des considéra-
tions faites p. 81 que le théoréme suivant a lieu.

Théoréme 2.1. Si 2 ¢ Ny, alors fe WP(Q) = [f2(x, y) A2 < 0. Si Von intro-
Q

duit dans WP(R) le produit scalaire par la formule

0%u 0% o0%u 0% o%u 0%
= —_— —_— 2 Q 2,
(u, v) f[mz @ T T 2y 8xoy] +fu vd@, (2.1)
0

alors W(Q) devient espace hilbertien réel. (Dans la suite, nous travaillerons
toujours avec cet espace-ci.)

Nous allons introduire maintenant dans nos considérations ’espace des condi-
tions aux limites L,.

Détinition 2.83. L’ espace des conditions aux limites L, (p > 1) est composé de
paires de fonctions réelles F = [f,, f,] définies sur la frontiére Q et vérifiant
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l l

bf]fx(s)]z’ ds + éﬂfy(s)[”ds < 0. (Ici s désigne I’arc, et [ 1a longueur de la frontiére.)
l

Ensuiton aof fu(8) da + f,(s) dy = 0. La norme dans L, sera constituée par Uex-

pression
Ple, = [Jlfsle)l” ds]? + [ Ol ds]” .

Le théoréme de I'immersion cité ci-dessus entraine alors immédiatement le

Théoréme 2.2. Soit Qe N, Alors il existe une transformation homogéne,

additive et continue T de Uespace W(2) dans L, avec
0 of
1) = 2L @le)yle) s ls) = 2 (als) 9lo)

st —8—f— et a sont continues sur 0.

ox oy

Le théoréme suivant, démontré dans [1], pp. 111—132, est d’'une importance
fondamentale.

Théoréme 2.3. Soit Q2e N,. Alors 1l existe une transformation continue S de
Vespace WP(Q) dans lui-méme telle que S(f) = u, ot w est une fonction biharmo-
ntque (¢’est-a-dire quatre fois contindment dérivable et vérifiant A*u = 0) et telle
que u(0, 0) = 0 et T(u) = T(f). (Nous supposons que l'origine des axes de coor-
données cartésiennes se trouve dans Q.) Pour une fonction f e WP(Q2) donnée, u
est la seule fonction biharmonique aux propriétés citées.

Soit maintenant I" un cercle centré a I’origine et de tel rayon que Qc I
Définissons les fonctions de WE(I") s’annulant sur le périmétre de I".

Définition 2.4. Soit D(I') Uespace des fonctions ¢(x, y), indéfiniment dérivables
et s annulant & Uextérieur d’un ensemble fermé contenw dans I'. Introduisons dans
W) le produit scalaire par (2.1). Posons W(2) = D(I'). (L’adhérence est
définie moyennant la norme de WP(I).)

Certaines fonctions de W{(2) peuvent étre élargies en fonctions de WS (I');
cela a lieu p. ex. pour tous les polynémes. Ces fonctions-la seront donc ,,suffi-
samment denses‘‘ dans W(2), 1a notion de ,,densité suffisante‘‘ étant & préciser
dans la suite. On remarquera ici qu’il y a 14 toute une série de questions inté-
ressantes qui y sont attachées, p. ex. celle de savoir si ,,suffisamment dense‘ est
la méme chose que dense par rapport & la norme dans W$( Q).

Nous allons démontrer maintenant le théoréme simple suivant, dit ,,théore-
me de densité‘.

Théoréme 2.4. Sotent [x;, y;], ¢ = 1, 2, ..., n des points dans I'. Seit D (1)
Uespace des fonctions ¢ de D(I") qui sont constantes au voisinage des points [x;, ;]
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(ces voisinages étant différents pour différentes fonctions). Alors D(I') = W(I").
(Adhérence par rapport & la norme de I'espace W (I").)

Démonstration. Supposons d’abord que nous ayons n =1, [z, y;] =
= [0, 0] et que le rayon de I" soit égal & 1. Une norme dans ’espace W)(I")
équivalente a la norme (2.1) est celle donnée par le produit scalaire

. % 0% %u 0% Pu oW
(u, v), _f[_*axz 5z o + 2 iy W]dg. (2.2)
Q

En effet, il s’ensuit de I'inégalité de Schwarz pour ¢ ¢ D(I")

, e (2]
Jraazo|(E) + (5 = (5 oe
C étant une constante. Soit donc WE(I") ’espace hilbertien ou le produit sca-
laire est défini par (2.2). Supposons que nous ayons D,(I") + WZ(I'). 1l existe
alors f # 0, fe WE(I') tel que ¢ € D (") = (¢, f), = 0. Il s’ensuit A2f = 0.

Les théorémes de 'immersion impliquent donc la continuité de f dans I". Soit
maintenant

hw, y) = f(0, O)[1 + r*(Ig r® — 1)].
La fonction f, e WS(I") est biharmonique et & I’origine on a f,(0, 0) = f(0, 0); la
fonction f, vérifie donc dans le domaine I" — [0, 0] les mémes conditions aux
limites comme f. L’unicité de la solution de Sobolev implique f, = f.
Si maintenant ve D (I") et si u est une fonction indéfiniment dérivable,
uwe WE(I'), alors nous avons en vertu du théoréme de Green

0 2n 27
(u, v), = lim [ffA%.v.rdrdw — & (0, O)f% Au d(p]. (2.3)
=0
e 0 0

o—1
Le contour d’integration de la seconde intégrale est la circonférence r = e.
A partir de (2.3) nous trouvons

167 (0, 0) /(0, 0) = lim v(0, 0) f(0, O)f % Afdp = 0.
i 0

11 s’ensuit que f(0, 0) = 0, donc aussi f(x, y) = 0, en contradiction avec ce qui
a été supposé.

Revenons & présent & la démonstration du théoréme 2.4. Considérons des
cercles I'; centrés aux points [z;, y,] respectifs, et de rayon g si petit que 'on ait
I'icI',T,.T; = 0pour i # j. Soient ¢, des fonctions indéfiniment dérivables
s’annulant & Pextérieur de I'; et égales & 1 dans I';, I'; étant des cercles concen-

triques & I';, de rayon }o. Posons ¢ = 1 — > ¢,. Soit alors f e Wi(I"). On a
i=1
f=tp+ 209, fpe WRT — ST,
i i1
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on peut donc approcher fg par une fonction ke D(I" — ZT’,-) en rendant la
i=1

différence, mesurée au moyen de la norme (2.1), aussi petite que I’on voudra.
Ensuite on a fp, e WS)(I";), on peut donc ’approcher aussi bien que I’on voudra
par une fonction A, € D(I;), constante au voisinage du point [;, ,;]. La fonction

h + > h;e D (I') approche donc la fonction f aussi bien que 'on voudra. La
i=1

démonstration est par 14 achevée.

La propriété d’appartenir & W?(£2) peut étre conservée lors des transforma-
tions suffisamment réguliéres du domaine 2. Nous allons énoncer et démontrer
deux théorémes sur les transformations.

Soit A le carré 0 <z < 1, 0 < y << 1. Soit 4, le carré ,,déformé‘ que 'on
obtient en remplacant les segments 0 <2 << 1, y = 0, y = 1 par deux arcs
paralleles A,, A,. Les points [z, y] de I’arc A, soient donnés & ’aide du para-
métre z, 0 < x =< 1 comme [z, f(z)], f(x) étant deux fois contintiment dérivable.
On a donc

A= &€ 0<2 <1, f(z) <y < fl&') +1).

['v']

Définissons maintenant une transformation de 4 sur 4,

o=z, y=f)+y. (2.4)
Cette transformation est évidemment biunivoque. Son Jacobien est égal & 1,
donc la transformation (2.4) et la transformation inverse sont deux fois conti-
niiment dérivables sur 4 ou 4, respectivement. En posant X = [z, y], on peut
écrire (2.4) sous forme symbolique X’ = 7'(X). On démontre aisément le théore-
me suivant.

Théordme 2.5. Soit uw(X)e WP(A). Alors V(X') = w(T-YX')) e W(4,), la
réciproque étant également vraie.

Nous laisserons le Lecteur faire lui-méme la démonstration en remarquant
toutefois qu’il faut y exploiter un cas spécial du théoréme de I'immersion de
Sobolev cité; on peut le formuler de la fagon suivante: Soit w e W@ (£2) (ici, nous

2 2
avons soit Q = A, soit Q = Ay). Alorsf[(Z—Z) + (Z—Z) ]dQ = Clu|w,m,0uC es -
Q2
une_constante.

Considérons maintenant un arc avec un point anguleux (I’angle peut méme
étre égal a =). Les points de cet arc soient donnés & ’aide d’un paramétre =,
— 1 =<2z <1 sous la forme [z, f(x)] ou f(x) est une fonction continue dans
{—1,1> et deux fois contintiment dérivable & ’exception de zéro. Soit pour
zéro: ’

f0) =0, limf(z)=—limf(2) = —Fk, limf'()=m,
. w0 20+ .

-0+
lim /() = 1,
20—
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(m, 1, k étant des nombres réels). Soit maintenant 4 = & (— 1 <z < 1,
[v,2]

ksgnow. .o <y<ksgnax.x + 1),Ad=[‘éa'](—~ <o’ <L f@) <y <f)+
YT .

+ 1). Définissons une transformation de 4 sur A, par les relations

=z, yYy=y+fx)—Fksgne.x. (2.5)
Cette transformation est biunivoque et son Jacobien est égal & 1. Il s’ensuit
visiblement des considérations relatives a (2.4) que les dérivées secondes de
(2.5) sont bornées. (Elles sont méme continues & ’exception de la droite x = 0,
ou elles sont continues & gauche et & droite.) Or cela implique le

Théoréme 2.6. Soit w(X)e WI(A). Alors V(X') = w(T-YX")) e WP(A,) et
wnversement. (La transformation (2.5) est écrite ici de nouveau de maniére
symbolique X' = T'(X).)

Comme nous 'avons annoncé déja dans I'Introduction nous exploiterons
d’une fagon essentielle pour la résolution du probléme biharmonique dans less
domaines & points anguleux la résolution de ce probléme dans un coin infini.

Les points de ce coin seront exprimés & l’aide des coordonnées polaires

[r,0],0 <r < oo, |0 < —623 . Nous supposerons que les conditions aux limites

f1(7), f5(7), g1(7), g5(r) de la fonction biharmonique cherchée u(r, @), [u (7‘, 32)—) =

w 10 o 10 w
- fl(r)’ u(r, - 'E‘) = .f‘.!(r): ;'8_0 u (7’, 3) - gl(/r)5 - ;@u (T’ - 'E) = 92(7)]
vérifient les conditions suivantes (qui représentent un cas spécial des conditions
aux limites pour lesquelles ’existence et I'unicité de la solution ont été dé-

montrées dans les travaux [9], [10], [11]) f,(7), fs(r) sont absolument continues
dans {0, o),

f(0) =f:(0) =0, [[f'mPdr<oco, [lg()]Fdr<co, i=12,

Frrrdr <o, [lhmprd <o
1 1

on (2.6)
— Ay(w) — 1 <» < Min (0, 4,(w) — 1).

(La signification et les propriétés de 1,(w) sont discutées en détail dans [9] et
[11]; 4,(w) est une certaine fonction de I'angle w, 0 < w < 2x, pour laquelle
on a démontré, dans les parties citées des travaux [9] et [11], que l'on a
31 < y(w), w e w = 4;(w) = 1.) Remarquons encore que le probléme biharmo-
nique pour un demi-plan, dont la résolution a été donnée dans (10), peut étre
modifié au sens des conditions (2.6). La démonstration de I’existence et de
I'unicité suit dans ce cas le méme ordre d’idées comme dans le cas d’un coin
non-convexe.
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La fonction u(r, @) peut étre exprimée & 1’aide des fonctions de Green dont
nous allons rappeler ici la définition.

Définition 2.5. Les fonctions de Green pour la solution du probléme biharmo-
nique spécial, mentionné ci-dessus, pour un coin infini (convexe, demi-plan, non-
convexe) a angle w, sont les suivantes:

91(7', o, w) =

E+io

. J nsin g 008 (n + 2) O — (n + 2)sin (1 +2) 5 cos n6

2 n[(n + 1) sin w + sin (n + 1) o] rondn
E-iw (2.7)
92(7'» @7 w) = »
E+im
1 J (n—}—2)cos(n—}—2)%sinn@—ncosn%sin(n—I—2)@
2 n[(n + 1) sin w — sin (n + 1) 0] o dn,
£—ico (28)
g3(r! 07 w) = »
£+ic0
) )
1 J cos(n—|-2)—2—cosn9~cosn§cos(n—|—2)@
2 (mn+1)sinw +sin (n + 1) rrdn, (29)
£-i0
94(7', 0: Q)) =
&+1io0
f sin(n+2)%sinn@~sinn%sin(n—{—2)@
2w J (mn+1)sinw —sin (n + 1) o rrdn . (2.10)

&—1io0
L’intégration suit le contour Re n = &, — A(w) — 1 < & < Min (0, 4(w) — 1),
n=£&-+m.

On a alors

Théoréme 2.7. On obtient les solutions du probléme biharmonique au sens des
définitions données dans [9] et [11] pour les conditions aux limites (2.6) sous la
forme suivante

ur, 6) f i (—Z—, 6, w) 5 Ui -+ faGo)] s +

oz o) & 1) — i s + [ (2. 0.0) 3 106) + g as +

0
©

r 1
+f94 (;, 0, w) 5 [91(8) — ga(s)] ds . (2.11)

0
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Le théoreme 2.7 est une conséquence directe du théoréme 12 de [9] et du
théoréme 3 de [11]. .

Nous allons démontrer maintenant une propriété spéciale de la solution
(2.11).

Théoréme 2.8, Soit fi(r) = fo(r) = ¢:(r) = g5(r) = 0 pour r =1. Soit
Fn+1)= [rf(r)dr, Qin+1)= [rrg(r)dr, i=1,2, Ren > — 1.
0 0

Supposons que nous ayons

sup fIF(1+5+m)|2(1+n>dn<oo, (2.12)

fe(-1,-1) -

sup f IG,(1 4 & )2 (1 +n2)dy < . (2.13)

Ee(—1,-3) -
Alors we WP(K). (K désignant le coin infini.)
Démonstration. La transformée de Mellin de la solution u(r, @), U(n, @) =

= [r"-1u(r, ©) dr s’obtient pour — 1 << Re n < — } sous forme de
0

nsinn%cos(n+2)@—(n—{—2)sin(n—i—2)%cosn@
2n[(n + 1) sin w + sin (» + 1) w]
[Fy(n 4+ 1) + Fy(n + 1)] +

(n+2)cos(n—{—2)2sinn9—ncosngo—sin(n—}«Z)@
2 2

Un, ) =

+ 2n[(n + 1) sin @ — sin (n + 1) o]

Fay(n 4 1) — Fy(n + 1)] +

cos(n—|—2)%cosn@—cosn%cos(n+2)0
2[(n + 1) sin w + sin (n + 1) w]
sin (n + 2)——s1nn0 — sin n—2—sm (n + 2)6©
2[(n 4+ 1) sin w — sin (n + 1) 0]

[Gi(n + 1) + Gy(n + 1)] +

_I_~

— [Gyn 1) — Gyfn -+ 1)]. (2.14)

+

Le théoréme sera démontré si nous établissons

1 o 2 1 o%u 2
[ fltzoof (c el b e

10 2 1 ou 2
(; % (r,@)) + (7—2% (7, 9)) ]r drd@ < oo (2.15)
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[

o 2
2 2
Considérons p. ex. f f (%ri: (r, 0)) r dr d@. Nous obtenons de 1’égalité de
0 [

)

Parseval pour la transformation de Mellin (voir [9], théoréme 3.)

0332’“ @ 23+2£d
supi)J W(r, )| 7 r =

Ee(-1,—

1 . . .
sup o~ flU(f + i, O)(& + in)(1 + & + an)|* dyp .
fe(~1,-1) ”‘w

Il s’ensuit des conditions (2.12) et (2.13) et du fait que les fractions figurant
dans (2.14) multipliées par n = & 4 95 restent uniformément bornées pour

(=<}

() %y 2 .
, |0|§§,que W(r,@) rdr < M < o, M étant
0

[

une constante indépendante de ©. Nous suivons un raisonnement analogue en

.1, . 1 . , ., O*u
considérant I’expression — au lieu de la dérivée — etc.
or?

u
r or 80
Le théoréme suivant est une analogie du théoréme 2.8; il exprime, pour une
certaine classe de fonctions biharmoniques, définies dans un demi-plan infini,
une condition nécessaire et suffisante pour que ces fonctions appartiennent a
WP(2), Q étant un sous-domaine quelconque borné d’un demi-plan infini.

Théoréme 2.9. Soit u une fonction biharmonique définie pour — o0 < & < o0,
0 <y << oo par Vexpression

u(x, y) = i cos nwx . e~ [— fn + y(gn — fn)] S (2.16)

n=0 an

o Z f2 < 0, > g2 < . Alors la condition nécessaire et suffisante pour que
n=0 n=0 : -
ue W(d)oh 4= 6 0<x<1,0<<y<1)est

[=,9]
[ee}

Saff<oo, Sugp<ow. (2.17)
n=0 .

n=0

Sur le segment y = 0,0 < x < 1 on a alors au sens du théoréme 2.2
ou 2 . 2
== "Zl fa §1n ", = ngogn cos nz . 4
A propos du théoréme 2.9 nous signalons un fait remarquable: 1’indépen-
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dance mutuelle des conditions (2.17). La fonction définie par (2.16) représente
dans un sens non-précisé la solution générale du probléme biharmonique pour
un demi-plan, quand les conditions aux limites sont des fonctions périodiques.

La démonstration du théoréme 2.9 est treés facile, nous en laissons la charge
au Lecteur.

A présent, nous allons énoncer des théorémes de ,,construction®. Il s’agira
du probléme de la construction d’une fonction de W (), lorsque ses valeurs
sur toute la frontiére ou sur une partie de la frontiére du domaine {2 sont
données.

Théoréme 2.10. Soient h(s) et k(s) deux fonctions d’arc définies sur un arc
positevement orienté A du carré déformé A ;. Supposons que les fonctions h(s) et k(s)
sotent absolument continues sur A et que leur dérivées premiéres y soient de carré
sommable. Supposons qu’au point [0, {(0)] ¢l soit associé le paramétre s = 0 et au
point [1, f(1)] le paramétre s = 1. Supposons ensuite que nous ayons h(0) =
= h(l) = k(0) = k(l) = 0. Désignons par T Uespace de telles paires F = [h, k] o

i

l
la morme est constituée par Uexpression |F|r = ([(h'(s))? ds)t + (f(k'(s))? ds)*.
0 0

Alors il existe une transformation linéaire continue V de Uespace T dans W@ (4,) et
Von a Uimplication: St V(F) = u, alorssur Uarc A on a g—g = h(s), % = k(s) avec
(0, f(0)) = 0.

Démonstration. Ecrivons tout d’abord la transformation (2.4) et son
inverse sous la forme z' = f(x, ¥), ¥’ = g(x, y), * = [ (2, ¥'), y = g-(', ¥').
. . . ou 0 (i .
Soit maintenant u e W@(4,) et soient % , % les dérivées au sens tu théoréeme
2.2, de la fonction w sur la frontiére. (Dans ce qui suit, les dérivées premiéres des
fonction de W seront toujours entendues en ce sens.) Soit v(, ¥) = u(f(z, y),

g(x, ¥)). D’aprés notre théoréeme 2.5 nous avons ve WP(4) et
v omof  omdg v oudf | oudy

= — L = — =, 2.18
ox ox'oxr oy ox’ oy ox'oy oy oy ( )
Soit maintenant [A, k] une telle paire. Nous déterminons maintenant & partir de
v v
ox’ oy’
caracteére lisse de la frontiére et des propriétés des fonctions % et k, les conditions

(2.18) les fonctions dont les coefficients de Fourier vérifient, en raison du

0

e}
Z n*f2 < o0, > n?g2 < oo, d’ot (2.17). Par 13 la fonction v(x, y) est exprimée
n=1

par (2.17) ot nous choisissons f, de telle sorte que nous ayons (0, 0) = 0.
Maintenant la fonction

W, ') = v ) s g, y) e WE(Ay)
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ox'
dent que cette construction conduit & une transformation linéaire continue V.

vérifie évidemment sur ’arc A les conditions — ou _ = k(s ) —y- = k(s). Il est évi-

Théoréme 2.11. Soient h(s) et k(s) deux fonctions d’arc définies sur un arc
positivement ortenté A qui fait partie de la frontiére du domaine A 4. (Pour la signi-
fication des symboles A, A, A, voir le théoréme 2.6.) Supposons que les fonctions
h(s) et k(s) soient absolument continues sur Uarc A et que leurs dérivées premiéres y
sotent de carré sommable. Supposons qu’aw point [— %, f(— })] il soit associé le
parametre — %1, et aw point (L, f(3)] le paramétre L1. Désignons par T Uespace de
telles paires F' = [h, k] ot la norme est constituée par Uexpression

l l
IFIT=(4'(7L( 2dlsu-(f(h 2d8*+f )st*+(fk’ )* ds)t.

11 existe alors une transformation linéaire continue V de Uespace T dans W@P(4,)
ou

ou l /
— g —_— — <8< =
telle que V(F) = u, p h(s), o = k(s) pour G = , w(0, 0) = 0.

Démonstration. D’'une maniére analogue a la démonstration du théoreme
précédent écrivons la transformation (2.5) et son inverse sous forme de

o =fxy), ¥=9@y, r=[ivy), y=guy . (2.19)

Soit maintenant de nouveau u(z’, y') e W2 (4,). Alors pour les dérivées premiéres
de la fonction u(f(x, ), ¢(z, y)) = v(x, y) les relations (2.18) ont lieu. Substi-

ox
fonction indéfiniment dérivable définie dans l'intervalle (0, |k|> et telle que
g(r) =1 pour 0 < r < }|k| et ¢(r) = 0 pour 2|k| < r < |k|. Soit ensuite K le
coin infini & angle w situé de telle facon que son sommet soit au point [0, 0], et
que ces cotés contiennent les segments [—1, f(—1)], [0, 0]; [0, 0], [1, f(1)]. Les
points de ce coin seront exprimés par les coordonnées polaires 0 < r << o0,
0 0

0] < % . Nous allons prendre d’une fagon formelle les fonctions 5% — a—Z (0, 0),
ov ov ow ow
»_w (g OW oW
oy oy (0, 0), pour les dérivées o5’ By

' ow

la calculons pour 0 < r < k|, ¢ = :i: — les dérivées 3_@: %% Posons

. o 9 . .
tuons % et k aux relations (2.18) et calculons % , 5; . Soit maintenant ¢(r) une

d’une certaine fonction w. A partir de

w(r, + %) = f 68—1:} (r, + 921) dr. Cherchons maintenant la solution z(r, ®) du
0

probléme biharmonique pour le coin infini K si nous avons sur sa frontiére

oz w 0 w 1 oz ® 1 ow T w
5‘(7,:&—2—)25;(10(7’,:&?)?7(7‘)), 75@—(7,i§)=7%(7‘,:}:'2—)¢(7)-
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Maintenant pour Fyn + 1) = [r* fi(r)dr, Gyn + 1) = [rrg,(rydr, i =1, 2
0 0

les conditions (2.12) et (2.13) seront satisfaites. En effet, p. ex. au lieu de la
condition
=
N IR+ & 4 in)*l dn < oo
nous pouvons prendre une autre qui lui est équivalente en vertu de 1'égalité
de Parseval, & savoir

sup f[f (PP r*Edr < oo,
fe(-1,-
qui est vérifiée. Alors pour — 1 < Re n < — 3 nous avons

o]

fr" fir)dr = — - _1§_ lfr"“ fl(rydr = — —— H(n + 2).

+1

(Notation: f rntl fi(r) dr = Hy(n + 2).)

En a,pphquant encore une fois 1’égalité de Parseval nous trouvons

f [f2(r)]2 r+2 dr = % f |Hy(2 + & + in)|* dn
° -

sup fIH 2+ &+ in)2dy =

Ee( 1,-3) -

e fll + &+ [Fy(1 + & +m)Pdy < 0.
De 1a s’ensuit déja la condition (2.12) pour F,(n + 1). Nous pouvons procéder
d’une maniére analogue dans le cas des fonctions Fy(n + 1), Gy(n + 1),
Gy(n + 1). Si nous posons maintenant

u(x,5 y’) = Z(f_l(.’lf,, y,)’ g—l(x’: yl)) + % (O’ 0) f—l(xl’ y,) + y (0 O) g"l(x’, y,) ’

la transformation ¥V sera par 14 déterminée.

Il n’a pas échappé sans doute au Lecteur que les théorémes 2.10 et 2.11 sont
d*un caractére local — les dérivées premiéres de la fonction de W ne sont
données que sur une partie de la frontiére du domaine. A présent nous allons
énoncer et démontrer un théoréme global.

Théoréme 2.12. Soit donnée un domaine Q2 € N;. Sosent h(s) et k(s) deux fonctions

absolument continues définies sur la frontiére, leurs dérivées premiéres soient de
= 12

carré sommable. Supposons que nous ayons [h(s) dzx + k(s) dy = 0. Désignons
0
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par T Uespace de telles paires F = [h, k] ot la norme est constituée par Uexpression

14

\Flr = ofk(é’) )? ds)t + ({(h’(S))2 ds)t 4 (Of(k(S))2 ds)t + ({(76'(6))2 ds)* .

Soit [x9, Yol un point sur la frontiére de Q. Il existe alors une transformation
., . , . 0
linéaire continue V de Uespace T dans WP(L2) telle que st V(F) = u, alors % =

:m»%=uaumﬂo=a

Démonstration. On déduit facilement des théorémes 2.10 et 2.11 1’énoncé
suivant: Pour chaque point X de la frontiére il existe un voisinage simplement
connexe U(X) de ce point et une transformation continue V, de T dans

W@(Q2 . U(X)) tels que si V,(F) = u, alors Z = h(s ) By = k(s) sur I'intersection

de O avec U(X), et 'on a u(xy, 7,) = 0. Ici [, %,] est un point de 2 U(X). La
frontiere étant lisse, il s’ensuit qu’on peut trouver des points X, X,, ..., et

leurs voisinages U(X,), U(X,), ... de sorte que Z U(X,)> 9. Les points X,

seront numérotés dans l'ordre donné par ’orientation positive de la frontiere.
L’intersection de U(X,) avec U(X;) est non-vide seulement si X; et X; sont
voisins. Nous allons modifier la transformation V,, de la fagon suivante: Nous
posons U, =V, . Soit ensuite

e, le U(XY) . U(X,) . Q.
Si Vo, (F) = u, et V,,(F) = u,, posons
Un(F) = uy(, y) + uy(%y, Y1) — ua(@y, 91) -

La transformation U,, reste évidemment linéaire. Nous poursuivons ce procédé
le long du ,,périmétre®. Tl s’ensuit de la condition [%(s) dz + k(s) dy = 0 que
0

U,, associe aux points de 'intersection Q U(X,) U(X,,) les mémes valeurs de la,
fonction » comme U,,. Soit maintenant Q' un tel domaine que I'on ait Q' c Q
et Q'+ >UX,) > .Q Il existe alors des fonctions ¢ et ¢;, 1 =1,2,...,m
indéfiniment derlvables, a support fermé contenu dans Q' ou U(X;) respecti-

vemént, et telles que ¢ + Z @; =154l [z, y]e 0. Posons Uy (F) = u; et v; =
ic1

= w,p;. D’une fagon évidente v, e W@(L). Posons V(F) = > v, = u. Nous avons

ue WP(R2), et si [z, y]le 2, il vient

m

m
ou ou; a% .
= D P 2 e = )

i=1 i=1
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0 P N
et d’'une maniére analogue % = k(s). Le théoréme 2.12 se trouve par la dé-

montré, car V est une transformation linéaire continue de T dans W@(Q).

Pour terminer ce paragraphe nous allons démontrer un théoréme analogue au
théoréme 2.11, mais dont les hypothéses sont essentiellement moins restricti-
ves.

Théoréme 2.13. Les symboles A, et A ont la méme signification comme aw
théoréme 2.11. Les points de Uarc orienté sont exprimés de fagon paramétrique
x=x(s), y =1y(s), ou —1=s =1 Soient h(s) et k(s) deux fonction d’arc,
continues sur le segment {— 1, 1>, contindiment dérivables dans les deux intervalles
{—1,0), (0,1>. Soit ensuite

h(0) = k(0) = 0, [B'(s)] + |K'(s)] = Cls|*~*, &> 0. (2.19)
Soit D = inf C de la condition (2.19). Désignons par T Uespace de telles paires
F = [h, k] ot la norme est constituée par |F|r = D. Alors il existe une transforma-
tion linéaire continue V de Vespace T dans WP(A,) telle que st V(F) = u, on a
ou l l

= — —<s < — =
P = h(s ), = k(s) pour g =8= 5, et u(0, 0) = 0.

La demonstration de ce théoréme va suivre un chemin tout analogue
a celui de la démonstration du théoréme 2.11. Considérons & nouveau la trans-
formation (2.5) écrite sous la forme de (2.19). Calculons %2 et Z—Z de la méme
fagon comme dans le cas du théoréme 2.11. Posons de fagon formelle v=wet

calculons 6_w : 01(1; pour 0 < r < |k|, ©® = :t - apartlr de _, aa"y"

ow w
w(rj: ) f@r(r :l;E)dr.
Soit z(r, @) la solution du probléme biharmonique pour le coin infini K si ’on
a sur la frontiére
o0z w 0
5(7":1:—2_) 67'( (7’:{’_‘ ) ())y

1 oz 1 ow %)

rl a@( - ):7%(r’i?)‘p(’)'
(La signification de ¢(r) est la méme comme dans la démonstration du théoréme
2.11.) Pour

Posons malntenant

© 0
Fz(n—}_l):[r"f:(r)dr, G‘L(n_*_l):f'rngz(r)dr’ 7’=1a2)
0 0
les conditions (2.12) et (2.13) sont de nouveau vérifiés et en méme temps ces

3563



bornes supérieures sont aussi petites que I'on veut, pourvu que la norme |F|p
soit suffisamment petite. On a par exemple

f |Fy(1 + & 4 in)dy = sup f [f4(r)]? 7142 dr < 922;_

ss( 1—»2 fe(~1,- 1)
0
et ensuite
ED?
H. (2 2 — ” 2 p3+2¢ <
LU o fl (24 &L altdy = sup f[f (M ro2edr < 5,

(C, E étant constantes). On procéde d’une maniére analogues en étudiant les
fonctions Fy(n + 1), G4(n + 1), Gy(n + 1). Si nous posons enfin u(x’, y') =
= 2(f_1(®",¥'), 9-1(%, ¥')), la transformation V sera construite.

3. Définition du probléme et construction de la fonetion de Green

Définition 3.1. Soit Q un domaine borné, simplement connexe. Par le symbole
F(Q) nous désignons Uespace linéaire composé des fonctions biharmoniques
w(x, y) dans 2, u(0, 0) = 0 (nous supposons que l'origine des axes de coordonnées
se trouve dans Q). Soit 2, (n = 0, 1, 2, ...) une suite croissante de sous-domaines

Q,c 0,c Oy ... telles que > Q, = Q. Pour ue F(Q) définissons la pseudo-
n=0

norme
4
o= 35 s [
5 = ot
120 ey V1< ot oy
U spe o . . ,
et posons o(u z o J’_{[';L o Définissons maintenant la distance séparant
n

deux élémentes u et v par o(u — v). Toutes les exigeances que U'on vmpose & la
métriqgue sont alors satisfaites. L’espace linéaire F(Q) est devenu métrique,
complet, donc ¢’est un espace de Fréchet.

Détinition 3.2. Soit Qe N,. Le symbole W dénotera les éléments F de L,
p > 1, pour lesquels il existe f e WP() de telle sorte que U'on ait F = T(f) au sens
du théoréme 2.2,

Définition 3.3. Soit 2 € N;. Nous appellerons Uespace L, extension de I'espace
des conditions aux limites pour le domaine donné Q s’il existe une transformation
linédaire continue Zo de Uespace L, dans F() telle que pour F e W on a Zo(F) =
= 8(f) ot F = T(f). Le symbole S(f) a la méme signification comme au théo-
réme 2.3 et le symbole T'(f) comme au théoréme 2.2. (Il en sera de méme dans ce qui
va suivre, nous ne répéterons donc plus cet avis tant qu’il n’y aura pas de danger
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dambiguité.) Si F = [{,, f,] € L,, alors la fonction biharmonique Zqo(F) sera appe-
lée solution du probléme biharmonique correspondant aux conditions aux limites
ou o
% = fa @ = f v

Nous écrivons les points de la frontiére 2 du domaine 2 de 9, de fagon
paramétrique & I'aide de I’arc de la frontiére z = x(s), y = y(s), s € <0, 1>, I dé-
signant la longueur de la frontiére.

Fig. 2.

Il nous faudra trouver les fonctions de Green g,(z, ¥, s), 9,(%, ¥, s) qui sont
des fonctions biharmoniques du point [z, y] de 2, dépendent du paramétre s et

vérifient:
l l
Zo(F) = Of 9:(%, Y, 8) fu(s) ds + [g,(x, y, 8) f,(s) ds .
0
Soient 0 < 8; < 8, < ... < 8, < I les valeurs du paramétre correspondant

aux points anguleux. Nous allons procéder & quelques considérations ,,géometri-

ques‘‘. Construisons des coins K; aux sommets situés en [z;, ¥;],¢ = 1, 2, ..., n,

x; = 2(8;), ¥; = yY(s;), & angle w, et dont ’axe de symétrie coincide avec la

bissectrice de ’angle correspondant w,. Soit & présent 0 < w < Min (E' ®;,
i=1,%,..0

T — %) . Soient maintenant M; et N, ¢ =1, 2, ..., n, des coins construits tout
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comme les K, mais dont angle est égal & w;, — w ou w,; + w respectivement.
Soit ensuite 6 > 0 si petit que l'on a [x(s), y(s)]e N, [z(s), y(s)] non e M,
pour s;, — 0 < s =s; + 0, s * s; (voir la fig. 2).

Nous allons procéder a la construction de la fonction de Green g,(z, ¥, s).
Posons

! 1 des)
PO = i e =2 ds

1 1 dgs) 1 (s) degs) o1 1 di(s)

VO =5 e =2 s 3mi (Cs) — 2P ds | Zm T) —2 ds

(3.1)

(3.2)

otz = & + vy, {(s) = z(s) + 7 y(s). Quant au choix des fonctions (3.1) et (3.2),
remarquons que l'on peut les obtenir & partir des formules (3.3) et (3.4) em-
ployées par D. I. Serman pour établir les équations intégrales servant & la
solution du probléme d’élasticité plan, comme c’est décrit en détail dans (4),
Pp. 208—210; il suffit d’y substituer & w(o) la fonction de Dirac é(c — s).

1
1 [ o) de)
2m'f§(0) — 2z do do, (3-3)
i’
~o(0)  di(o) 1 (o) w(o) di(o)
v() = 2m (o) —z do T o (l(o) — 2)2 do do +
1

n I [ o) dZ(o) do (3.4)

57}? (o) — 2z do

Soit a présent h,(x, y, s) = Re (2 ¢(2) 4+ x(2)) ou x'(2) = w(z). Nous choisissons

7(2) de maniére & avoir %,(0, 0, s) = 0. Des1gnons par 9(s,, s) Pangle que fait le
segment orienté [2(s,), ¥(so)], [2(s), y(s)] avec la direction positive de I'axe
des z. Si nous nous servons formellement des résultats de Serman, nous aurons
pour les points de la frontiére 0

oh,, v 1 09 149
Sk (3(0), Y(1), ) = 8(z — ) + — T (5,8) — — T (7,9).

1 09

. cos 29(z, 8), %’—;ﬁ (2(7), y(7), 8) = — ~ 78 (7, 8) sin 29(z, $) .

Soit maintenant k(z) une fonction réelle, définie et indéfiniment dérivable dans
Pintervalle <0, 1), différente de zéro pour 7 e {a, b) € (0, ) seulement, et vérifi-

ant [k(s) dz = 1. En méme temps lintervalle (a, b) est disjoint & tous les
0

intervalles (s; — 8, s; + 6>, 2 = 1, 2, ..., n. Soit F = [f,, f,] o
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: _dx 1 a9 1 09
fx(z, 8) = ds (s) k(7) + = Os (v,8) — 7 s (7, 8) cos 29(x, s),
1 09 )
fu(t,8) = — P (7, 8) sin 29(7, s) .

En vertu du théoréme 2.12, il vient F ¢ W. Posons k,(, y, s) = S(f) o F =
= T(f). Or en vertu du méme théoréme la fonction k,(z, ¥, s) en tant que fonction
du parameétre s, transforme d’une maniére continue la partie de la frontiére

n

Q—4,, (di= & (x=a(s), y= Y(s), se{s; — 0, 8; + 6))
i=1 [#,9]

dans I'espace W@ (02); cela résulté de ce que la fonction ¥(z, s) est lisse ce qui

est, & son tour, une conséquence du caractere lisse de la frontiére. Pour juger du

0 .. .
caractere lisse des fonctions éj— (7, 8) et J(7, s) au voisinage d’un point X de la

frontiére, on prend pour point de départ la formule

_ Y& —y() |
97, s) = arctg () — () +
ou C est une constante. Les coordonnées z,y doivent étre convenablement
choisies par rapport au point X, ce qu’'on peut toujours supposer, vu I'inva-

riance géométrique de 1’angle . Le Lecteur fera lui-méme le calcul détaillé de
0 . .
% (z, s)et de %5 5% (7, 8). Quant al’angle ¥(z, s), on peut se renseigner & ce sujet

dans le livre [4], pp. 471-476.
Posons  g,(x, ¥, 8) = hy(x, ¥, 8) — ky(x, y,s). Ainsi la fonction de Green

n
gu(, y, s) est définie pour se 2 — Z A;.
t=1

Soit s maintenant appartenant par exemple & (s, — 4, ;). Soit A4 'arc com-
posé des points [x(s), y(s)] pour lequels s; — 6 = s < s, et du ¢6té 0 < r <0,
O =— %du coin K. Les points de cet arc A soient décrits au moyen du para-
métre » exprimant sa longuer d’arc; si v € {s; — J, s) on aura » = 7. Soit ensuite

l(x, y, s) la solution du probléeme biharmonique dans K, déterminée par les

conditions suivantes vérifiées pour les points [z, y] du c6té 0 < r < 00, @ = 923 :

al, 1 00 1 29 B
b (%, y,s) = = o5 (81, 8) — 7 Os (81, 8) cos 29(sy, §) = ¢,
al, 1 . K
—ag (x, y,8) = — ~ % (81, 8) sin 29(sy, 8) = d,,
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. )
et pour les points de I’autre c6té 0 < r < 00, @ = — —-:

2
ol _ 1o _1a
%z Z0),y(), 8) = — = (v, 8) — - == (v, 5) €08 29(», 5) ,
o, 10 '
7y (@), y(), 8) = — — 5= (v, 5) sin 28(v, 5) .

Rappelons encore que nous supposons 1,(x;, ¥;, 8) = 0. La solution 7,(x, y, s) est
unique pour les conditions aux limites citées (au sens de la définition du problé-
me biharmonique des travaux [9] et [11]) et on peut ’exprimer sous la forme
(2.11). Nous pouvons prolonger analytiquement la fonction Z,(, y, s) & 'exté-
rieur de K, en obtenant ainsi une fonction biharmonique dans un domaine Q,,
contenant 2 — [z, y,]. En effet, la fonction l(x, y, s) — xc, — yd, s’annule
!
2
prolongée au dela de cette demi-droite sur un coin a angle 2w, ayant cette demi-
droite pour axe de symétrie. (Si w; > 7, on obtiendra en général une fonction
multivalente.) On peut donc prolonger sur le méme coin la fonction I,(z, ¥, s)
également. Soit maintenant Kj le coin dont un c6té est donné par 0 < r < oo,

pour © = —* et, comme cela résulte du théoréme 16 de [10], elle peut étre

Wy
7 ’
lm(x’ Y, 8) - h:c(x: Y, 8) + h:v(xly Y1 S)
est la solution d’un probléme biharmonique dans K; et elle s’annule pour

= — % On peut done la prolonger au deld de ce cété en obtenant une
fonction biharmonique sur le coin infini ayant cette demi-droite pour son axe de
symétrie; ’angle correspondant étant égal & 2w, — w. Comme la fonction
h(x, y, s) est évidemment prolongeable sur ce domaine, il en est de méme pour
la fonction I,(, ¥, s). Le domaine ainsi obtenu ne contient pas encore, en-général,
Q — [, y,]. Soit donc I'; le plus petit cercle centré au point [z, ¥,], dont
I’adhérence contient les points [2(7), ¥(7)] de la frontiére pour 7 e (s, — 8, ;).
11 s’ensuit des considérations ,,géométrique‘ faites ci-dessus, qu’il suffit de
prolonger la fonction [,(z, y, s) & 'extérieur de ce cercle seulement. Or cela peut
se faire d’une maniére ,,pendulaire®, c’est-a-dire que nous prolongeons alterna-

@:ﬁ—getl’autrepar@=~

3 ) 0 < r < oo. La fonction

tivement au deld, des deux demi-droites @ = % et O = — % , le domaine
ainsi obtenu étant & chaque pas symétrique par rapport & @ = % ouf = — %

respectivement. Nous laissons au Lecteur la tiche de réaliser ces prolongements
successifs d’une fagon formelle.

Posons & présent m,(x, y, 8) = L,(x, ¥, s) — 1,(0, 0, s). Nous allons démontrer
le théoréme suivant:
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Théoréme 3.1. Soit — ¥ < & < Min (0, A;(w) — 1). Soit &> 0. Alors

my(, Y, 8)(8, — s)~ %+ transforme d'une maniére continue Uarc A = & (re
[2(),9(2)]
€ {8y —, 0 8;)) dans un ensemble borné de F(£2).

Démonstration. Il vient d’aprés la formule (2.11) pour 0 < r < o0,

w
o] <,

L(r, 6, 8) = f 0 (g, 6, w) 3 UG) + fa) ds + ...

Posons

S

12, 6, 8) = f 2 (1, , w) 5 L) + fao)) ds + ..

19,0, = [[01(7, 0,0) % 16) + N a5 + ..

Afin de pouvoir mieux étudier les fonctions f;(s) et g,(s) supposons — sans re-

streindre la généralité — que nous ayons .
o _ YEEE) = (=) —ZE) ()
as "’ (@(s) — (v — 81))* + ¥*(s)

Le systéme de coordonnées est choisi de telle maniére que 'origine soit en
[%4, ¥1] et que la direction positive de I’axe des z coincide avec la demi-droite

o]

2
(2.8), (2.9), (2.10) nous intégrons le long de la droite Ren = &, ol & < — 1.

6 = — 21 Considérons maintenant les intégrales [. Dans les formules (2.7),
1

Pour 0 < r < w0, |0] < % fixés nous pouvons changer ’ordre d’intégration
© §—ico

dans [ [ . Les fractions figurant dans les intégrales (2.7)—(2.10) sont ma-
1 &-joo

jorées par l’expression Me-=Il, ott M et o dépendent de r, @, £&. Nous aurons
ainsi

E+io
1 j nsinngjcos(n—{—2)@—(n—i—2)sin(n—|—2)gcosn9
1@ __ rn
2, 0, 9) 2m£ ‘ 2n[(n + 1) sin w + sin (= + 1) o]

JFP( 4 1,8) + FR(m +1,8)]dn +....

Ici nous avons

FOm +1,8) = [r fi(r, ) dr, GPn +1,8) = [rr g r, s) dr .
1 1
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Les fonctions f,(r, s), §:(7, s) sont les valeurs limites (au sens de (2.6)) de la foncti-
on biharmonique (%, ¥, s) sur le coin infini K,. Il s’ensuit de (3.5) que les
fonctions F®(n + 1, ), GP(n -+ 1, s) sont continues et bornées pour — 0o <
<n < oo, sels;— 6,8), n= &+ in. Il s’en ensuit la validité du théoréme
3.1 pour IP(x, ¥, s), & condition que Q c K,. En examinant I{’(x, , s) posons

= £, dans (2.8)—(2.10) et procédons ensuite d’une maniére tout a fait ana-
logue. Nous sommes conduits ainsi & examiner les intégrales

1 1
FP(n +1,8) = [rfi(r,s)dr, GPn + 1,8) = [r*g,(r, s)dr.
0 0

Si w, #+ =z, il exists 6; > 0 et deux constantes L, L, telles que I'on a pour
se {s; — 0, 8,) (en prenant par ex. F§'(n -+ 1, s))
1

|[FP 4 & + g, 8)| = Lfr€1 dr =
0

)
0s (r FI— 815 8)

1

r &
= L) (|y(s>|)

[

ey () ) g Y6)
y(s)(|y<s)| |y<s)1) Y6 )| ar

(s) r\? y(s)]
(5~
ly(s)l y(s)l

Si se sy — 9,8, — ), il découle de ce que (3.5) est borné et continu pour
veds, 8 + 1> et sels; — 8,8 — 0,> que DPexpression F{(1 + & + i, s)
est bornée et continue pour — 0 < 7 < ©, se (s — 6,8 — 0. Si w, =7,
alors

= Lyly(s)% .
- (3.6)

Y (8)(@(s) — r) — a'(s) y(s)
(@(s) — 7)* + y*(s)

11 s’ensuit de cela que la fonction F§(1 + &, + i, s) est, dans ce cas aussi,
bornée et continue sur ’ensemble — 00 < 9 < 00, s€{s; — 4, s;). Il en est de
méme pour la fonction G{(1 -+ & + iy, s). Quant & F{(1 + & + 4z, s) et
G(1 + &, -+ 4, s), ces deux fonctions sont évidemment bornées et continues
pour — 0 <75 < ©, se (s, — J,8;). Il découle de (3.6) et des estimations
analogues valables pour G{’(1 + &, - 4, s) que les fonctions

(s, — 8) 5T FPA + & +1m,8), (8 — &) "GO + & + in, s)

sont continues et bornées pour se (s; — 6, §;), — 00 < 5 < 0. Cela implique
que le théoréme 3.1 est valable pour I{’(x, y, s) aussi, & condition que 2 c K,.
Comme

<M (M const).

la:(x5 Y, '3) = lgcl)('z; Y, 8) + lf)({l}, Y, 8) ’

le théoreme 3.1 est démontré dans le cas out 2 c K. Si 2 n’est pas contenu dans
K,, revenons au prolongement de la fonction l,(x, ¥y, s). En appliquant le
théoréme 16 de [10] et un simple procédé de construction de la fonction pro-

360



longée, basé sur le principe de symétrie de Schwarz (pour les détails voir
A. Husgr [12]), nous arrivons & la conclusion que le théoréeme 3.1 a lieu dans
tous les cas.

Théoréme 3.2. Sost

1819

~ P (7, 8) cos 2¥(7, s) —

ot 8) = B2 (s) k) + = 20z, 5) —

Bm

- (@(1), y(7), ).,

f(z,8) = — %?ﬂ (7, 8) sin 29(z, 8) — 6;;;, (2(7), y(7), 8) -

Alors F(s) = [fs f,1e W. De plus, il existe une transformation linéaire V de
Vespace W dans WP(Q) telle que les éléments V((sy — s)~ ¢ F(s)) transforment
d’une maniére continue Uarc {(s; — 0, ;) dans un ensemble borné contenu dans
WP(Q).

Démonstration. Critique sera le point [, ¥;] de la frontiére; examinons
donc de plus prés le comportement des fonctions f,(7, 8), f,(7, s) pour 7 € (s, — 4,
8y -+ 6). Prenons d’abord 7 e {s; — 9, s;>. Posons

ng(x, ¥, 8) = Lz, y, 8) — xc, — yd, .
Considérons maintenant la fonction biharmonique (7, Y, s) et ses dérivées sur
I’arc correspondant aux paramétres v e (s; — d, ;). Posons (comme nous ’avons
fait en examinant l(z, y, s))
ny(@, ¥, 8) = 1z, y, 8) + 0P, y, 8) .
La signification de n{)(x, y, s) est la suivante: Désignons par f,(r, s), f,(r, s),

g1(7, 8), gs(r, ) les valeurs limites de la fonction biharmonique n,(z, y, s) sur
K. Posons

1

w20, 0,9 = [0 (3, 6, wl) S0, ) + filo, 91 do + ..,

o
r 1 ’ ’
ngf’(r, @, S) :fgl (-—6_- N @, wl) —2— [fl(o', S) + fz(a’ S)] do + ...
1
Nous appliquon maintenant le méme procédé comme en étudiant les fonctions
I(r, 0,5), i=1,2. Comme f(s,s) = g,(o, s) =0, nous pouvons écrire

n{r, O, s) sous forme de
1

n;l)(r, @, '3) :f [gl( @ 601) - gz( 0 (1)1)] f;(g', s) do _|_
+f % [gs (‘2‘ , 0, wl) — s (% , 0, a)l):l gs(0, s) do
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avec une expression analogue pour n®(r, @, s). En retranchant les fractions
figurant dans les intégrales des formules (2.7)—(2.10) pour ¢, g, ou g3, g, nous

trouvons qu’elles sont majorées pour 0 < @ < % + 02—) par 'expression

K(¥) -‘92-1— e=elnl | (3.7)

Il en est de méme pour leurs dérivées premiéres en 0, tandis-que leurs dérivées
secondes en @ sont majorées par ’expression

L(&) e~ | (3.8)

(K (&) et L(&) sont deux constantes ne dépendant que de &.) Iei o > 0 et & +
+ iy = n. Considérons d’abord n{?(r, @, s). Choisissons — tout comme dans le

cas de I&(r, ©,s) — un & < — 1. Il est de nouveau possible d’échanger les
o  §+io

intégrales [ et [ . Nous obtenons ainsi
1

&—iw
E+io
nP(r, 0, 8) = -2% f r— F@mn + 1,8)dn + .... (3.9)
E—ioo .

Ici
FPn 4 1,8) = [fylr,s)rmdr, GP(n + 1,5) = [gy(r, s) rmdr.
1 1

Les fonctions FP(n + 1, s) et GP(n + 1, s) sont bornées et continues pour

se{s; — 0,8), — o0 <n < . La frontiére étant lisse, il découle de (3.7),
(3.8) et (3.9) que 'on a
on® o on,,
E (@(7), y(7), 8) =rP(7,8)(7, — 7)° %, 2y (@(2), y(7), 8) = rP(7, 8) (v — 1) 7%,
d (on,
a ( o (l’(‘t), y(T)’s)) = 8;.2)(t’ 8)(11 - 1)—51—1 ’
o (% ((x), y(7), 8>) =& am -1, (3.10)

ol #9(1, ) et sz, s) sont des fonctions continues et bornées pour s, — d <
T < 8,8 — 0 = 8 < s,. En examinant n{"(x, y, s) nous choisissons Re n =
£,. Comme les fonctions
—& 1 —&
(5, — 8)6* FP(m + 1,s), (s, — 85+ 6Pn + 1, 8)

sont continues et bornées pour — 0 <7 < 0, se{s; — 4,8,), n = & + 7,
nous trouvons en procédant de fagon analogue au cas précédent

1A

625) ((7), y(7), 8) = (7, 8)(7; — T)~61(8; — 8)~c+&,
%7;_2 (@(7), Y(7), 8) = rP(7, 8)(7y — 7))~ (s; — §)~c+h,
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dz \ oz
d (on,
dz \ oy

TIci de nouveau r{"(z, s), st)(z, s) sont des fonctions continues et bornées pour
S —O0=T<8, 8 —0 =8 <s.

d (37)@ (x(r)’ y(r), 8)) — 8(11)(‘[, 8)(‘[1 . .c)_e,—l . (81 _ s)—s+5l R

(2(z), y(0), s))= $0(7, 8)(7y — 1)~ (sy — 8)7e*E

Si nous examinons maintenant f,(z,s) et f,(zr,s) pour Te<s;,s; + 6,
nous trouverons que f,(7,s) et f,(z,s) représentent les dérivées partielles,
en x et en y respectivement, de la solution du probléme biharmonique

pour le coin Kj, les dérivées premiéres s’annulant pour O = — %
Désignons par v(z, y, s) cette solution. Les conditions aux limites sur
la demi-droites @ = % — % donnent pour les fonctions f, (7, s), f,(z, s) les

conditions (3,10) si 7€ (s;, s, + 6). En effet, ces conditions aux limites sont

, cpes oh, al, oh, ol,
données par la différence P (%, 9,8) ——(x,y,s)ou 2y (%, y,8) — o (2, y,8)

ox
respectivement sur la demi-droite & = % — %— La fonction v(x, y, s) égale

vW(z, y, 8) + v (x, y, s) ou v')(x, y, s) sont les solutions du probléme biharmo-
nique sur le coin K; pour les conditions aux limites s’annulant pour & =

w P PN . . s w w
= — ~2~1 les dérivées premieres étant déterminées pour @ = ?1 -3 de la

facon suivante:
o
ox

(D ohV) ol
a—y(ﬂ"‘,?/,s) =“éy‘(x,?/,8) +—a?—/—(x,y,8)-

R a1
(x57,8) = a—x(x,?/,s) +7x“ (70,?/, 8),

) ) ohy, ’
Tei pe (x, y,8) = ™ (x,y,8) tant quil y a (x — )2+ (y —y)? =< L.
Eysen oh»
Autrement nous posons e (%, y,8) = 0. Le symbole 5y (x,y,8) a une

(2)
signification analogue. Maintenant ggm— (x, y,8) = 2—}; (@, y,8) tant qu’il y a

(2)
(* — 2)> + (y — y,)* > 1, autrement on

oh® T (a4
oy (2, y, s) a une signification analogue. Par ce procédé nous retrouvons les
conditions (3.10); le Lecteur se chargera d’en examiner les détails. Or mainte-

nant pour 7e (s; — 0, 8,) les expressions

(x,y,8) = 0. Le symbole
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189

109 1 09 .
-2z 29 _ — - —
= s (7, 8) — e (7, 8) cos 29(7, s) — ¢, et (z,s) sin 2%(z,s) — d,

7 08

vérifient aussi les conditions (3.10) en raison du caractére lisse de la frontiére.
D’aprés notre théoreme 2.13, il existe donc une transformation V des paires
F(s) = [fa f,]dans WE(U(x,, y;) 2) telle que sur la partie de la frontiére 0 qui
se trouve au voisinage U(x,, y;) du point [z, ¥;] on a gg = fu %’ = f, pour
V(F) = u(x, y, s). Il découle de (3.10) que la fonction (s, — s)~&+¢ u(x, y, )
transforme de maniére continue 1’arc (s, — ¢, s;) dans un ensemble borné con-
tenu dans W(U(xy, y,) 2). Soient maintenant U, et U, deux voisinages du
point [x,, y,] jouissant de la propriété suivante: U, c U, c U, c U. Soit ¢ une
fonction indéfiniment dérivable, égale & 1 dans U, et & zéro & I’extérieur de U,.
Posons o(x, y, s) = u(x, y, s) p(x, y). Nous aurons ve W2 (Q). Soit & présent
F(s) = [fa f,] ou

fx(r’ 8) = fz(T: S) - 2_;) (.’B, Y,8), ?y(T, 8) = fy(T’ 8) — 'Z‘; (x: Y, S) .

D’aprés notre théoréme 2.12, il existe une transformation U des F(s) dans
WP(Q) et telle que si U(F) = u(x, y, s), alors u(x, y, s) transforme de maniére
continue l'arc (s, — ¢, ;) dans un ensemble borné contenu dans W& (). Mais
cela implique déja le théoréme 3.2.

Soit & présent p, = S(f), ou 7'(f) = F = [f., f,]. (Pour la signification de f, et
f, voir le théoréme 3.2.) Posons

gw(x’ Y, 8) = hac(x’ ?/, S) - mx(x’ y: S) - pz(x’ Z/: 8) .

La construction mentionnée peut étre évidemment réalisé pour n’importe quel

s * 8;, s€ > A, (cf. la définition de ky(z, ¥, s)).
=1 :

Si maintenant nous écrivons ¢ é(c — s) au lieu de w(o) dans les formules (3.3)
et (3.4), nous retrouverons les fonctions ¢(2), y(z) définissant la fonction

(@, y, s) = Re (2 ¢(2) + 7(2)) o /() = x(z), x(0) = 0.
Sur la frontiere © nous aurons alors )

oh,

T (), y(e), 5) =  sin 20(z,0) 22 (z,9),

oh, 1 20 1 09
e (2(7), y(2), 8) = 8(v — 8) + — 5 (7, 8) — — (7, 8) cos 29(z, ) .

Les valeurs limites de la fonction A,(%, ¥, ) sont alors données sous forme de

1
fu(r, ) = G2 6) k(o) + 7 sin 20(z,8) 2 (7, ),

1 99 1 a9
fu(z,8) = 7 s (7,8) — 5 €08 249(z, s) 5 (7, )
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n

(& condition que s non e Z {(8; — 0, 8; + 0)).Sip. ex. se{s; — 4, s;) alors la solu-
i=1

tion [,(z, y, s) du probléme biharmonique pour le coin K, est déterminée par ces

conditions sur les cotés: Pour @ = — % on a

% @), y0), 8) =~ sin 2000, 2 (0,5),
1 09

1
T (v, 8) — — - cos 29(v, s) (v s) .

a,

——= (x(v), y(»), 8) = —

ay(()?/() )
Pour@:(—;—lona

al, al,

—a;(x,y,s)——c,,, @(x,y,s) =d,,
ou

1 09 1 09 1 o9
Cy = — sm 29(84, s) (81, s), d,= P (81, 8) — — cos 29(s,, s) (sl, s) .
Dans la suite, on peut appliquer un procédé analogue & celui de la construction
de la fonction g,(z, v, s), nous laissons cela au Lecteur. Les théoremeés 3.1 et 3.2
subsistent & condition d’y remplacer m,(x, ¥, s) par m,(z, y, s), ete.
Les théorémes 3.1 et 3.2 entrainent un autre théoréme qui est tres 1mportant

a savoir

Théoréme 3.3. Soit — } < & < Min (0, A(w;)) — 1), i=1,2, ..., n. Soit

! —. Alors la formule

(3

l l
(@, ) = [9a(@ Y, 8) fs) ds + ({ 9., ¥, 8) fy(s) ds = Z(F)  (3.11)

détermine une transformation continue de Uespace L, dans F(2) (on peut toujours
prendre p = 2).

Démonstration. Il s’ensuit des théoremes 3.1 et 3.2 pour toutes les
dérivées jusqu'au quatriéme ordre et pour le domaine £2; (voir la définition
3.1), qu’il existe une constante K telle que

3%(96 , Y, s)

ay,% <K, 1_[|s — s, £>0.

L’inégalité de Schwarz implique alors que les intégrales

[ Tlse — sléee ds, i@ Tisi — sffee ds

sont finies. Le théoréme 3.3 découle alors des théorémes bien connus sur la
différentiation sous le signe.
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4. Propriétés de la transformation Z

Au paragraphe 3 nous avons construit les fonctions de Green g¢,(z, v, s),
g,(, ¥, s) et nous avons montré que la formule (3.11) définit une transformation
linéaire continue de L, dans F(2) si p > Max 1

1=1,2,. nl "I" 'Sz
aura pour but de montrer que I’espace L, est une extension de l’espace des
conditions aux limites et que la transformation Z définie par (3.11) coincide
avec Zg.

. Le présent paragraphe

Théoréme 4.1. Soit QeN,. S@ p > max TT{ E alors L, est U'extension de
i=1,2,...,n

Vespace des conditions aux limites et la tmns]‘ormatwn Z définie par la formule
(3.11) coincide avec Zg.

Démonstration. Soit d’abord ¢(z, y) € D (I") (voir le théoréme 2.4). Soient
[ y:], ¢ = 1, 2, ..., n les pointes angulaires. Soit u = S(f) ou T'(u) = T(p) au

sens du théoréeme 2.2. Soit v = Z(F) ou F = [%ﬁ , z—g] = [fs f,]- Nous allons

montrer d’abord que v e W@ (£2). D’apres la définition nous avons
vz, y) = Oflhz(% Y 8) fo(s) ds — oflmz(x, Y 8) fuls) ds —
— jpz(x, Y, 8) fa(s) ds + oflhu(w, Y, 8) fu(s) ds — Oflmy(% Y, 8) fu(s) ds —
— [l .9 19 ds.
Si s non e'il (8 — 5, s; + 6), nous posons
M2, Y, 8) = 0, my(@, 9, 8) = 0, (2, Y, 8) = ka(®, 9, 9)

P, Y, 8) = kw(x’ Y, 8) .
Ecrivons maintenant la fonction biharmonique

h(x: _7/) = i[hac(x’ Y, 3) fw(s) ds + ofhw(x’ Y, 8) fv(s) ds

sous forme de Re (z ¢(z) + %(2)). Désignons p(2) = %'(2), nous obtenons

¢<z)=—1—.f?d—c— (18) + i 1,2,

ffx@) ik 4
= om —z

1 fa:(C) + "'fv(C)) fo8) + i £,(8) AC
D e L IO O K
2
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Pour que l'on ait ke WE(Q), il suffit (voir (4), p. 72) que les fonctions ¢"(2),
y’'(z) soient bornées dans le domaine Q. Il en vient

f2(8) + i /(€
f -z Ja.
La frontiére de 2 est la somme d’un nombre fini d’arcs A, ayant pour extrémi-
tés les points [z, y,] respectifs, les arcs sont trois fois continiment dérivables.
Comme la fonctions ¢(z, y) est indéfiniment dérivable, les fonctions f,(¢), f.(Z)
sont holderiennes et s’annulent identiquement pour se (s; — 8',8; + 6"
ou ¢’ est suffisamment petit. D’aprés la monographie de N. J. Muschelisvili [9]
(voir pp. 42 et 78) nous en concluons que ¢”(z) est continiment prolongeable

sur 2, donc bornée sur Q. D’une maniére analogue, nous trouvons que ’(z)
est aussi bornée sur Q. Soit maintenant

m(, y) f My, Y, 8) fals) ds + J my(&, Y, §) f,(s) ds .

Si ¢" = 9, alors m(x, y) = 0. On remarquera 1’égalité suivante qui, quoique
bien simple, n’en est pas moins importante par les conséquences qu’'on peut
en tirer: pour s # s, on a

my(, Y, 8) + po(a, Y, 8) = kw(x’ Y, ) (4.2)
et

my(, y, 8) + (@, Y, 8) = ky(x,y,8). (4.3)
Tout d’abord m,(z, v, s) et m,(z, y, s) appartiennent & W@ (2). En effet
Mma(%, ¥, 8) = L(x, ¥, 8) — 1,(0, 0, s). Pour fixer les idées, nous allons considérer
de nouveau le point angulaire [z, y,]. Si nous calculons la transformée de
Mellin de la fonction m,(r, @, s) dans la bande — A;(w;) — 1 < Ren < — 1,

alors la transformation inverse de Mellin donne pour 0 <r <1, — % —
% <0<+ % (le contour d’intégration étant choisi comme
Ren=§& < )
em,\*  [eom,)® o2m, \*
oy I o | I ) — pp-ne-a 4.4
(6x2)+(6y2 o ox oy = Kr (4.4)
Si maintenant — % — % <=6 = — —692—1 % alors l,(z, ¥, 8) = h(x, y, s) +

4+ 74(x, ¥, 8), ou r,(, y, s) est la solution d’un probléme biharmonique dans le
coin K; (voir la démonstration de la possibilité de prolonger lafonction l,(z, y, s))
pour laquelle U'estimation (4.4) est valable. Comme la fonction k,(, y, s) est
manifestement deux fois contintiment dérivable pour 0 < r < 1, — 3:71 —

&

— %) <0< % + % nous trouvons que m,(x, y, s) e WP (Q). Mais puisque
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k,(0, 0, 8) = m,(0, 0, 8) = p,(0, 0,8) = 0 et que les dérivées de m,(z, y, s) -+
+ po(x, y, s) sur la frontiére coincident avec celles de k.(x, y, s), (4.1) a lieu.
De fagon analogue on conclue & la validité de (4.2). Il est donc possible, sans
restreindre la généralité des raisonnements, de supposer que ¢’ = d. Les fonc-
tions de Green pour s * s;, d’ailleurs quelconque, ont la forme

ga:(x’ Y, 8) = ha:(x, Y, S) - kw(x: Y, 8) ’
gv(x’ y: 8) = ky(m’ y’ 8) - kv(x: ?/, 8) .

Introduisons la notation

k(x’ y) = Ofkav(x’ Y, ‘9) fac(s) ds 4 !kv(x> Y, 8) fy(s) ds.

Les ensembles k,(x, y, s) et k,(x, y, s) de fonctions du paramétre s sont bornés
dans W@(Q). Il en résulte que ke WP (2). Montrons & présent que sur la fron-
gz; = —2%, —Z% = 2—; . D’apreés la formule (2.8.2) de (4), p. 74, les dérivées
premiéres de la fonction % sont continfiment prolongeables sur 2, & condition
qu’il en soit de méme pour les fonctions ¢, ¢’ et y. Or cela est vrai en vertu des
formules (4.1). La démonstration suit un chemin analogue & celui de I’étude de
la fonction ¢”, nous en laissons la charge au Lecteur. Ce prolongement continu

vaudra en vertu de I’équation intégrale de Serman (voir (4), p. 210):

tiére

oh oh

)
G (M i (0= L0 +ike) + 5 [ +inen S moas—

- % f (fo(8) + 2 f4(s)) 2—’3— (7, 5) €299 ds

D’autre part
12 1

1 [o9
‘gg (T) + 1 2—1-; (‘E) ———fk(‘f) ]tw(S) dx + —7?5/158— (Ta s) fm(s) ds —
l ;
0 ) 9 .
— %f% (7, 8) cos 29(t, §) fu(s) ds — %f%{ (v, 8) sin 29(7, s) fu(s) ds +

+ f k(7) f,(s) dy + }1? j %g (v, 5) sin 20(z, 8) f,(s) ds +
0 5
> l
+i f % (v, 8) fy(s) ds — ;’z— f %—? (7, 8) cos 20(7; 8) fu(s) dé'
Donc v = u. . L
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Soit & présent f e WH(I"). Si nous considérons la fonction f sur £ seulement
nous aurons f e WP (2). Soit w = S(f). D’aprés notre théoréme 2.4, il existe des
fonctions ¢ € D (I") telles que lim ¢, = f dans WE&(I"), donc aussi dans W@ (Q).
En posant u, = S(¢,) nous obtenons lim u, =« dans W@(£2). Soit F, =

_ %9 O¢x _ o o .
= [8x s 8y]’ F = [%,5& . Maintenant

lim Zgo(F,) = Zo(F) dans F(2),
k—>00

parce que d’aprés le théoréme de 'immersion (voir Sobolev [1], p. 64) on a
lim F,, = F dans L,. Donc Zo(F) = u.

k—c0
Soit maintenant fe W@ (R2). Soient ¢ et ¢, les fonctions figurant dans la
démonstration du théoréme 2.12. Soit f; = fp; et f* = f. . Soit u = S(f),

u; = S(f;), h = S(f*).Onah = 0d’ ol u :Zui. Posons ensuite F'; = [Bf—’ a—f’] ,
i=1

ox’ oy
of of
[ax 8] 11 vient

F) = ZIZQ(F

Nous allons montrer que Zo(F;) = u,.

Soit done U(X;) le voisinage du point frontiere X;, et soit ¢, la fonction
correspondante. Sans restreindre la généralité, nous pouvons supposer que la
partie de la frontiére qui se trouve dans U(X,) se compose de points [z, f(x)] ou
f(x) posséde les propriétés mentionnées au théoréme 2.11 ou 2.10. Supposons
que le domaine Q soit situé ,,au-dessous‘ de la fonction f(x). Soit ensuite £, le
domaine Q translaté de e sous la fonction f(x). La fonction f(x, y) est prolon-
geable & I'extérieur de U(X;) & zéro. Désignons par 4 le domaine auquel f(x, y)
peut étre prolongée. Si ¢ est suffisamment petit, alors Q.c 4, [0,0]e Q,.
Ecrivons, sur .Q,

_— . - afzs afze
fie(x»y)_‘fi(x’y_b)s Fie—l:ax ) ay]

De la proposition citée dans [1], p. 16, il découle lim f,, = f; dans W(£2). Posons
&0

F, = [i—f; s %fj] . 1l s’ensuit du théoréme de 'immersion que lim F;,, = F; dans
&0

L,. Ecrivons S(F;,) = u,,. D’aprés ce qui précéde, nous avons Zo(F;) = u;,.

Comme lim Wi (2, ) = u;(x,y) dans W@(Q), donc aussi dans F(2) etlim Zo(F;,) =

= Zg(F ) dans F (L), nous avons nécessairement u, = ZQ(F ). Le theoreme
4.1 est par 1a démontré. o :
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Nous allons terminer ce paragraphe et par 13 le travail tout entier par une
remarque et un excercice destiné aux Lecteurs.

La transformation Z, peut étre construite aussi & 'aide des équations in-
tégrales constituées avec les noyaux h,(z, y, s), b,(x, ¥, s), my(2, ¥, s), my(, ¥, ).

On peut s’attendre a ce que cette méthode qui est dans bien des sens beau-
coup plus compliquée que celle employée dans le présent travail, permettra
d’affaiblir d’'une dérivée les conditions imposées aux arcs réguliers dont se
compose la frontiére du domaine £2.

Exercice. En appliquant le théoréme 2.12 démontrer que W = L. Montrer en-
suite que Z g, est unique.
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Pezome

PACHIMPEHUE ITPOCTPAHCTBA KPAEBBIX VCJIOBUA
BUTAPMOHUYECKON 3ATAYM [JI51 OBJIACTEN
C YINIOBBIMU TOYHAMU

MHPHNX HEYAC (Jindfich Necas), IIpara
(TTocrynmiio B pegakmmio 28/VII 1958 r.)

Uccnenyerca GurapMoHmdecKas 3ajada B ONHOCBSIBHOM, IJIOCKOM, OrpaHu-
YeHHOM 00JIacTy, TpaHMNA KOTOPOil MOKET CONepHiaTh KOHeYHOe YMCJIO YIilo-
BEIX Toyek. Ha rpammme samama mapa ¢ymxuumil f,, f, Ayru, m Hy;KHO HaiiTH
OUrapMOHHYECKYI0 YHKIMIO, KOTOPAsA Ha IrpaHMIe (OPMAIbHO YHOBIETBOPSIET

KPaeBOMY YCJIOBHIO ou f cu f
yy dz Jway = v
Rasxpoit ob6mactu 2 moctaBieHo B COOTBETCTBYE YMCEIO ¥ = 0 TaK, YTO ec/u

1
T 10 f,, f, ABIAIOTCA [ONYCTHMBIME KpPaeBHIMU YCIOBHUSMH, €CIIN
oHN abCOIOTHO MHTerpMpyeMsl Ha IPaHuue ¢ P-ii crTemeHblo. Ilpm sTOM, KO-
HEeYHO, Ha TpaHuIe MOJKHO OBITH ffw dz + f,dy = 0. Tak Kak BO BCAKOM
ciydae — § << i, CJefyer OTCIOMA, 4TO ()YHKINM, MHTETPUPYeMble ¢ KBaJPDATOM,
SBIAIOTCS KPAeBBHIMA YCIIOBUAMM.

P>

W3 3aBucmMocTH g oT yriIOBHIX TOYEK CJEAYIOT elle JaJibHeHmme YCIOBUS,
Kacalolecs KpaeBeX yciosuid. Hampmmep, ecam o6macts BHIYKIA (focTa-
TOYHO, 9TOOBL YIJIb GBIIIM BBITYKJIBIMM), TO JONYCTHMBIMUA KPaeBEHIMHA YCIIOBAAMYU
ABIAIOTCH (QYHRIWHM, WHTErpupyeMble a0COMIOTHO ¢ KaKoH-munbo crenmeHbio

p>1
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