Czechoslovak Mathematical Journal

Miroslav Novotny
Uber quasi-geordnete Mengen
Czechoslovak Mathematical Journal, Vol. 9 (1959), No. 3, 327-333

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/100360

Terms of use:

© Institute of Mathematics AS CR, 1959

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized documents
strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://dml.cz



http://dml.cz/dmlcz/100360
http://dml.cz

Yexocnopanknii MaTeMaTHIecKuii :kypHad, 1. 9 (84) 1959, Ilpara

UBER QUASI-GEORDNETE MENGEN

MIROSLAV NOVOTNY, Brno
(Eingelangt am 24. Mérz 1958)

In der Arbeit werden zwei verschiedene Arten von ¥, -universellen
Mengen fir quasi-geordnete Mengen konstruiert. Unter einer m-uni-
versellen Menge wird hier eine Menge mit einer binéren Relation ver-
standen, die zu jeder quasi-geordneten Menge, deren Méchtigkeit
hochstens m gleich ist, eine isomorphe Teilmenge enthélt.

In der mathematischen Literatur wurden die sogenannten m-universellen
Mengen fiir einfach geordnete bzw. geordnete Mengen studiert, d. h. Mengen,
die zu jeder einfach geordneten bzw. geordneten Menge, deren Méichtigkeit
hochstens m gleich ist, eine isomorphe Teilmenge enthalten. So hat z. B.
F. Hausporrr die 7,-Mengen studiert ([4], S. 181). Ich habe einen Satz be-
wiesen, der in BirkHOFrs Terminologie folgendermafien formuliert werden
kann [6]: Jede geordnete Menge von der Miachtigkeit ¥, ist zu einer Teilmenge
der Kardinalpotenz 2% isomorph. Also ist die Kardinalpotenz 2% eine ¥,-uni-
verselle Menge, deren Machtigkeit 2% gleich ist. Eine %,-universelle Menge von
der Méchtigkeit 2% hat auch J. B. JoENSTON konstruiert [5].

In der vorliegenden Arbeit werden universelle Mengen fiir quasi-geordnete
Mengen konstruiert. '

Es sei M bzw. M* eine Menge mit einer bindren Relation ¢ bzw. p*. Die
Mengen M, M* heiBlen isomorph, wenn es eine eineindeutige Abbildung f der
Menge M auf die Menge M* gibt, fiir welche f(x) o* f(y) genau dann gilt, wenn
xpy. Isomorphe Mengen nennen wir auch Mengen von gleichem Typus. Wenn
die Relation p auf der Menge M reflexiv und transitiv ist, so heillt die Menge
quasi-geordnet; ist sie iiberdies antisymmetrisch, so heiflt die Menge geordnet;
die Relation ¢ wollen wir in diesen Fillen mit = bezeichnen. Ist die Menge
M durch die Relation = geordnet, so heillt diese Relation Ordnungsrelation.
Den Typus einer geordeten Menge nennen wir Ordnungstypus.?)

Ist @ eine beliebige quasi-geordnete Menge, x, y € ), setzen wir x = y genau
dann, wenn z < y, y < z gilt. Es ist bekannt, dafl die Relation = eine Aquiva-

1) In [2] heiBt der Ordnungstypus ,,Number«.
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lenz ist, die eine Zerlegung der Menge @ definiert, die wir mit @ bezeichnen
werden. Es sei X, Y e Q. Setzen wir X < Y genau dann, wenn z =< y fiir jedes
x e X und jedes y e Y gilt, so ist die Menge @ durch diese Relation < geordnet.
Fiir ein beliebiges x € @ wollen wir weiter mit x(z) die Klasse X e ) bezeichnen,
fiir die z e X gilt.

Bs sei m eine beliebig gegebene Kardinalzahl. £(m) soll eine beliebige Menge
von der Machtigkeit m bedeuten, in der eine Ordnungsrelation so definiert ist,
dall zwei verschiedene Elemente stets unvergleichbar sind. Mit m wollen wir
den Ordnungstypus aller zu E(m) isomorphen geordneten Mengen bezeichnen.
Ist u eine beliebig gegebene Ordnungszahl, so soll R(u) die Menge aller Ord-
nungszahlen 2 < u bedeuten, deren Elemente der GroBe nach geordnet sind.
Mit x wollen wir den Ordnungstypus aller zu R(x) isomorphen Mengen be-
zeichnen. Endliche Ordnungszahlen sollen mit 0, 1, 2, ... bezeichnet werden,
mit w, wollen wir die kleinste Ordnungszahl von der Méchtigkeit %, bezeichnen.
Also ist z. B. R(2) eine einfach geordnete Menge, die aus den Elementen 0 < 1
besteht; 2 ist der Ordnungstypus derselben. Ist @ eine geordnete Menge, so ist G

S~—

die zu ¢ dual geordnete Menge. Also ist z. B. R(w,) die zu R(w,) dual geord-
nete Menge; ihren Ordnungstypus wollen wir mit @, bezeichnen.

Ist f eine Abbildung der Menge M in die Menge N, so werden wir sie aus-
fithrlich mit {f(uw)} oder {f(u)},.» bezeichnen. Im Falle M = R(u) soll jede
Abbildung dieser Menge in die Menge N eine Folge vom Typus y, die aus den
Elementen der Menge N gebildet ist, heiflen.

Fiir geordnete Mengen hat Birkhoff (vergl. [1], Kap. I, §§ 7, 8 oder [2]) drei
Kardinal- und drei Ordnungsoperationen eingefiithrt und zwar Addition, Multi-
plikation und Potenzierung. Fiir diese Operationen werden wir die Birkhoff’sche
Symbolik gebrauchen, also ist z. B. M~ die Kardinalpotenz, A @ B, M die
Ordnungssumme und Ordnungspotenz. Auflerdem werden wir die Operationen
mit Ordnungszahlen gebrauchen; diese werden ebenso wie in Hausdorffs Buch
([4], Kap. IV, § 2, Kap. V, § 2) definiert und symbolisiert. Also ist z. B. 1 + u,
— A + u, Ap die Summe, Differenz und Produkt zweier Ordnungszahlen. Der
Gebrauch der Birkhoff’schen und Hausdorff’schen Symbolik kann in dieser
Arbeit zu keinem MiBverstdndnis fithren. Fiir eine endliche Ordnungszahl =
schreibe ich ¥, ,,, », ., anstatt %, ., o, ,, wie es iiblich ist.

Waihrend die iibrigen fiinf Birkhoff’schen Operationen wieder zu geordneten
Mengen fithren, ist die Ordnungspotenz im allgemeinen nicht einmal quasi-
geordnet, wie M. M. DAy gezeigt hat [3]. Jedoch sind die Ordnungspotenzen
vom Typus .2 in gewissem Sinne universelle Mengen fiir quasi-geordnete
Mengen. Es gilt ndmlich

Satz 1. Es sei v eine beliebig gegebene Ordnungszahl. Zu jeder quasi-geordneten
Menge @, deren M dchtigkeit hichstens &, gleich ist, gibt es in der Menge vom Typus
%89 eine isomorphe Teilmenge.

328



Beweis. I. Die zu @ oben konstruierte Menge @ ist geordnet und ihre Méich-
tigkeit ist hochstens ¥, gleich. Also ist @ zu einer Teilmenge der Kardinalpotenz
R(2)"%) isomorph [6]; die letztere ist aber der Ordnungspotenz ™) R(2) gleich.
@ ist daher zu einer Teilmenge der Menge R®)R(2) isomorph; das zu X ¢ Q

gehorende Element der Menge *™/R(2) ist eine Abbildung der Menge R(X,)
in die Menge R(2), die wir mit {F (%)}, r(y,» bezeichnen wollen.

II. Es sei @ die Menge aller Abbildungen der Menge R(w,) in die Menge aller
Primzahlen p > 1; die Menge R(w,) wird dabei als fremd zur Menge R(¥,)
vorausgesetzt. Zu jeder Abbildung fe @ definieren wir die Abbildung 4, der
Menge R(w,) in die Menge R(2): Fiir jedes le R(w,) soll m e R(w,), ne B(w,)
solche Ordnungszahlen bedeuten, fiir welche [ = wym + n gilt (solche gibt es
und sind eindeutig bestimmt). Wir setzen dann

() = 1, wenn n durch f(m) teilbar ist.
~ 10, wenn n durch f(m) nicht teilbar ist.

Essei 4 \dig Menge aller 4;, fe @. Jede Abbildung « f_fl ist eine Abbildung der
Menge R(w,) in die Menge R(2); es ist daher 4 C Rw)R(2). Damit ist in der
Menge A die Relation < definiert.

Sind {a(w)}, {b(u)} beliebige Elemente der Menge A4, so sieht man leicht fol-
gendes ein: Wenn fiir ein Element u, ¢ E(—w/,,) die Relation a(uy) =1 > 0 = b(u,)
gilt, so gibt es ein Element u, € E(-a/),,), fiir welches u; < %, in I?(c:,) und a(u,) =
=0<1=>b(u,) git. Es ist daher {a(u)} =< {b(w)}; dhnlich beweist man
{b(u)} < {a(u)}. Die Machtigkeit der Menge A ist der Méchtigkeit der Menge @
gleic_}}, also ist sie N§» = 2%, > ¥,. Die Méchtigkgit einer beliebigen Menge
X e @ ist hochstens &, gleich. Zu jeder Menge X € @ gibt es daher eine einein-
deutige Abbildung yy der Menge X in die Menge 4 C Ky R(2), die offenbar ein
Isomorphismus der Menge X auf eine Teilmenge von A ist. Das Element
px(x) gehort zu der Menge K@) R(2); es ist daher eine Abbildung der Menge
M) in die M enge R(2), die wir mit {Gx(u)} bezeichnen wollen.

III. Zu jedem ze¢ ) definieren wir eine Abbildung {H.(w)} der Menge
R(¥,) ® R(w,) in die Menge R(2):

F,(u), wenn ue R@.

Ho(u) = {

G (2),x(w), wenn ue B(w,) .
Es gilt daher {H,(u)} € R(“v)@R\(“’T)R@). In der Menge aller Abbildungen {H,(u)},
x € @, ist damit die Relation < definiert.

Die Abbildung x — H, ist ein Isomorphismus. In der Tat, diese Abbildung
ist offenbar eineindeutig. Es seix, y € Q, v < y. Es ist daher entweder (1) alx) =
= «(y) oder (2) a(x) < x(y). Im ersten Falle haben wir F,(u) = F y(u) fir
jedes ue R(8,). Da {G.w (%)}, {Gatwry(w)} € A ist, so ist auch {Ga) o(w)} <
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= {Gawo(®)} in der Menge W’R@), Daraus folgt unmittelbar {H,(u)} <

= {(H,()} in der Menge ®*)¥FC)R®2). Im zweiten Falle ist {F,u(u)} <
< A{Fom(w)} in der Menge X¥)R(2) und daher auch {H,(u)} < {H,(w)} in der
Menge *®)ER@)R9).

Es seien endlich «, y ¢ Q Elemente mit der Eigenschaft {Hy(uw)} < {H, (%)} in

FOYER@ )R Q). Zwei Fille konnen eintreten: (1) F,)(u) = F,)(u) fiir jedes
uwe R(¥,). (2) Es gibt ein Element u, e R(X,) mit der Eigenschaft F,(u,) =
+ Fou)(%). Im ersten Falle haben wir «(x) = «(y), also z < y. Im zweiten
Falle ist {F,)(w)} < {F ()} in der Menge R¥)R(2) und daher auch x(z) <
< o(y), woraus sich x << y ergibt.

Also ist die Menge aller H,, x € @, eine Teilmenge von R(“«')@'MR@), die zu

der Menge ¢ isomorph ist. Da die Menge R(“::)@R?“_’DR@) den Typus %%.2 hat,
ist damit alles bewiesen.

Es sei » eine beliebig gegebene Ordnungszahl, N eine beliebig gegebene
nichtleere Menge. Wir bezeichnen mit F(w,, N) die Menge aller Folgen vom
Typus w,, die aus den Elementen der Menge N gebildet sind. Es seien {a(%)},.g(v,)
{b(u)}y r(w, beliebige Folgen, die der Menge F(w,, N) angehoren. Die zweite
soll eine Teilfolge der ersten heillen, wenn es eine streng wachsende Folge
{u(v)}, g0, vom Typus w, gibt, die aus den Ordnungszahlen u(v) < w, gebildet
ist, fir welche al[u(v)] = b(v) bei jedem ve R(w,) gilt. Fiir beliebige Folgen
{a(u)}, {b(w)} der Menge F(w,, N) setzen wir {b(u)} < {a(u)} dann und nur dann,
wenn die Folge {b(u)} eine Teilfolge der Folge {a(u)} ist. Damit ist in der Menge
F(w,, N) die binire Relation < definiert. Man sieht leicht ein, daBl diese Rela-
tion = eine Quasi-Ordnung der Menge F(w,, IV) ist.

Bemerkung 1. Ist

. ) — { 1 fir 0 < u < wy, w ungerade ,
0 fir 0 =< u < wy, u gerade, oder w, < u < o,,
1 fir 0 < u < wy, u gerade,
0 fir 0 < u < w,, u ungerade, oder w, =« < w,,

b(u) = {

so ist {a(u)} < {b(u)}, {b(w)} = {a(u)}, {a(u)} + {b(w)} in der Menge Flw,, E(2)].
Also ist die Relation < keine Ordnung.

Bemerkung 2. Haben die Mengen N, N* die gleiche Machtigkeit m, so sind
die Mengen F(w,, N), F(o,, N*) isomorph. Ihr Typus wird mit F(w,, m)
bezeichnet.

Auch die Mengen vom Typus F(w,, m) sind in gewissem Sinne universelle
Mengen fiir quasi-geordnete Mengen. Es gilt

Satz 2. Es sei v eine beliebig gegebene Ordnungszahl. Zu jeder quasi-geordneten
Menge Q, deren Michtigkeit hochstens X, gleich ist, gibt es in der Menge vom Typus
F(w,+s, 8,) eine isomorphe Teilmenge.
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Beweis. I. Die zu Q oben konstruierte geordnete Menge @ hat die Machtig-
keit m =< x,. Es sei u die kleinste Ordnungszahl von der Méchtigkeit m. Es sei
{X(u)}yr(w €ine Folge, die aus allen Elementen der Menge @ gebildet ist, in der
jedes Element dieser Menge genau einmal auftritt. Fir jedes X,e @ setzen
wir noch P(X,) = {X | Xe@Q, X = X,}.2)

Zu jedem X, e @ wird jetzt die Folge {Fy (u)},, R(w,,p Vom Typus o, nach
folgendem Gesetz gebildet:

(1) Fx(0) ist jenes Element X(u)e P(X,), welches den kleinsten Index u
hat.

(2) Es sei ve R(w,yy), v > 0. Setzen wir voraus, daBl Fy (0), Fy(1), ...,
Fy (u), ... fiir jedes u < v konstruiert ist. Wir setzen P(X,, v) = {X | X ¢ P(X),
X + Fy (u) fiir jedes u < v}.

(«) Ist die Menge P(X,, v) nicht leer, so setzen wir Fy (v) = X(w), wo X(w) e
e P(X,, v) jenes Element der Menge P(X,, v) ist, welches den kleinsten Index w
hat.

(B) Ist die Menge P(X,, v) leer, so setzen wir Fy (v) = 0. Dabei setzen wir
voraus, daB die Mengen @, R(2) einander fremd sind.

II. Die Abbildung X — Fy ist ein Isomorphismus der Menge @ auf eine Teil-
menge der Menge F(w,+,, N), wo N = @ v R(2).

Diese Abbildung ist offenbar eineindeutig. Fiir X, Y € @ haben wir X< Y
genau dann, wenn P(X) C P(Y). Es gibt ein Element w,e R(w,,,) mit der
Eigenschaft, dall Fy(w) e P(X) fiir jedes w < w, gilt, wihrend Fy(w) = 0 fiir
wy = w < w,,, ist. Die Relation P(X) C P(Y) ist daher dann und nur dann
giiltig, wenn es zu jedem w < w, ein z(w) ¢ R(w,,,) gibt, fiir welches Fy(w) =
= Fy[z(w)] gilt; {2(W)}wcrw, st dabei offenbar eine streng wachsende Folge.
Letzteres findet gerade dann statt, wenn eine streng wachsende Folge
{2(W)}wer(wy, 1) Yom Typus o,,, existiert, die aus den der Menge E(w,,,) ange-
horenden Ordnungszahlen besteht und fiir die Fy(w) = Fy[z(w)] bei jedem
we R(w,,,) gilt. Das folgt aus der Tatsache, dal die Machtigkeit der Mengen
P(X), P(Y) kleiner als X,+, ist; daher sind alle Glieder der Folgen {F,(w)},
{Fy(w)} von einem Index an gleich Null. Also ist X =< ¥ genau dann, wenn
{Fx(w)} = {Fy(w)} gilt.

ITI. Es sei jetzt A die Menge aller Folgen {a(%)}y (v, ,» vom Typus w,,,, die
aus den Elementen der Menge R(2) gebildet sind und die folgende Eigenschaft
() haben:

() Ist e R(w,+s), so existieren die Elemente u’, u” ¢ R(w,,,), fiir welche
u >u, u" > u, aw) =0, aw) =1 gilt.

2) Bs sei M eine Menge, E eine Eigenschaft, welche jedes Element x ¢ M entweder

hat oder nicht hat. Hat das Element x ¢ M die Eigenschaft X, so schreiben wir E(x). Dann
ist {x | E(x)} die Menge aller Elemente, die die Eigenschaft & haben.
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Es ist jetzt A C Flw,,,, R(2)]. Man iiberzeugt sich leicht, daB fiir {a(u)},
{b(u)} e Aimmer {a(u)} < {b(u)}, {b(u)} < {a(w)} gilt. Die Méchtigkeit der Menge
4 ist der Miachtigkeit des Systems aller Folgen vom Typus o, ,,, die aus den der
Menge R(w,,,) gehérenden Ordnungszahlen gebildet sind, gleich; also ist sie
N)%4% > ¥,,, > ¥,. Die Miichtigkeit einer beliebigen Menge X e @ ist hochstens
¥, gleich. Zu jeder Menge X ¢ @ gibt es daher eine eineindeutige Abbildung yy
der Menge X in die Menge 4 C Flw,,,, R(?)], die offenbar ein Isomorphismus der
Menge X auf eine Teilmenge von 4 ist. Das Element y(z) gehort zu der Menge
Flw,,s, R(2)] € F(w,,s, N); es ist daher eine Folge vom Typus w,,, die wir
mit {G'y .(%)}ocr(0,,s bezeichnen wollen.

IV. Zu jedem ze @ definieren wir jetzt eine Folge {H.(%)}u.r(w,,, VOm
Typus ,,,:

Es gilt daher {H.(%)}u.r(0,, ) € F(®,45, N). In der Menge aller Folgen {H,(u)},
z € @, ist damit die Relation < definiert.

Die Abbildung x — H, ist ein Isomorphismus. In der Tat, diese Abbildung
ist offenbar eineindeutig. Es sei z, y € @, x < 3. Dann ist auch «(z) = «(y) und
daher auch {F,)(u)} = {F (%)} in der Menge F(w,,;, N). Es gilt auch
{Go) (1)} = {Gu(w)} in der Menge F(w,.y, N). Es gibt daher eine streng
wachsende Folge {u(w)}yx(v,,, vom Typus w,,,, die aus den Ordnungszahlen
der Menge R(w,+;) gebildet ist, und eine streng wachsende Folge {v(w)}, r(w,, 2
vom Typus w,+,, die aus den Ordnungszahlen der Menge R(w,+,) gebildet ist,
mit den Eigenschaften

Foc(:c)(w) = Fa(y)[u(w)] fiir jedes we R(wv+1) und Goc(ac),ac(w) = Ga(y),’y[v(w)]
' fir jedes we F(w,ys) -

F (), wenn ue R(w,,,) ist .
Gu(w),x(_ Wy 41 + ’l,l/), wenn U e R((}J,,+2) — R(w,,H) ist .

Wir definieren jetzt die Folge {z(w)},r(w,,, vom Typus o,

) — w(w) fir jedes we R(w,,,;) .
2w) = 0,11 + v(— 0, + w) fir jedes we R(w,,,) — R(w,q) -

Dann ist {2()}y.r(,,,) €ine streng wachsende Folge, die aus den Ordnungs-
zahlen der Menge R(w,,,) gebildet ist. Man iiberzeugt sich leicht, daB
H,[2(w)] = Hy(w) fiir jedes we R(w,,,) gilt. Bs ist daher {H,(u)} = {H,(u)}.

Es seien @,y €  solche Elemente, fiir welche {H,(u)} < {H,(u)} gilt. Also
gibt es eine aus den Ordnungszahlen der Menge R(w,.,) gebildete streng wach-
sende Folge {«(v)},.r(w,, 5 vom Typus w,,,, fir die H,(v) = H,[u(v)] bei jedem
v e R(w,s) gilt. Zu jedem X ¢ P[x(x)] gibt es eine Ordnungszahl v € R(w,4;) mit
der Eigenschaft X = F )(v) = Ho(v) = H,[u(v)]. Daraus folgt u(v) < ®,;,
und dsher X — H,[u(v)] = F,q[u(v)]  Pl(y)]. Also ist P[x(x)] < P[4(y)] und
daher auch x(z) < «(y) in der Menge @, woraus sich x < y ergibt.
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Also ist die Menge aller H,, x ¢ @, eine Teilmenge von F(w, s, N), die zu der
Menge @ isomorph ist. Die Michtigkeit von N ist %, hochstens gleich. Ist
N, 2 N eine beliebige Menge von der Michtigkeit ¥,, so ist offenbar F(w,.,, N) €
C F(w, .9, Ny). Also ist @ zu einer Teilmenge der Menge F(w,,s, IV,) isomorph.
Da die letztere vom Typus F(w,,s, ¥,) ist, so ist damit alles bewiesen.
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Pesome

O KBABUVYIIOPANOYEHHBIX MHORECTBAX

MUPOCIAB HOBOTHBI (Miroslav Novotny), Bpuo
(IToerynnao B pegaxumio 24/I111 1958 r.)

Teopema 1. /[as 1106020 K8a3UYNOPAIOUEHIHOZ0 MHOHCECNBA, MOWHOCTRE KOMO-
020 MeHvue UAW PasHa X,, umeemcs 6 mroxcecmee muna %P2 uzomopgproe
NOOMHO HCECEO.

Myers N — muomecrso momuoct m, F(w,, N) — MHOKecTBO BeeX Iocie-
JOBATEIBHOCTEH THUIIA ®,, COCTOANMX U3 dileMeHToB MHOskectBa N. Jlist nByx
nocirefioBaTesnbHocTell %, Y € F(w,, N) momaraem ¥ < y Torjila u TOJIBKO TOTJa,
eciM TepBas ABIACTCH IOJIOCIENIOBATEIbHOCTHIO Bropoil. Tawmm obGpasom
mHOsKecTBO F(w,, N) wuBasmynopsamodeHo; o6osznaunMm depesd F(w,, m) tuu
9TOT0 MHOJKECTBA.

Teopema 2. [las 4106020 Kea3uynopadouernno20 MHOHCECINEA, MOUWHOCD KO-
mopozo menvule UAU PABHA ¥,, umeemcs 6 muoxncecmee muna F(w,.,, N,) u30-
Mopgroe nodmmocecmso.
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