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SUR UN PROBLEME DE E. CECH

F. MARCUS, IASI
(Regu le 9 juin 1958)

On donne sans démonstration quelques résultats concernant un

9

probléme de E. Cech, & savoir le probléme de déterminer toutes les
surfaces qui possédent plus d’une famille de ! pangéodésiques
planes.

Dans cette Note, je donne sans démonstration') quelques résultats que j’ai
obtenus récement en étudiant le probléme de déterminer toutes les surfaces
sur lesquelles il existe plus d’une famille de co! courbes en méme temps pan-
géodésiques et planes et qui a été posé pour la premiére fois par E. Crc,
dans une Note de I’Ac. dei Lincei en 1924 [1]. Cette question est aussi mention-
née dans le deuxiéme tome, page 540, de la Géométrie projective différentielle
de G. Fusint-E. Cron [2].

Dans [1], E. Cech a déterminé synthétiquement les surfaces sur lesquelles il
existe une seule famille de oo! courbes & la fois pangéodésiques et planes. E.
Cech montre aussi que sur la surface xyz = 1 il existe six systémes de pan-
géodésiques planes qui sont les lignes de Darboux et Segre.

D’aprés I'équation de Cech des lignes pangéodésiques d’une surface [2] il
résulte que si une courbe pangéodésique est plane, elle est aussi conique. Par
conséquent elle est aussi une ligne projective de B. SEa¢rE [3]. Donc le probléme
de Cech se réduit & cet autre:

Déterminer toutes les surfaces sur lesquelles il existe plus d’une famille de
0! courbes en méme temps pangéodésiques et projectives.

Si Pon normalise les coordonnées d’un point générique d’une surface, alors
les équations des lignes pangéodésiques et projectives sont respectivement

2y’ — fou't) + ' — pou't = 20(y + pu?), (1)
u,um o %u/lz — ']2"}/2 - %ﬂzulfi + Mu/2 . L’U/l4

1) _Leg démonstratinn seront données dans un travail qui pariitra dans ,,Studii si Cer-
cetari stientifice Acad. Rep. Pop. Rom. Filiala Tagi‘.
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ol u, v, sont les parametres asymptotiques, 3, y, L, M étant les expressions bien
connues de la géométrie projective differentielle des surfaces, et u = wu(v)
I'équation d’une courbe qui satisfait le probléme de Cech.

Les équations (1) peuvent &tre mises sous la forme [4]

(¥ o (7)) =
2pe)s 2(0)u+(ﬂe )u (0) 0, l )
M 2
"L”?”%{“}v*%(tﬁ“W):O’ 9:% {

ou {u}, est le Schwarzien de la fonction v = u(v).
En cherchant une solution commune du systéme (1) on trouve le

Théoréme. Sur une surface qui n’est pas une surface de coincidence, il peut
exister tout au plus quinze familles de oo pangéodésiques et planes.

La résolution du probléme de Cech n’est pas facile. En notant avec %% =

= p(u, v) I’équation différentielle des courbes qui sont pangéodésiques planes,
nous avons resolu le probléme de Cech dans le cas p = p(u) ou o = o(v) en
complétant avec quelques résultats ceux de E. Cech de [1] et [2], sur les pan-
géodésiques planes des surfaces de coincidence.

En observant que les équations (1) sont intrinséques, on peut, par un choix
convenable des parameétres asymptotiques, simplifier en ce cas le probleme de
Cech, en cherchant les surfaces telles que

du
i (3)
avec o constant.

Dans ce cas les équations (1) deviennent

Vo + 20yu — 20%y — '8y =0, (1)
y2 + QQZM — 294L — 96‘32 = 0
et nous avons le

Théoréme. St une surface qui n’est pas de coincidence admet quatre familles

de o' pangéodésiques planes distinctes données par %% =p; (1 =1,2,3,4),?

alors les courbes de deux familles au moins dotvent former un réseau conjugué.
En conséquence de [4] les surfaces sont des surfaces de Cartan-Terracini.

Les seules surfaces qui possédent deux familles de co! courbes qui satisfont au

probléme de Cech formant des réseaux conjugués sont déterminées par

B=¢(t) +y(); v=09) —pr), n=uv+v1,=u—0v,

L= —3¢" — 39> — gy +c, 0
M= —3¢>— 392 +gp +¢c, c=const
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et qui ont été déterminées en coordonnées conjuguées sous forme finie par B.
Segre [5] en étudiant un probléme d’un toute autre point de vue. On peut
demontrer de méme le

Théoréme. Cette classe de surfaces ne posséde pas d’autres courbes satisfaisant

aw probléme de Cech avec %z:— = const + 4+ 1.

Nous pouvons nous demander quel est le nombre maximum de réseaux
conjugués avec des courbes pangéodésiques planes que peut posséder une
surface? Compte tenu de (1) il en résulte le

Théoréme. Une surface peut avoir tout auw plus six réseaux conjugués les
lignes desquelles sont pangéodésiques planes, et la surface doit appartenir a la
classe (I). '

De méme nous avons le résultat suivant: Les surfaces de la classe (I) avec

B=y=09(tr)); L=M=—3¢t,)+ c(pfonction arbitraire), 7, = u + v (4)
olt

B=y=vm); L=M=—3y%r;) +¢, T5=u—v )
sont les seules surfaces satisfaisant au probléme de Cech, qui possédent au
moins un réseau conjugué formé par un systéme de courbes de Segre et le syste-
me de courbes correspondantes de Darboux.

Existe-il des surfaces avec trois familles de oo! courbes satisfaisant au
probléme de Cech sans que les courbes de ces familles soient deux-d-deux
conjuguées?

On peut démontrer qu’il n’existe pas de telles surfaces. De méme on peut
démontrer qu’il n’existe pas de surfaces avec deux familles de courbes qui
satisfont au probléme de Cech, sans qu’elles ne soient pas conjuguées. Enfin
on démontre que les surfaces qui possédent une seule famille de pangéodésiques
planes surfaces qui ont été déterminées synthétiquement par E. Cech, dépen-
dent de six fonctions d’'un argument.

2. Surfaces de Coincidence

Dans ce cas nous avons les résultats suivants:

Seules les surfaces de coincidence qui sont minima projectives [6], c’est-a-
dire les surfaces avec f = y = 1; py; = h; pyy = k, h, k constantes, possédent
six familles de pangéodésiques planes. Les six familles sont données par

08 — 2hp* 4 2kp> — 1 =0. (6)
Les surfaces de coincidence avec
f=y=1; pu=cu+h; pyp=co+k;
L= —2cu-+h); M=—2c+k)
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avec ¢ + 0, ne possédent aucune famille de courbes satisfaisant au probléme

de Cech, avec du o = const.

dv

De méme avec (2) on peut démontrer que sur la surface xyz = 1, sur les
surfaces ot p;; = h; Py, = k et sur les surfaces de coincidence avec ¢ # 0,
il n’existe pas d’autre familles de co!' pangéodésiques planes, méme si 'on
suppose o = o(u, v).
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Pesome
OB OJJTHOM IMPOBJIEME 3]II. UYEXA

®. MAPHVYC (F. Markus), flcent
(Hocrynuito B pepaxmuio 9/VI 1958 r.)

B aroit paGore aBrop HPHBOJKUT HEKOTOPBIE PE3YJIILTATHI, TOJIYICHHBIE HM TP
pelmenuy 3agaum, cocTOSAIel B HAXOMASHITM BCeX IOBEPXHOCTEH, Ha KOTOPBIX
cymiecTBYeT OOJBIIE WeM OJIMH CJIOIl MIOCKUX NAHTeOHe3MYecKuX. dTa npobiie-
Ma Osura Brepssie BesunyTa K. Hexowm B paGore [1]81924 ., ynomurnaercst
0 meit tarske Bo Bropoil wactu (crp. 540) counnenns G. Fusini — E. Crow,
Eeometria protetiiva differenziale.

3ajaga pemena B ciaydae, Korja and@epeHnumagbHoe ypaBHeNNWe KpPUBBIX,
ABJIAIOMMX CA OFHOBPEMEHHO IIAHTe0/Ie3MYeCKIMM 1 INIOCKIMY HA IIOBEPXHOCTH,
Koropasd He ABJIAETCHA IOBEPXUOCTHIO KoMHIujenimt, mmeer Bl du/dv = p
¢ o = p(u) nam ¢ = p(v), TAE U, ¥ — ACHMITOTMYCCKIE IAPAMETPHL.

B cayuae mosepxnocreit komnuupesnuir npobiema Yexa pewmena moiaocrsio.
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