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Чехословацкий математический журнал, т. 9 (84) 1959, Прага 

ИНТЕГРАЛЬНАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ 

ИБО ВРКОЧ ( IvoVrkoc) , Прага . 

(Поступило в редакцию 10/IV 1958 г.) 

В настоящей статье вводятся новые понятия устойчивости, ин­
тегральная и асимптотическая интегральная устойчивость. Эти 
новые виды устойчивости характеризуются здесь при помощи функ­
ций Ляпунова и сравниваются с некоторыми, уже известными, ви­
дами устойчивости. 

Настоящая работа посвящается интегральной и асимптотической ин­
тегральной устойчивости. Понятия интегральной и асимптотической 
интегральной устойчивости возникли путем обобщения устойчивости при 
постоянно действующих возмущениях и сильной устойчивости, см. опре­
деления 4 и 3. 

Сильная устойчивость была уже охарактеризована в работе Я. Курц-
вейля [1], однако, по сравнению с устойчивостью при постоянно действу­
ющих возмущениях она имеет то преимущество, что ее можно охаракте­
ризовать функцией Ляпунова простых свойств. Перейдем к понятию 
интегральной устойчивости. Пусть движение какой-либо механической 
системы описывается системой п дифференциальных уравнений, которую 
мы запишем в векторном виде 

о!ж х = [хг, ..., хп] , X = [Х19 ..., Хп] , -j^ = X(t,x), (1) 

где X(ty x) — векторная функция, определенная в полупространстве 
t ^ 0, в котором она удовлетворяет условию X(t, 0) = 0 и условиям Кара-
теодори 

1. X(ty х) — измеримая функция t для фиксированного х. 
2. X(t, х) — непрерывная функция х для фиксированного t. 
3. Для каждой области ||х|| ^ а, 0 ^ t ^ Ь существует интегрируемая 

по Лебегу функция m{t) такая, что в этой области имеет место \\X(t, х)\\ ^ 
g m(t). 
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Под решением здесь подразумевается решение интегрального уравне­
ния 

t 
x(t) — х0 = jX(r, х(т)) dx . 

*0 

Норму вектора х мы определим так: ||.т|| = / V х\\ вариацию векторной 
m 

функции x(t) определим соотношением var x(t) = sup ^ IM^+i) — X{U) Il 
(а,Ъ) i=l 

для всех подразделений а ^ t0 < tx < . . . < tm ^ h. 
Предположим, что без возмущающих влияний внешней среды (т. е. без 

влияний, которые в дифференциальном уравнении (1) не отмечены) дви­
жение системы описывается решением х = 0 уравнения (1). Возмущающее 
воздействие внешних сил можно выразить векторной функцией rj(t, x), 
которую мы и присоединим к правой части уравнения (1). Итак, в действи­
тельности система описывается векторным уравнением 

— = X(t, x) + ф, х) , (2) 

где T](t, x) также удовлетворяет условиям Каратеодори. , ,Величину" влия­
ния возмущающих внешних сил мы будем измерять при помощи интеграла 
00 

f sup \\rj(t, x)\\ dt. Мы будем считать систему интегрально устойчивой 
0\\х\\^о 
(точное определение будет дано позднее), если при малых значениях 
00 

f sup \\r](t, х)\\ dt решение x(t), x(0) = О уравнения (2) будет мало отличаться 
0|И|^<5 
от х ЕЕЕ 0 для всех t ^ 0. 

В отличие от устойчивости при постоянно действующих возмущениях, 
где \\rj(t, х)\\ мало для всех t ^ 0, здесь может наступить случай, когда 
\\rj(t, x)\\ принимает на малом интервале большие значения. Отсюда видно, 
что систему, на которую внешняя среда может воздействовать в течение 
краткого времени большой силой, удобнее всего исследовать с точки зре­
ния интегральной устойчивости. 

Приведем теперь точные определения. 

Определение 1 (интегральной устойчивости). Нулевое решение х == О 
уравнения (1) является интегрально устойчивым, если для произвольного 
ô > О существует В (о) > 0 так, что lim B(ô) — 0 и что удовлетворяет 

<5->0 

следующему требованию: 
00 

Пусть относительно функции rj(t, х) справедливо f sup \\rj(t, х)\\ dt < ô; 
t9\\x\\£B(ô) 

тогда каждое решение x(t) уравнения (2), удовлетворяющее условию 
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||#(̂ o)ll < ^ можно продолжить для всех t ^ t0 л \\x(t)\\ < B(ô) для t ^ t0 (t0 

может иметь различные значения для различных x(t)). 

Определение 2 (асимптотической интегральной устойчивости). Нулевое 
решение х = 0 уравнения (1) является асимптотически интегрально 
устойчивым., если оно интегрально устойчиво и если для любых чисел 
д > О, ту > О существуют числа Г((5, ту) > 0, у((5, ту) > 0 так, что для всех 
решений уравнения (2), для которых 

оо 

Wo)II < ô » / sup ||ту(£, ж)Il d£ < y(ô, ту) 
«oINI^BW 

имеет место неравенство \\x(t)\\ < ту для t ^ t0 -\- T(ô, ту). Число J5(<5) вы­
брано согласно определению интегральной устойчивости. 

Если предположить, что правая часть векторного дифференциального 
уравнения непрерывна, то получим более сильные результаты. Так как мы 
будем этот случай рассматривать особо, запишем такое уравнение в виде 

Wt = Y(t,x), Г ( * , 0 ) = = 0 , (3) 

где Y(t, x) — непрерывная векторная функция. 

Теперь мы приведем основные виды устойчивости, которые в дальней­
шем будем сравнивать. 

Определение 3 . Нулевое решение х = 0 системы (3) мы назовем сильно 
устойчивым,, если для произвольных чисел ô > 0, ту > 0 существуют числа 
B(ô) > 0, Т(д, ту) > 0 так, что В(д) -> 0 монотонно с ô -> 0, и справедливо 
утверждение, что каждое решениеx(t) системы (3), для которого ||я(£0)|| < <5> 
можно продолжить для всех t ^ t0 и имеет место \\x(t)\\ < B(ô) для t ^ t0 

и \\x(t)\\ < rj для t ^ t 0 + Т(д, ту). 

Определение 4 . Нулевое решение х = О системы (3) мы назовем устой­
чивым при постоянно действующих возмущениях, если для любого s > О 
существуют числа т у 1 > 0 , т у 2 > 0 так, что для всех решений векторного 

(3LX 
уравнения -=-• = Y(t, x) + B(t, x), для которых ||#(£0)|| < ту1? имеет место 

\\x(t)\\ < s для t ^ t0 в том случае, когда \\B(t, х)\\ < ту2, как только \\х\\ < s. 

Определение 5. Нулевое решение х == О уравнения (1) мы назовем 
вариационно устойчивым, если для любого ô > О существует В (о) > О 
так, что lirn B(ô) = 0 и что для любой векторной функции y(t) с конечным 

<5-> О 

изменением, определенной на интервале 0 ^ t 5^ Î7 < оо, справедливо 
* 

утверждение: если т/(0) = 0, var (y(t) — f X(r, y(r)) dr) < (5, то ||y($)|| < B(ô) 
<о,г> о 

для 0 ^ « ^ î7. 

73 



Прежде чем приступить к формулировке результатов этой работы, при­
ведем еще одно определение. 

Определение 6. Непрерывную функцию V(t, х), определенную во всем 
полупространстве t ^ О, мы назовем положительно {отрицательно) опре­
деленной в целом, если существует функция U(x), определенная и непре­
рывная для всех х, причем V(t, 0) == £7(0) = 0, V(t, x) ^ U(x) > 0 для ж ф О 
и lim U(x) = оо, соотв. V(t, 0) = £7(0) == 0, V(t, x) <: — U(x) < 0 для х ф 0. 

ЦяЦ-WO 

На первом месте приведем теорему, в которой интегральная устойчи­
вость характеризуется при помощи функций Ляпунова. 

Теорема 1. Решение х = 0 уравнения (1) является интегрально устойчи­
вым тогда и только тогда, если существует непрерывная функция V(t, x), 
определенная на всем полупространстве t ^> 0 и обладающая следующими 
свойствами: 

1. V(t, x) — функция, положительно определенная в целом, 
2. \V(t, x) — V(t, у)\ ^ К\\х — у\\, где К — положительная постоянная, 
3. V(t, x(t)) — невозрастающая функция t, если x(t) есть решение урав­

нения (1). 

Следующая теорема характеризует асимптотическую интергальную устой­
чивость. 

Теорема 2. Решение х = 0 уравнения (1) является асимптотически ин­
тегрально устойчивым тогда и только тогда, если существует непре­
рывная функция V(t, х), определенная во всем полупространстве t^iQ так, 
что 

1. V(t, x) — функция, положительно определенная в целом, 
2. \V(t, x) — V(t, у)\ ^ К\\х — у\\, где К — положительная постоянная, 

з. um sup т±^щ&т-тт £ __ UÀx {t)) 
если x(t) есть решение уравнения (1) и если предположить, что функция 
ü2(x) непрерывна и определена для всех х, С72(0) = 0, U2(x) > 0 для х Ф 0. 

Для уравнений с непрерывными правыми частями справедливы, конечно, 
теоремы 1, 2, однако, предполагая интегральную устойчивость и асимпто­
тическую интегральную устойчивость, можно доказать больше. 

Теорема 3. Если для дифференциального уравнения (3) существует не­
прерывная функция V(t, x), определенная е полупространстве t ^ 0, где 
она удовлетворяет условиям 1, 2, 3 из теоремы 1, то решение ж = 0 явля­
ется интегрально устойчивым. 

Наоборот, если решение х == 0 уравнения (3) интегрально устойчиво, то 
существует функция V(t, x), определенная в полупространстве t > 0, где 
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она обладает частными производными всех порядков по t, xlt . . . , хп и удо­
влетворяет условиям 1, 2, 3 из теоремы 1. 

Теорема 4. Если для дифференциального уравнения (3) существует не­
прерывная функция V(t, х), определенная в полупространстве t ^ О, где 
она удовлетворяет условиям 1, 2, 3 из теоремы 2, то решение х == 0 является 
асимптотически интегрально устойчивым. 

Наоборот, если решение х = 0 уравнения (3) асимптотически интеграль­
но устойчиво, то существует функция V(t, x), определенная во всем полу­
пространстве t > О, где она обладает частными производными всех по­
рядков по t, хг, ..., хп и удовлетворяет условиям 1, 2, 3 из теоремы 2. 

Сравнивая теоремы 1 и 3 можно поставить вопрос, нельзяли и для 
уравнения (1) построить функцию V(t, x) так, чтобы она обладала частными 
производными всех порядков. Мы покажем, что при одних условиях 
Каратеодори построить локально липшицовскую функцию V(t, x) нельзя. 
В примере 1 мы рассмотрим дифференциальное уравнение с интегрально 
устойчивым нулевым решением х = 0, для которого не существует локаль­
но липшицовской функции V(t, x), удовлетворяющей требованиям тео­
ремы 1. 

В следующей части мы без труда покажем, что если для уравнения (3) 
существует непрерывная функция V(t, x), обладающая в полупространстве 
t^O непрерывными частными производными по t, хъ ..., хп хотя бы 
первого порядка и удовлетворяющая всем трем условиям из теоремы 2, 
то х = 0 будет устойчивым при постоянно действующих возмущениях. 
Таким образом мы получаем следующую теорему. 

Теорема 5. Если решение х = 0 уравнения (3) является асимптотически 
интегрально устойчивым, то оно будет устойчивым при постоянно дей­
ствующих возмущениях. 

Итак, асимптотическая интегральная устойчивость учитывает не только 
влияния, действующие краткое время с большой интенсивностью, как было 
уже сказано выше, но и действующие (бесконечно) долгое время возму­
щения слабой интенсивности. Однако, устойчивость при постоянно дей­
ствующих возмущениях не является эквивалентной асимптотической 
интегральной устойчивости. Действительно, мы приведем пример диффе­
ренциального уравнения, для которого х = 0 будет устойчивым при по­
стоянно действующих возмущениях, но не будет интегрально устойчивым. 

Связь между асимптотической интегральной устойчивостью и сильной 
устойчивостью можно выяснить сравнением определений. Ясно, что реше­
ние сильно устойчиво, если оно асимптотически интегрально устойчиво. 
И в этом случае мы приведем систему дифференциальных уравнений, для 



которых х = О будет сильно устойчивым, не являясь одновременно инте­
грально устойчивым. 

Далее докажем еще следующую эквивалентность: 

Теорема 6, Решение уравнения (1) будет интегрально устойчивым тогда 
и только тогда, если оно вариационно устойчиво. 

В дальнейшей части будет доказана вспомогательная теорема 1, благо­
даря которой можно будет легко доказать, что интегральная устойчивость 
следует из вариационной устойчивости. Дело в том, что согласно этой 
вспомогательной теореме можно в определении 1 ограничиться функциями 
rj(t), не зависящими от х. Тогда определение интегральной устойчи­
вости можно сформулировать так: 

Решение х = 0 уравнения (1) будет интегрально устойчивым, если 
к любому ô > О можно подобрать B(ô) > 0 так, что lim В(д) = О и что 

<5->0 

выполняется условие \\x(t)\\ < B(ô) для t Ш t0, если x(t) есть абсолютно 
непрерывная векторная функция (т. е. если ее составляющие суть абсолютно 
непрерывные функции) такая, что 

1ИУ||<<5, J |l -"/_'-- >'". -IT); dx(r) 
~d7 dr < Ö . 

Сравнение с определением 5 (вариационной устойчивости) показывает, что 
из вариационной устойчивости вытекает интегральная устойчивость. До­
казательство обратного утверждения более сложно и будет проведено 
в дальнейшей части. Вариационная устойчивость была впервые опре­
делена Окамура и названа им сильной устойчивостью. Его работа 
автору недоступна, но сводка ее результатов содержится в работе 
Т. Иошизавы [2]. Название сильной устойчивости не могло быть исполь­
зовано автором, так как он им пользуется в другом смысле (см. определе­
ние 3). В автономном случае ее Окамура охарактеризовал при помощи 
функции Ляпунова V(x). 

В автономном случае можно охарактеризовать интегральную и асимпто­
тическую интегральную устойчивость следующим образом. 

Теорема 7. Решение х =Е 0 векторного уравнения 

Tt=X(x), X(0) = 0 (4) 

будет интегрально устойчивым тогда и только тогда, если существует 
функция V(x), определенная и непрерывная для всех х и такая, что удовле­
творяет следующим условиям: 

• 



1. V(x) — функция положительно определенная в целом, т. е. V(x) > О 
для всех ж Ф О, F(O) = О и lim V{x) = оо 

11*11-*« 
2. \V(x) — V(y)\ ^ К\\х — у\\, где К — положительная постоянная, 

3. V(x(t)) — невозрастающая функция t, если x(t) является решением 
уравнения (4). 

Теорема 8. Решение векторного уравнения (4) будет асимптотически 
интегрально устойчивым тогда и только тогда, если существует непре­
рывная функция V(x), олределенная для всех х и такая, что удовлетворяет 
условиям I и 2 из теоремы 7 и условию 

0, ш v VW + ДО) — V(x (t)) , ТТ/ /x4N 3 . Имеет место неравенство lim sup - ^ ~ — g — и (х (t)) 

для всех решений х(т), x(t) = х уравнения (4), для которых х Ф 0, и U(x) 
определена и непрерывна для всех х, U(x) > 0, для # ф 0. 

Если векторная функция в правой части векторного уравнения (1) 
определена не для всех х, а только в некоторой области t ^ О, ||#|| 5^ а, где 
а > О, то нужно ограничиться локальным определением интегральной 
и асимптотической интегральной устойчивости. Это значит, что в опреде­
лениях 1 и 5 (интегральной и вариационной устойчивостей) B(ô) существует 
лишь для чисел о, меньших, чем некоторая положительная постоянная 
h, b fg a. В определениях 2 и 3 (асимптотической интегральной и сильной 
устойчивостей) числа T(ô, rj), y(ô, rj) существуют только для ô, rj, меньших, 
чем некоторая постоянная с > 0, с ^ а. Не представляет труда перевести 
этот случай на рассматриваемый здесь случай интегральной и асимптоти­
ческой интегральной устойчивости в целом. Итак, можно построить 
функции V(t, х), которые будут определены в некоторой области t ^ О, 
INI ^ А < а и которые позволят охарактеризовать интегральную и асимп­
тотическую интегральную устойчивость в локальном смысле. 

В работе [1] Я. К у р ц в е й л ь охарактеризовал сильную устойчивость 
в автономном случае так: 

Решение х = 0 уравнения (4) будет сильно устойчивым тогда и только 
тогда, если существует функция V(x), определенная для всех х, причем она 
обладает частными производными всех порядков и удовлетворяет условиям: 

1. 7(0) = 0, V(x) > 0 для х ф 0, lim V(x) = оо. 
||аз||-»оо 

где W(x) — непрерывная функция, определенная для всех х, W(Q) = 0, 
W(x) > 0 для х Ф 0, и где х(г) — решение уравнения (4), удовлетворяющее 
условию x(t) = х. 
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Если ограничиться некоторой областью \\х\\ ^ а, то функция V(x) обла­
дает в этой области ограниченными частными производными и является 
в этой области липшицовской. Отсюда следует (см. доказательство теоре­
мы 12), что х = О является в локальном смысле асимптотически интеграль­
но устойчивым. Если, наоборот, решение х = О уравнения (4) в локальном 
смысле асимптотически интегрально устойчиво, то из сравнения опреде­
лений следует, что оно (также в локальном смысле) и сильно устойчиво. 
Итак, в автономном случае асимптотическая интегральная устойчивость 
локально эквивалентна сильной устойчивости. На вопрос, эквивалентнали 
асимптотическая интегральная устойчивость по определению 2 (в целом) 
сильной устойчивости по определению 3 (в целом) в автономном случае, 
нам дает отрицательный ответ пример 3. 

В заключение этой части приведем схематическое изображение соотно­
шений между отдельными видами устойчивости, которые здесь исследу­
ются. 

Асимптотическая интегральная устойчивость 
I 

Y Y Y V 

("ильная —Х~> Интегральная > Вариационная —Х~^ Устойчивость 
устойчивость ч-Х— устойчивость < устойчивость ^Х~~ п Р и п ° с т о я н н о 

t действующих 
возмущениях 

f 

Стрелка означает импликацию. Перечеркнутая стрелка значит, что им­
пликация в направлении стрелки не имеет места. 

Эта схема остается в силе и в автономном случае за исключением соотно­
шения 
Сильная устойчивость —Х~> Устойчивость при постоянно действующих 

возмущениях. 

Дифференциальное уравнение, правая часть которого равна тожде­
ственно нулю, обладает интегрально устойчивым решением — в то же 
время это решение не является ни сильно устойчивым, ни устойчивым при 
постоянно действующих возмущениях. Если какое-либо нулевое решение 
устойчиво при постоянно действующих возмущениях, из этого еще не сле­
дует, что все остальные решения сходятся к нулю, и, следовательно, это 
нулевое решение не обязательно будет сильно устойчивым. Наоборот, то 
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обстоятельство, что нулевое решение, являющееся сильно устойчивым, 
не обязательно устойчиво при постоянно действующих возмущениях, 
следует из примера 2. Интересно, что при исследовании устойчивости 
в первом приближении встречаются функции V(t, х), обладающие следую­
щими свойствами: V(t, x) есть непрерывная функция своих аргументов 
в области 

\\х\\ <А, t^ О, сг\\х\\ ^ V(t, x) < с2\\х\\ , 

dV 
\V(t, х)- V(t, у) | ^ Ц\х -у\\, ж (t, x)<- ||*|| . 

Тогда, по теореме 2, решение х = 0 будет асимптотически интегрально 
устойчивым, однако, эти требования являются более сильными, чем тре­
бования теоремы 2. 

Точно так же добавочные члены rj(t, x) в неукороченной системе рассма­
триваются в аналогичном виде \\rj(t, х)\\ ^ \\х\\ h(t), где h(t) — интегрируемая 

СО 

функция, f h(t) dt < оо. В отличие от асимптотической интегральной 
о 

устойчивости здесь rj(t, 0) = 0. 

Исследованием устойчивости в первом приближении, когда добавочные 
члены имеют этот вид, занимаются Р. Б е л л м а н [4], Г. А. А н т о ш е в ич 
[5] и В. Е. Г е р м а ид зе [6], который рассматривает добавочные члены 
более общего вида, В статье [7] рассматривается устойчивость, аналогич­
ная интегральной устойчивости, но не эквивалентная ей; кроме того она 
исследуется там при иных предположениях относительно дифференциаль­
ных уравнений. 

I 

Вместо теорем 1 и 2 мы докажем эквивалентные теоремы Г и 2'. Для 
доказательства эквивалентности нам нужно будет сначала доказать не­
которые вспомогательные теоремы и доказательство эквивалентности бу­
дет проведено позднее. В статье мы кроме того ссылаемся на леммы, со­
средоточенные и доказанные в конце статьи. Прежде чем формулировать 
теоремы Г и 2', дадим еще одно определение. 

Определение 7. Функцию V(t, x), определенную в полупространстве 
t ^ 0 мы назовем абсолютно непрерывной, если к любым числам S > 0. 
Т > 0 можно подобрать неотрицательные интегрируемые функции 

(p(rj), определенную для 0 ^ rj ^ 8 , 
гр(г}), определенную для 0 ^rj ^ Т 
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так, что справедливо утверждение: если точки [t, х], [г, у] удовлетворяют 
соотношениям 

Q<t^T, 0<т<Т, \\z\\^S, \\y\\<S 
то 

\v(t,x)- V(T,у)\ ^ \fw(fj)dv\ + 11/>Ыdv\• 
t г — 1 xi 

Теореме 1 об интегральной устойчивости эквивалентна 
Теорема 1'. Решение х = 0 уравнения (1) будет интегрально устойчивым 

тогда и только тогда, если сущест,вует абсолютно непрерывная функция 
V(t, х), определенная во всем полупространстве t ^ 0 и обладающая там 
следующими свойствами: 

1. V(t, x) — положительно определена в целом, 
2. \V{t, х) — V(t, у)\ ^ К\\х — 2/11, где К — положительная постоянная, 
3. V(t, x(t)) — невозрастающая функция t, если x(t) является решением 

уравнения (1). 

Для асимптотической интегральной устойчивости справедлива анало­
гичная теорема: 

Теорема 2' . Решение х = 0 уравнения (1) будет асимптотически интег­
рально устойчивым тогда и только тогда, если существует абсолютно 
непрерывная функция V(t, x), определенная во всем полупространстве так, 
что 

1. V(t, x) положительно определенна в целом, 
2. \V(t, х) — V(t, у)\ 5^ К\\х — г/11, где К — положительная постоянная, 

з. и™supv(t + ^Mt + m-v(hm ^_UMt)); 
At->0 +- А^ 

если x(t) является решением уравнения, (I) и если функция U2(x) непрерывна 
и определена для всех x, U2(0) = О, U2(x) > 0 для ж ф О . 

Доказательство эквивалентности теорем 1 и Г, соотв. теорем 2 и 2' будет 
проведено позднее. 

Теперь мы упомянем о главном результате теории Каратеодори. 
Теорема. Если векторная функция X(t, x) в правой части векторного 

дифференциального уравнения (1) удовлетворяет условиям Каратеодори, 
то для, каждой точки [т, £] существует решение x(t) векторного уравне­
ния {!), удовлетворяющее тождеству х{т) = f и определенное на интервале 
\t-r\^ß(ß>0). 

Если теперь решение х == 0 векторного уравнения (1) интегрально 
устойчиво, то ясно, что каждое решение уравнения (1) можно продолжить 
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для всех t^zr. Решения векторных уравнений (1), (2) абсолютно непре­
рывны. Покажем прежде всего, что возмущающие члены rj(t, х) можно 
выбирать независимо от х. Во-вторых, покажем, что можно рассматривать 
только те решения векторного уравнения (2), которые обладают непре­
рывными производными. 

Вспомогательная теорема 1. Решение х = О векторного уравнения (1) 
будет интегрально устойчивым тогда и только тогда, если к любому 
числу ô > О можно подобрать число В(д) > 0 так, что lim B(ô) = О и что 

для всех решений векторного уравнения 
п т 
ш = X(t, х) + <p(t) (5) 

имеет место \\x(t)\\ < B(ô) для t ^ t0, если 
со 

ЫШ<а, f\\cp(t)\\dt<ô. 
to 

Вспомогательная теорема 2. Решение х = 0 векторного уравнения (1) 
будет асимптотически интегрально устойчивым тогда и только тогда, 
если оно интегрально устойчиво и к любым числам д > О, rj > О можно 
подобрать числа T(ô, rf) > 0, y(ô, rj) > 0 так, что для всех решений век­
торного уравнения (5) имеет место \\x(t)\\ < rj для t ^ t0 + У(<5, rj), если 

00 

И У I < à, f \\<p(t)\\ àt < у(д, г,). 

Покажем, что решение х = О векторного уравнения (1) интегрально 
устойчиво, если справедливо утверждение вспомогательной теоремы 1. 
К произвольному числу ô > О подберем число B(ô) > 0 согласно вспомо­
гательной теореме 1. 

00 

Допустим, что для t](t, х) имеет место / sup \\n{t, х)\\ dt < ô и \\x(t0)\\ < ô. 
to \\*\\£B(Ö) 

Если бы было \\x(t)\\ < B(ô) для t e (t0, t*) и \\x(t*)\\ = В(д), то, положив 
<p(t) = rj(t, x (t)) для £ е (tQ, £*>, получим 

t* t* t* 
f\\<p(t)\\dt = f\\v(t,x(t))\\dt^f s u p \\rj(t, x)\\ dt < ô . 
*o <o *o ||ж||^Б(<5) 

Решение x(t) уравнения (5) можно продолжить решением векторного 
уравнения (1) для всех t ^ t*. (Решение х = О устойчиво.) Итак, cp{t) = О 
для £ > £*. Отсюда следует 

1ИУ1КД, 7ll9>(Olld*<a, \\х{*)\\ = ад, 

что, однако, невозможно. Подобным же образом можно доказать и вспо­
могательную теорему 2. 
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Теперь докажем, что возмущения <p(t) можно подобрать так, что данные 
решения уравнения (5) обладают непрерывными производными. 

Вспомогательная теорема 3 . Пусть x(t) — абсолютно непрерывная 
векторная функция (т. е. ее составляющие абсолютно непрерывны), опре­
деленная на интервале <(£0, t^), для которой 

dx(r) I dr X(r, x(r)) dr < Ô; 

тогда существует векторная функция y(t), составляющие которой обладают 
непрерывными производными, определенная на интервале <70, £х> и выполня­
ющая условия 

dr < 2(3 \№-y(t)\\<d, JW^1 - ^ У М ) | 

Д о к а з а т е л ь с т в о . К последовательности чисел г\п > 0 lim rjn = 0 

можно согласно лемме 1 (приведенной в конце статьи) подобрать посде-
довательность векторных функций уп(г) так, что 

1И0 — Уп(0Н ^ 
/

Il dx(r) 
И " d T 

àyn(r) 

dr 
d r < rjn < ~ й . 

Так как X(t, x) — непрерывная функция х при фиксированном t, имеет 
место \\X(t, x(t)) — X(t, yn{t))\\ -> 0, если \\x(t)—yn{t)\\-^ 0; По теореме Ле~ 
бега имеем 

/ Щ т , ж ( т ) ) - Х ( г , у я ( т ) ) И г ^ 0 . 

Итак, можно подобрать векторную функцию ?/(£) так, чтобы 

J \\Х(т, х(т)) - Х(т, у(т))\\ dr.<i. 

Тогда имеем 
h 

I dy(r) 
dr - Х(т, y(r))\\ d r ^ f dx(r) dy(r) 

dr dr dr + 

/

|| dx(r) 
~dT X{r, x(r)) I dr + / \\X(r, x(r)) - X(r, y(r))\\ d r fg 2(5, 

и вспомогательная теорема 3 доказана. 
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При помощи вспомогательной теоремы 3 нетрудно доказать следующие 
две теоремы, которые мы однако приведем без доказательства. 

Теорема 9. Решение х = О векторного уравнения (1) будет интегрально 
устойчивым тогда и только тогда, если к любому числу à > 0 можно 
подобрать число В (о) > 0 так, что lim B(ô) — Ou что имеет место 
утверждение: <5_>0 

Если y(t) — векторная функция для t е (tQ, t{) (интервал (t0, t{) может 
быть для различных функций различным), составляющие которой обладают 
непрерывными производными и если 

\\у(Ч)\\ < ^ f 1 ^Êr ~ X(T' ̂ (T))||dr = / Ыг)11 dr<ô' 
mo \\y(t)\\ < B(ô) для t € (t0, t{). Векторную функцию y(t) можно также 
считать решением уравнения (5), где 

<p{t) = - ~ — X(t, y(t)) для t е <£0, tx>, <p(t) = 0 для t>t1. 

Теорема 10. Решение х = 0 векторного уравнения (1) будет асимптоти­
чески интегрально устойчивым тогда и только тогда, если оно интегрально 
устойчиво по теореме 9 и если к любым числам ô > 0, г\ > 0 можно подо­
брать числа Т(д, rj) > 0, у(д, rj) > 0 так, что справедливо утверждение: 

Если y(t) — векторная функция, определенная на интервале (tQ, ^ ) , где 
ее составляющие обладают непрерывными производными, и если имеет место 

ЫШ < à , f ^ - - Х(т, у(г)) J dr = J \\ф)\\ dr < y(ô, n) 

mo \\y{t)\\ < n для te(t0+ Т(д, rj), t,}. 
Этим самым мы привели определения интегральной и асимптотической 

интегральной устойчивости к такому виду, что можно перейти к дока­
зательствам устойчивости в случае, когда существуют функции V(t, x) 
и обладают свойствами, требуемыми в теоремах Г или 2'. Докажем прежде 
всего 

Вспомогательную теорему 4. Если для векторного уравнения (1) суще­
ствует абсолютно непрерывная функция V(t, x) или, соответственно, если 
для векторного уравнения (3) существует непрерывная функция V{t, x) 
такая, что 

1. \V(t, x) — V(t, y)\ 5J К\\х — у\\, где К — положительная постоянная, 

Л v V(t + to, x(t + to)) — V(t, x(t)) , _, /лчч 
2. hm sup —— -~±———~ - — ^ <̂  Ф(х{Ь)) , 

д*~>о+ to 
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где x(t) есть решение уравнения (1) и Ф(х) — непрерывная функция, опреде­
ленная для всех х, то 

V(t1,y(t1))^V(t0,y(t0))+K I ày{t) 
dt 

X(t, y(t)) dt + J 0(y(t))dt (* 
to 

для любой векторной функции y(t) = \_Vi{t), • •, Vn(t)], определенной на 
интервале (t0, t{), составляющие которой обладают, в каждой точке этого 
интервала непрерывными производными. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть т — произвольное число из интервала (t0, ^>. 
Через точку [г, у (г)] проходит хоть одно решение x(t) уравнения (1). Сле­
довательно, х(т) = у(т). Для Д£ > О ввиду условия 1 будет 

\V(r + At, у (г + At)) — V(r + At, x(r + Д*))| £ K\\y{r + At) — x(r + At)\\ = 
r+At 

= К y(r + At) — y(r) I X(S, x(S)) d | < 

т + Д 

< z 
dy(r) if 

At J 
xa, x(i)) df At + <p(At) At, 

Ar At 

где <p{At) -> 0, если At -> 0. 

В силу условия 2 получим 

\V(r + At, x(r + At)) — V(r, x(r))\ < Ф(х(х)) At + tp(At) At, 

где ip(At) -> 0, если At -> 0. 
Из этих двух неравенств следует 

r+At 

~f X(£,z(£))d£ V(r + At, y(x + At)) - V(r, y(r)) ^ К dy(r) 
At + dr At 

+ Ф(х(т)) At + (cp(At) + y(At)) At. 

Поскольку речь идет об уравнении (3), для любого re <tQ, Ту имеет место 

r+At 

lim 
Af-^0 

1Л1 Х(£, х(£)) df = Х(г, у(г)) 

и, следовательно, 
,. ¥(г + At, у (г + At)) — V(r, у(т)) _ v 
lim sup ——- ————— v yv - <: if 

д*->о+ Ai 

d.y(r) 
dr ^ ( T , 2 / ( T ) ) + Ф(У(Т)). 

(*) 
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Так как функция V{t, y(t)) непрерывна, следует отсюда 

V(T, у(Т)) - V(tQ, y(Q) fg К J* | | ^ L - Х(т, у(т))|| dr + J <%(т)) dr. 

Этим доказана вспомогательная теорема 4 для уравнения (3). 
Что касается уравнения (1), то согласно лемме 3 имеем 

т+At 

lim -1 J X(Ç,x(S))dÇ = X{T,y{T)) 
Д£-»0+ Д* 

для почти всех т e <tQ, t{). Неравенство (*) имеет, следовательно, место 
для почти всех т е <£0, ^>. 

Однако, функцию V(t, x) мы в этом случае рассматриваем, как абсолютно 
непрерывную (см. определение 7). Так как y(t) абсолютно непрерывна, то 
ввиду условия 1 и V(t, y(t)) будет абсолютно непрерывной. Итак, доказы­
ваемое неравенство (**) справедливо и в этом случае. Теперь уже не­
трудно доказать 

Теорему 11. Если для векторного уравнения (1), соотв. (3), существует 
функция V(t, x), удовлетворяющая требованиям теоремы 1', соотв. теоремы 
3, то х ~ О является интегрально устойчивым. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Ввиду условия 3 теоремы Г можно положить 
Ф(х) = 0. По вспомогательной теореме 4 имеем 

* i _ 

]dy(t) V(h, y(h)) ^ V(tQ, y(t0)) +K j || *--*;' '- x (j, //{ ^ \ 
dt 

to 

1 dy(t) 
dt 

dt < 

^ K(\\y(Q\\ + f f Г i(/ у(Л) 
*0 

dt), (6) 

если ?/(£) обладает в каждой точке интервала <£0, ^> производной. 
Ввиду того, что V(t, x) — положительно определенная в целом, будет 
V(t, х) ^ U(x) > 0 для х Ц= 0, где £7(#) непрерывна и Г7(ж) -> со, если 
||ж|| -> оо. 
К произвольному ô > О подберем Б(<5) > 0 так, чтобы inf U(x) > 2i£(5. 

\\x\\**B(ô) 

Число B(ô) можно отыскать всегда ввиду того, что lim U(x) == оо. Так 
||ж||->оо 

как U(x) непрерывна, U(0) = 0, можно подобрать B(ô) так, что lim B(ô) = 0. 
(5->0 

Предположим теперь, что для некоторой векторной функции y(t) имеет 
место 

В 5 



ШШ < à , 

00 

/ 
I ày(t) 

At 
X(t, y(t)) dt < Ô. 

Тогда из неравенства (6) следует V(tlt y(tx)) < 2Kô для любого tx ^ t0. 
Очевидно невозможно, чтобы Цу^Н = В(д), ибо тогда было бы 

Vih, y{h)) Ж Щу(к)) > 2KÔ . 

Отсюда следует, что ||^/(^)|| < В (о) для tx 7> t0l и решение х == 0 системы (1) 
интегрально устойчиво ввиду теоремы 9. 

Теорема 12. Если для векторного уравнения (1), соотв. (3) существует 
функция V(t, x), удовлетворяющая требованиям теоремы 2', соотв. тео­
ремы 4, то х Е=.О асимптотически интегрально устойчиво. 

Доказательство . Решение х ~ 0 уравнения (1) является согласно 
предыдущей теореме интегрально устойчивым. Остается доказать, что 
существуют числа T(ô, rj) > 0, у(д, rj) > 0. Во вспомогательной теореме 4 на­
пишем теперь — U2(x) вместо Ф(х) (см. условие 3 теоремы 2'). Теперь 
к rj > 0 подберем у* > О так, чтобы для 

* 3 

]ày{t) 
Ык)\\ < у* , / dt X(t, y(t)) dt < у* 

K(ô + y) 

6ЫЛ0 \\y(t)\\ < 7] При t2 fg t f£ t3. 

Положим 

y = min (ô, y*) , Z = sup (— U2(x)) , Г(й, rj) = 

Допустим теперь, что существует абсолютно непрерывная векторная 
функция г/(£), составляющие которой обладают производными в каждой 
точке интервала <£0, ^>, t0 + У(<5, rj) < ^ такая, что 

l'\dy(t) \\y(t)\\ < ô I dt 
- X(t, y(t)) dt<y , 

||y(£)ll ~ 7 Дл я t e (h, k + T(ài П) >• Тогда было бы 

\\ày(t) 
V(tv yfo)) ^ V(t0, y(Q) + К I At - X(t, y(t)) dt j U2(y(t)) at 

^Kô + Ky + Щд, rj) ^ 0 . 

Однако это противоречит положительной определенности функции V(t, x). 
Итак, существует хотя бы одно т е <£0, t0 + T(ô, rj)} такое, что \\у(г)\\ < у ^ у*, 
а так как 



h *1 
lrb#m il /||T-z(''Hh-/l^~z(''yH 

T *0 

будет 1)2/(011 < rç Для £ e <r, ^>, a, значит, и для t e (t0 + JP(<5, rç), ^>. В силу 
теоремы 10 этим самым уже доказана теорема 12. 

Обратимся теперь ко второй части теорем Г, 2', 3 и 4. Покажем, что 
в случае, когда х = 0 интегрально устойчиво, соотв. асимптотически 
интегрально устойчиво, для этой системы существуют функции V(t, х), 
удовлетворяющие требованиям теорем Г, 2', 3, соотв. 4. 

Построение функции V(t, x) мы произведем для случая интегральной 
устойчивости и для случая асимптотической интегральной устойчивости 
одновременно. Аналогично и существование функции V(x), не зависящей 
от t и выполняющей условия теоремы 7 и 8 в автономном случае, будет 
следовать из этого построения. Предварительно введем, однако, следую­
щее определение. 

Определение. Функцию V(t, x) мы назовем локально липшицовской, 
если к любой точке [t0, х0] можно подобрать постоянные ô > 0, К > 0 так, 
что 

\V(tl9 хх) - V(t2, х2)\ ^ K(\t2 - ^ | + \\х2 - хг\\) 

для точек [tv хг], [t2, х2], \t0 —1±\ < <5, \t0 — t2\ < ô, \\x2 — x0\\ < ô, \\хг — a?0|| < 
< ( 5 . 

О б о з н а ч е н и е . Мы скажем, что векторная функция y(t) принадлежит 
С и запишем {y(t)} е С', если она определена и абсолютно непрерывна на 
интервале (t0, GO) (t0 может быть различным для различных функций). 

Теорема 13. Если решение х = 0 уравнения (1) интегрально устойчиво, 
то существует абсолютно непрерывная функция V(t, х), определенная 
в полупространстве £ > 0 и обладающая следующими свойствами: 

1. V(t, x) — функция положительно определенная в целом. 
2. \V(t, х) — V(t, у)\ rgj К\\х — г/11, где if — положительная постоянная. 
3. F(£, ж(£)) — невозрастающая функция t, если x(t) есть решение урав­

нения (1). 
4. Если х = 0 асимптотически интегрально устойчиво, то имеет место 

Vit + At,x(t + At)) -V(t,x(i)) ^ Trr/ , чч h m sup - A - - \ Ll-^JJ ^ _ w(x (t)) , 

где x(t) есть решение уравнения (1), a W(x) — непрерывная функция, опре­
деленная для всех х, причем W(x) > 0 для х =\= 0. 

5. Если правой частью уравнения (1) является непрерывная векторная 
функция X(t, х), то V(t, х) — локально липшицовская функция. 

m 



6. Если данное векторное уравнение автономно, то функция V(x) не за­
висит от t. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Прежде всего построим некоторые вспомогательные 
функции U(rj), W(rj). Функция U(rj) удовлетворяет для rj > О условиям 
U(rj) > 0, lim U(rj) = 0, lim U(rj) = оо, U(0) = 0. U(rj) — неубывающая 

Tj-^f 0 Tj—> 00 

- d î 7 (4 ) ^ ! г 
функция ^ с непрерывной производной —-—- fg — , и для любого ос спра­

ведливо утверждение: Если векторная функция у(г) удовлетворяет усло­

виям 
{У(г)}еС, 2/(0) = О, j II ^ Ä - X(r, y(x)) dr < ос 

то 

Щ\ЫЧ)\\)<1 Для 0 ^ ^ < сю. (7) 

Функция Щ?у) удовлетворяет условиям W(0) = О, Щ^) > 0 для ^ > О, 
Щту) — непрерывная функция rj. Далее для любого ос справедливо утвержде­
ние: Если векторная функция удовлетворяет условиям {у(г)} е С", у(0) = О, 

/ 
ày(*) лг( i w - ^ - Х(т, у{г)) dr ^ ос, 

то 
ос 

/ 
ОС 

W(y(z)) d r £ - . (8) 
О 

Построение функции U(rj) (на основании интегральной устойчивости). 
Так как ж = 0 — интегрально устойчиво, для любого ô > О существует 
B(ô) > 0 так, что \\y(t)\\ < В(д) для t ^ 0, если 

{у(т)} € С , 2/(0) = 0 , Л ! ^ _ Х(т, у(т)) dr < Ô . 

Функция B(ô) — неубывающая функция ö, lim B(ô) = 0, lim i?(<5) = оо, 
<5->0 (5-»оо 

так как В (ô) ^ ô.B качестве B(ô) можно выбрать и возрастающую функцию. 
Обратную к В(д) функцию мы обозначим через А (о). Так как B(ô) не об­
язательно непрерывна, А (о) определена на подмножестве N интервала 
<0, оо) так, что 0, оо — предельные точки этого множества. Д л я r\ e N 
положим U^rj) = \A{rj). При этом U^rj) — монотонная функция, т. е. для 
Tj1eN, 7]2eN1 rj1<Tj2k будет U^rj^ ^UX(YJ2). Как видно, теперь мы уже 
можем построить непрерывную функцию U(rj) ^ U^rj), для которой вы­
полняются все требуемые условия. 



Построение функции W(rj) произведем на основании асимптотической 
интегральной устойчивости. В качестве В (о) возьмем непрерывную и воз­
растающую функцию. Покажем прежде всего, что для любых 12 > 1Х > О, 
ос > О справедливо утверждение: Если обозначить через М(11У 12, ос, у(т)) 
множество всех тех t, для которых \\y(t)\\ е (1г, Z2>, где у (г) — векторная 
функция 

{у(т)}бС\ у(0) = 0, fl*^-X(T,y(T)) d r < 
о 

то для лебеговской меры этого множества имеет место неравенство 
/л[М(119 12, ос, у(г))] ^ oc(p(lv 12) . 

Итак, время, в течение которого какая-либо векторная функция у (г), для 
которой выполняются указанные выше условия, останется между цилиндра­
ми радиусов 1г, 121 в общем пропорционально ос. 

Судя по выбору В(12), А(1г) видно, что имеет место B(l2) ^ l2, А{1^) ^ 1г. 
Из асимптотической интегральной устойчивости следует: Для В(12), А(1г) 
существуют числа Т(В{12), А(1г)), у(В(12), А^)) так, что для 

ЫШ ^ В(12) , fjW^-X(T,y(T)) dr^yW^Aih)) 

будет \\y(t)\\ < А(1г) для t ^ t0 + Т(В(12), А(1^)). Ввиду непрерывности у (г) 
для каждого t > 0 такого, что 1г < \\y(t)\\ < 12, существует максимальный 
интервал <£0, t±} так, что в этом интервале 

A(k) ^ \\y(t)\\ ^ В(12) . 
Если этот интервал длинее, чем Т(В(12), А(1^)), то мы его разобьем на интер­
валы 

<*0 + ЩВ(12), А(1г)) , t0 + (k + l) T(B(l2), А(1г))у . 
Последний интервал такого рода может быть короче, чем Т(В(12), А(1г)) 
и мы будем его рассматривать лишь в том случае, если в нем хотя бы для 
одного значения т имеет место 1Х < \\у(т)\\ < 12. Таким образом мы покрыли 
множество M интервалами, длины которых равны или меньше Т(В(12),А(11)). 
Покажем, что интервалов, длины которых равны как раз T(B(l2), A^J), 

имеется не больше, чем ~тшт\—TÏTX~\ • Действительно, ввиду выбора 
у{В{12), Л(^)) 

Т(В(12), А(1г)), у{В(12), А(1г)) на каждом из таких интервалов 
<£*, t* -f- T (B(l2), Afti))} должно иметь место неравенство 

t* + T(B(l2),A(l1)) 
dy(r) I dz Х(т, у(г)) dr>y(B(l2),A(l1)) 

m 



Теперь рассмотрим интервалы более короткие, чем T(B(l2), A(l^)): Пусть 
t*, £g — концевые точки этого интервала. Если имеет место ||?/(£*)|| = B(l2), 

то интервалов такого рода не может быть больше, ^чем j - , ибо ввиду ин-
12 

тегральной устойчивости, модифицированной в теореме 9, на каждом 
таком интервале будет 

dy(r) I dr X(r, y(r)) dr ^ l2 

Если ||г/(£*)11 = A(h)y т 0 этих интервалов не может быть больше, чем ин­
тервалов <71? £2>, \\у(^)\\ = А{1г), \\y{t2)\\ > 1г (у(т) непрерывна и у(0) = 0). 

Но так как интервалов <£1? £2> не может быть больше, чем -, в общем 

будет 

/ / [ М ^ , ï2, а, у(т))] ^ *+-£тт)Т(В(1л),А(1г)), \y(B{l2),A(h)) ' г2 ' А(1г) 

(л[М{1г, 12, ос, у(г))] g; ag?^, Z2) . 

Возьмем теперь монотонную последовательность . . . 1_п < . . . < 1_г < 
< 10 < h < • • • < Zn < . . . положительных чисел, lim ln = 0, lim Zw = оо. 

Далее возьмем положительные числа gn так, чтобы Y дте < 1. Щ^) опре-
П = - ОО 

делим как непрерывную функцию, W(0) = О, Щ^) > 0 для rj > 0, притом 

так, чтобы JT(rç) < сп = -j-jj-^j г- для ln <; rj < ln+2. Для {у{г)} е С", 

2/(0) = О 
• / dr — М*> У(?)) dr ^ ос будет, конечно, 

оо 

/

оо со 

РГ(У(Т)) d r ^ 2 Сп[Щ{1п, L + 2, « , У M)] ^ 2 СП&<Р{1П, ln+ъ) ^ 

а 
оо 

П = - 00 

Докажем еще следующие н е р а в е н с т в а : 

а) Щ\Ш)\\) 
/ 

ày(r) 
Х(т, у(т)) <1тЧ- / Щ*/(т)) dz ^ - \\х\\, 

где {1/(0} е С, y(t) = x, Ç^t; 
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б) Если 

Щ\№)\\) -
[ Il dy(T) 

J У d t Х(т, y(r)) d r + / Щ ? / ( т ) ) а т 5 : - Е / ( | И ! ) 

где у(х) — векторная функция {у{г)} е С, проходящая через точку [t, x] 
т. е. y(t) = x, то 

Il ày(r) I dr 
Х(г, у(т)) dr ^ ||я|| — Щ|И|) 

гг, значит, \\у(т)\\ 5J 5(||ж||) <9̂ я t ^ т ^ £ (из интегральной устойчивости). 
в) Ду^л любого S > О w для интервала (tl7 £2) справедливо утверждение: 

Если точка [t, х] лежит в области \\х\\ < 8, t е (£1? t2) и у(г) — векторная 
функция, проходящая через точку [t, х], {у{г)} е С и такая, что 

dy(r) 
щ\ыт: ! dr — Х(г, У (г)) dr + J W(y(r)) d r S: £/(||x|j 

i 

для некоторого £ < £2 + 1, то 

||y(f) - я|| ^ 2 / m ( r ) d r + 2 М ( | - t) , 
t 

где т(г) есть функция, данная условиями Каратеодори в области \\z\\ 5^ 
^ B{S), О ^ т ^ t2 + 1, а Ж = sup Щ Ч ) . 

i?£B(S) 

Д о к а з а т е л ь с т в о а) и б). Для произвольной векторной функции 
г(т), 2(0) = 0, {z(r)} € С" согласно (7) и (8) будет 

щ\т\\: /1 
0 

11Л
 

dz(r) 
\~&г 

СО 

4/1 
Х(т, г(т)) 

ос 

/ dr + / ТГ(з(т)) dr ^ 

dz(r) 
~ d ^ X(r9z(r))\\dr. 

В качестве z(r) возьмем следующую векторную функцию: z(r) = О для 

т е < 0 , ^ - ДГ>, где At > 0, z(r) = ж T - ^ i ^ I * для т е ( 1 - Д«, $>, г(т) = 

= 2/(т) для т е <£, |> , Z(T) = ж(т) для т ^ | , где х(т) есть решение (1), проходя­
щее через точку [£, 2/(1)]. Итак, имеет место 

t 

U{\№)\\) - J II Д« \ A« / 
г-д* 

d r — 

tu 



< — тг 

/I 
t 

t и 
X(r, y(r)) 

ày(r) 
dr 

x X [r, x 
1 At \ At 

j W{z(x)) dr + J dr + I W(z(r)) d r + / W(y{r)) d r ^ 

t - д* 

/ r~(t-M)\\\A 1 Г 
r, x -T~—- d r — — / 1 r||dy(T) 

2 J dr 
•Х(т,у(т)) dr 

To есть 

/ W(x(r))dr. 

U(MS)\\)-J 

<l- f\\*l—x[ 

dy(T) 
dr 

X(r, y(r)) dr + / % ( r ) ) dr 

T, X 
г — (J — At) 
' AT 

t~At 
àt — / ÏT(Z(T)) dr 

£ oo С 

I" / J ^ - * (т , У(т))| dr - J ЩЖ(Т)) dr SS I ||x|| + I J m(r) dr -

1 Г \\ dy(r) 
% J |~dr~ X(r, y(r))\\ dr — I Pf(x(r)) dr . 

oo 

/ 

И, следовательно, если стремить Д£ -> 0, получим 

^(lly(f)l / 
ày(r) 

dr 

^ f N . 2 ; / 
dy(T) 

dr 

Х(т, у(т)) 

X ( T , у(т)) 

dr + / W{y(x)) dr ^ 

/ 
d r - W(y(T))dr, (9) 

где m(t) — интегрируемая функция (см. условия Каратеодори). Из этого 
неравенства уже следует а). По условиям неравенства б) и согласно (9) 
имеет место 

117(|W|) ^ ЩЫШ) - J | | - ^ - Х(т, у(т))|| dr + j W(y(r)) dr ^ 

^ 2 "?'i 2 t/ dj/(r) 
dr - Х(т, у(т)) 

'7) 

/ 
d r - I Tf(x(r))dr 
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Следовательно, 

/ 
ày(r) 

dr 
- X{r, y(r)) dr ^ IMI - U{\\x\\) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о в). Имеем 

\№)\\ - |И| ^ |fy(|) - x|| ^ var t/(T) 
/ 

dU/(i 
dr 

dr . 

И, следовательно, 

U(MS)\\) ^ U (\\x\\ + j dy(r) 
(h 

dr . 

Возьмем точку [£, #], ||#|| < S, te (tlt t2). Предположим, что | < t2 + 1; 
тогда согласно предыдущему будет 

tf(lly(f)ll) - / 
dy(r) 
dr X(r, у(т)) 

/ 
dr + / Щу(т)) dr ^ 

^ W D + 2 

й ЩЫ 

H\\^dr~I\\^-x{t'M\dr+fW{y{T))dT-
H 

й ЩЫ 

dy(r) 
dr 

H 
dr + J ||Z(T, 2/(r))i| dr + J* Щу(т)) dr ^ 

dr + / m(r) dr + M ( | — r) , (10) dr 

где ||Z(r, y)|| ^ m(r) для ||^|| ^ 5(A), 0 ^ r ^ *2 + 1 и M = sup Щ ч ) . 

Действительно, согласно б) будет \\y(r)\\ rgj -ß(lkll) < -ß(£) для t 5j г ^ | . 
По условиям неравенства в) и согласно (10) имеем 

с/(1И1)^ щ\\х\\) - I Л - ^ 

Отсюда 
е 

| | y ( f ) - s | | ^ var у(т) = Г „ 

dr + / W(T) dr + M(f ~- 0 

<fy(r) 
/ dr g 2 / ж(т) dr + 2M(| — t) . 
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Функцию V(t, x) мы определим соотношением 
I 

Il ày(r )̂ sup [щ\\у(Ш) - J 
dr - X(r, y(r)) jw(y(r))dr^ dr + I Щу(т)) dr 

для всех {y(r)} € С, y(t) = x. Докажем, что эта функция V(t, x) удовле­
творяет требованиям теоремы 13 для случая, когда решение х = 0 уравне­
ния (1) асимптотически интегрально устойчиво. Однако, если в определе­
нии V(t, x) вместо функции W(rj) использовать функцию, тождественно 
равную нулю, то V(t, x) будет удовлетворять требованиям теоремы 13 для 
случая, когда х = О интегрально устойчиво. 

Д о к а з а т е л ь с т в о существования функции V(t, x). Из неравен­
ства а) следует, что для любого {у(т)} е С', y(t) = х, | ^ t, выражение 

Щ\ЫШ) 
[ Il dy(T) 

J dr Х(т, у(т)) 
/ 

dr + I Щу(т)) dr 

будет ограничено сверху; итак, существует верхняя грань и V(t, x) <̂  £||#||-
Теперь мы постепенно докажем, что V(t, x) обладает свойствами 1—6, 

сформулированными в теореме 13. 
1. V(t, х) — полояштельно определенная в целом функция: V(t, х) ^ U(x) 

и lim ?7(||#||) = оо. В определении V(t, x) достаточно положить у (г) = х(т)у 
\\х\\->со 

где х(т) есть решение, проходящее через точку [t, x] и £ = t, 

2. \V(t, x) — V(t, y)\ ^ K\\x — y\\. Пусть sn > О есть последовательность 
положительных чисел, сходящаяся к нулю. К еп > 0 можно подобрать хп(г) 
и £и так, что 

[u(\K(in)\\)~j\ V(t,x)-\U(\\xn(Çn)\\)-
dxjj) 

dr 
Х(т, xn{r)) dr j W(xn(r)) dr] ТГ(жп(т)) dr < en 

Предположим, что | n > t (n = 1, 2,.. .). Построим 2/п(т): 2/п(т) = жп(т) + (у — #). 

. Т — — ^ — - для t€<t9t + àtn}, ktn -> 0, 2/я(т) — хп(х) для т ^ « + Мпу 

где Д п̂ > 0, t + AZn < | п . Имеем 

7(t, x) - F(*, y) ^ ew + C7(tK(fn [^(iwfn)iD-j dxn(r) 
dr Z(r, xn(r)) dr 

+ Jw(xn(r)) dr] - [Щ||2/П(|и)||) - J 1 % ^ - X(r, yn(r)) 
t t 

dx + 
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In t+Atn 

+ f W(yn(r)) d r ] ^ e n + j | ^ - X(r, yn(r)) 
t t 

t+Atn 

X(r, xn(r)) h+f W(yn(r)) - W(xn(r)) 

dxn(r) 
dr 

dr ^ £„ + 

+ / 
\dyn(r) dxn(r) 

dr dr 
*+A£« 

/ 

t+At„ 

dr + Г ||Z(T, ЖП(Т)) - X(r, yn(x))\\ dr + 
t+Atn 

I + J \W(yn(r)) - W(xn(r))\dr ^sn + \\y - x\\ + 2 J m(t) dt + 2M Atn , 
t t 

где m(£) — см. условия Каратеодори, M = sup W(rj). Действительно, 
*?£B<||*||)+||y-*|| 

если еп так мало, что 0 < еп < F(£, #) — £Щ||#||), то выполняется условие не­
равенства б) и отсюда следует ||о?п(т)|| ^к.В(\\х\\) для t ^ т ^ fn и для уп(т) 
имеет место ||2/п(т) — хп(г)|| ^ ||у — х\\, следовательно, \\yn(r)\\ <L В(|М|) .+ 
+ \\у — х\\ для t fg т ^ £„. Так как далее гп и Д£п сходятся к нулю, то 

7(*, ж) - F(£, у) ^ Ik - 2/11. 
Предположим, что £п = t, (п = 1, 2, . . . ) . Следовательно, 7(£, ж) = С7(||#||), а 
так как 7(£, г/) ^ ЩЦуН) (см. 1), то 

m я) - V(t, у) ^ Щ\\х\\) - Щ\\у\\) ^ 1-\\\х\\ - ||2,||| ^ ill« - 2/11 ^ Ik - 2/11 

так как 5L —. Меняя местами х ж у, получим 

3 и 4. Имеем 
\V(t,x)-V(t,y)\£\\x-y\\ 

.. V(t + At, x(t + At)) — V(t, x(t)) ^ Tir/ , чч hm sup —— — — 4 — ~ ^ — W(x(t)) . 

Пусть х(т) есть решение, проходящее через точку [г, х]. Рассмотрим точку 
[t + h, x(t + А)], где А > 0. К произвольному £ > 0 подберем у(г) и f так, 
что y(t + h) = x(t +h), Ç >t +h, 

V(t + h, x(t + h)) - [V(||2/(£)!|) J [ ^ - Z(r, 2/W) 
<+л 

d r + / tf(2/(r))dr < £ . 

Положим z(r) == ж(т) ДЛЯ r e ( U + A>, z(r) == у(т) для r ^ t -\~ h. Имеем 

I dz(r) 
V(tfx)^U(\\z(S)\\)-f 

t 
dr — X(r, z(r))\\ dr + / W(z(x)) dT = 

/ 

= ЩЫШ) I 
t+h 

d?/(T) 
dr Z(T , y(r)) dr + / JF(«/(T)) dr + t W(x(r)) dr . 

05 



Отсюда 
t.+ h 

V(t + A, x(t + A)) — F(J, x) ^ £ — / Щж(т)) dr . 

Ввиду того, что функция Щ?у) непрерывна, несомненно 
.. V(t + А, ж(* + А)) — 7($, х) 
lim sup ——--—-—-—-— ^—- <g — TF(ж) . 

й->о+ А 

5. Докажем, что функция V(t, x) абсолютно непрерывна. В случае, когда 
X(t, x) непрерывна, покажем, что V(t, x) является локально липшицовской 
функцией. Возьмем произвольную точку [t0J х0] и число ô > 0. Точки 
[#!, хх], [t2, х2] возьмем так, чтобы |£х — t0\ < <5, |£2 — £0| < о, \\хг — х0\\ < (5, #0|| < (5. Докажем, что 

t-г 
\V(tu хг) - V{tt, х2)\ ^ Ц«! - х2\\ + |/то(т) dr| + 2M1\t2 - ^1 , 

где m(r) — неотрицательная интегрируемая функция, определенная усло­
виями Каратеодори \\X(t, х)\\ <̂  m(t) для \\х\\ f£ ЗБ(||о;0|| + о), 0 < t ^ t0 + 
+ ô + 1, 

Мх == sup Tf (rç) . 
i j^3B(| |e 0 | | + «) 

Если функция Х(£, х) непрерывна, то в качестве m(t) можно, конечно, 
взять также непрерывную функцию, и тогда уже ясно, что V(t, x) будет 
локально липшицовской функцией. 

К произвольному s > 0 подберем у(т) и £ так, чтобы 

F(*2,s,)-[tf(||y(«| 

Положим 

/ S I X ) — <Х-| j v'*'/2 ~ 1 / 

Г dy(r) 
J dr * ( т . у(т)) dr + / W(y{x)) dr < £ . 

t2 t1 
r . fi ^ T ^ ^ ; Z(T) = 2/(T) , г ^ «2 

Имеем 
I 

X(r, Z(T)) 

Следовательно, 

dr + I ^(Z(T)) dr . 

V(h,z2)-V(t1,xî)<e+\U(\\y(Ç)\\) [tf(lly(£)li) - J* 
dy(r) 

dr 
* ( т , У(т)) dr + 

j W(y(r)) dr] - [ + ÏT(2/(r)) dr - U(\№\\ 

|тг(Ф))ат]^в + / | ^ 

ГЦсИт) 
J II dr 

- X ( T , Z(T) ) 

Z(T , Z(T)) dr -f 

i 2 

/ dr + I W{z(r)) dr = 

;'̂ ; 



Ч 

I £ + I (ж2 —^ i ) 
1 

ч 
jW\x1 

t2 î 
-Л- I T . JL-i j I X o JU-i ] 

T — tt 

H H 
(1т + 

+ (x2 — xi) 1 dr ^ e + |[.x2 — ж 
L — £ 

Pill + I m( rJdr + M ^ - ^ ) , 

где \\X(t,x)\\^m(t) для 0 ^ ^ t0 + Ô + 1, ||г|| rg ЗЯ(||ж0|| + <5), M1 = 
= sup Щ77). Так как £ как угодно мало, будет 

^ 3 B ( | | œ o | | + 0 ) 

Р(*г, «г) — V(h, %i) ^ Ika — »Л + / W(T) d r + M ^ — ^i) . 
h 

Дадим теперь оценку выражения V(t1} хг) — V(t2l x2). В случае, если 
Vit^Xj) = £7(|Ы), будет 

F(^i, ^ ) - V(t2, хг) ^ t / ( |M) - £7(||х2||) fg i||Xi - a y . 

Итак, предположим, что V(tx, хг) > ЩЦ^Ц). Тогда к последовательности 
£п > 0, сходящейся к нулю, можно подобрать хп(т) и fn так, что 

In 
El I II Г1 О" / т Л I I 

F. V(h, xj - |V(||*n(UI) - J II ^ ^ - Х(т, xn(r)) 
Ч 

dr + I Щжп(т))<1т < e„ . 

а) Предположим, что | n fg £2, (тг = 1, 2, . . . ) . Так как V(t2, х2) I> t/(||x2||), 
имеет место 

In 

dxn(r) F(^i, Xi) — F(*2, #2) ^ sn 

i. 

^(iK(fn)ii: / dr X(T, xn(r)) dr + 

+ jW(xn(r)) dr - C7(||*2||) ^ en + \ \K(in) ~ x2\\ + Jw(xn(r)) dr 

^ Zn + \ IK(fn) - *2II + Mx(t2 - ^) . 

Если £n < F(^i, x±) — C7(||̂ i||), выполняется условие неравенства б) и 

|Ыт)| | < 5(||Ж1||) ^ Б(||х0[| + д) для *х ^ т ^ f„ . 

Далее, ввиду неравенства в) будет 

V(h, хг) - V(t2, х2) ^ ЕП + i\\xn(h) - xn(Çn)\\ + i lki - *,|| + 

+ М&, - t,) rg e„ + / m(r) dr + Ща̂  - x2|| + 2 ^ ^ ^ - fj . 

Так как еп стремится к нулю и £п ^ £2, будет 
ч 

V(tlt хх) - Р(*„ ж>) ^ |||хх - ж2|| + /то(т) dr + 2МЛ*, ~~ tx) . 
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Если £n > t2 (n = 1, 2, . . . ) , то можно положить 

т — (*2 + ten yn(r) = xn(r) + (x2 — xn(t2)) AL 
для г e <t2, *2 + A^> 

yn(x) = #п(т) для т ^ £2 + A£n, где 0 < A£n < 1, t2 + A£n < | w . Имеет место 

[ Г d r M 
tf(IK(f»)ll)-J - ^ - Х ( т , ж п 

+ fw(xn(r)) d r ] - |V(||yn(fn)||) - J 

dr + 

dyn(r) 
X(r, yn(r)) dr + 

h 
« 2 

/ 
Ахп(т 

to 

I 
(h X(T, xn(r))\\ — 

t2+Atn 

dr 

1 àyn(r) 
dr 

X(r, xn(r)) 

- -£(r, 2/„(T)) 

dr + 

clr + 

J w(xn(r)) dr + j m Цхп(г)) - Tf (yn(r)) 

2̂ + A^ w 

/ Irl? dT + / i № a'n(T))!! dT + / 

dr :gj £n — 

dxn(r) __ dy„(T) 
dr clr 

d; 

*1 *2 
2 + А^я £2 

/ 
+ / | |Z (T , x„(r)) - X(r, yn(r))\\ dr + » W{xn{x)) dr + 

/ ' 

dr + 

tz+Atn t2 

+ J \W(xn(r)) - W(yn(r))\ dr ^ £„ - J j ^ 

2̂ t2+Atn 

-f f m(r) dr + ||ж2 — жп(г2)|| + 2 1 Ж(т) dr + 2MX A«w + Mx(t2 — /х) 

Дадим еще оценку: 

11*̂ 2 Xn{^2)\\ I dxn(r) 
dr < 

<: ||ж2 — Xjll + | K ( ^ ) — rr n (y || - var xn(r) <: \\x2 — xji , 

значит, в общем 

F(^ , ajj) — V(t2, x2) <: en + \\x2 — XJII + [ W ( T ) dr + 

t2 . Atn 

+ 2 I m{r) dr + 2M± Mn + M±(t2 — tx) . 

№ 



Так как еп -» 0, At„ -> О, будет 

V(h, хг) — V(t2, х2) ^ \\х2 - Х]\\ + | / го(т) dr | + М ^ - tj . 

Теперь уже видно, что 

\V(tlt хг) — F(*2l ж2)| ^ ||ж2 — хг\\ + | / т ( т ) dr | + 2MX|*2 — *х| . 

6. Пусть данное векторное уравнение автономно (4). Возьмем две точки 
[t±, x\ [t2, x], tx fg t2. К произвольной векторной функции {уг(1)} е С, 
y^t]) — х можно подобрать векторную функцию y2(t) = у-fit — (t2 — £х)], 
определенную на интервале <£2, со) и удовлетворяющую условиям 

{y2(t)} е С" , y2(t2) = yi(tx) = x ; 

наоборот, к произвольной векторной функции y2(t) построим yx(t) = 
= У?№ + ik — к)] Для t ^ h- Отсюда 

i 
I! А « , (п~\ II 

clr + 

Z(ya(r))| |dr 

V(tv x) = sup p u p 

jw{yx(x)) d r j j - sup {sup [ff(||ya(f)||) - J I ^ 

+ Jlf(!/2(T))d.r]J=F(^^). 

Из этого соотношения видно, что функция F(£, x) не зависит от t. 
Этим самым доказаны и теоремы Г и 2', так что остается д о к а з а т ь 

э к в и в а л е н т н о с т ь этих теорем с теоремами 1 и 2 соответственно. 
Если решение х = О уравнения (1) интегрально устойчиво или асимпто­

тически интегрально устойчиво, то согласно теоремам V и 2' существуют 
абсолютно непрерывные функции V(t,x), удовлетворяющие требованиям 
теорем Г и 2', а следовательно, и всем требованиям теорем 1 и 2. 

Доказательство утверждения, что решение х= 0 уравнения (1) интег­
рально или асимптотически интегрально устойчиво в том случае, когда 
существуют функции V(t, x), удовлетворяющие требованиям теорем I и 2, 
является более затруднительным. В этом случае необходимо воспользо­
ваться леммой 5. 

Согласно лемме 5 справедливо равенство 
- т 

п -1 

lim sup У inf \\x(ti+1, U) — y(ti+1)\\ = I 
v(D)->o ~* х(тЛА J 

dy(r) 
Ax Х(г, //(т)) ( I T , 
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если у (г) — векторная функция, определенная на интервале <£0, Ту и об­
ладающая там непрерывными производными своих составляющих. | Притом 
x(r,ti) будет решением уравнения (1), проходящим через точку [tiy у(^)], 
т. е. x(t{, t{) = y(tj). Притом D обозначает разбиение интервала <£0, Ту 
и v(D) — max (ti + 1 — £г), где ti — точки разбиения D. 

г" = 1...п - 1 

Итак, в определения интегральной и асимптотической интегральной 
устойчивости (см. теоремы 9 и 10) можно заменить выражение 

т 
Il ày{r) 

/ dr 
Х(г, у(т)) (1т 

выражедием 
п-1 

lim sup 2 inf \\x(ti+l9 t{) — y(ti+1)\\ 
v(D)~»0 г = 0 

и пользоваться таким образом видоизмененным определением. При таком 
положении вещей можно доказать вспомогательную теорему, подобную 
вспомогательной теореме 4. 

Вспомогательная теорема 4 ' . Если для векторного уравнения (1) сущес­
твует непрерывная функция V(t, x) такая, что 

1. \V(t, х) — V(t, у)\ ^ К\\х — 2/11, где if — положительная постоянная. 

2. lim sup - A _ _ L — L J _ _ L > i Ll^LZZ <: Ф(ж(«)) , 
А*-И>+' A£ 

где x(t) есть решение уравнения (1), а Ф(х) — непрерывная функция, опре­
деленная для всех х, то 

V(T, у{Т)) ^ V(t0, y(Q) + 
n - 1 Т 

+ К lim sup 2 inf \\x(tt+1, h) - у(*<+1)|| + f0(y(t)) dt 
v(D)->0 i = 0 i (T, i j ) *0 

GU# любой векторной функции y(t) = [?л(0> •••» 2/n(0L определенной на 
интервале <£0, Ту, составляющие которой обладают в каждой точке этого 
интервала непрерывными производными. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть т — какое-либо число из интервала <£0, Ту. 
Через точку [г, у (г)] проходит хоть одно решение уравнения (1), которое 
мы обозначим через x(t,r). Следовательно, х(т,г) = у (г). Для àt > 0 будет 
ввиду условия 1: 

\V(r + M, y{r + А*)) — V(r + M, x(r + At))\ < K\\y(r + M) - x(r + &t, r)\\. 

Ввиду условия 2 имеет место 
r+At 

V(r + Дг, х(т + At, r))— V(r, х(т, г)) ^ / Ф{х(Ь, г)) dt. 
х 

100 



Из этих двух неравенств вытекает 

V(r + At, y(x + At)) - V(r, у(г)) S K\\y{r + At) - х(т + At, т)|| + 
т+Д* 

+ / 0(x(t, т)) dt. 
T 

Ввиду произвольности выбора решения x(t, т) обязательно будет 

V(r + At, у (г + At)) ~ V(r, у (г)) rg К inf \\y(r + At) - х(т + At, т)|| + 

T+At 

+ J0(x(t,r))dt. 
т 

Пусть D — какое-либо разбиение интервала (t0, Ту с определенным 
v(D). В целях упрощения формул введем векторную функцию coD(t) = 
= x(t, U) для U<t< ti+1 и œD(T) = у(Т). 
Д л я произвольного разбиения имеет, следовательно, место 

V(T, у(Т)) - V(t0, y(t0)) = 2 V(ti+1, y(ti+1)) - V(t{, y(t{)) ^ 
n-1 n-lti + 1 

^K2 inf \\y(ti+1)-x{ti+1,m +21 <H*(t,tt))dt = 

= К 2 inf ||y(«,+1) - *(*i+i, i,)il + /Ф(шв(<)) d* • 

Ввиду произвольности разбиения D будет во всяком случае 

V(T, у(Т)) ^ V(t0, y(t0)) + 
n - 1 T 

+ К lim sup 2 inf \\y(ti+l) — ж(*,+1, tt)\\ + f 0(œD(t)) dt. 
v(D)-+0 i = Oœ(t,ti) t0 

Остается еще определить третий член в правой части предыдущего нера­
венства. Нетрудно показать, что coD(t) равномерно сходится к y(t) на интер­
вале <£0, Ту, если v(D) -> 0. Произведем оценку 

\\Ы*) ~ №\\ = \\Ф, h) - y(t)\\ ^ \\y(t) - y(tt)\\ + 
ti+v(D) 

+ \\x(t, t,) - x(ti9 ti)\\ < Mv(D) + / m(t) dt 

для t e (t{, ti+1y, где M ~ sup dy(r) 
dr 

. Так как / m(t) dt — абсолютно lie-
Jo 

прерывная функция, можно подобрать e(y(D)) так, что будет 

1К(0 - У(011 ^ ЛИ*>) + ФФ)) 
и притом s(v(D)) -> 0 для *>(Х>) -> 0. Следовательно и 0(coD(t)) сходится 
равномерно к <P(y(t)), если v(D) -> 0, так как функция Ф(#) непрерывна. 
Согласно теореме Лебега имеет место 

т т 
f 0(coD(t)) dt -> / Ф(у(*)) d* для v(D) -> 0 . 
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Итак, 
V(T, y{T)) g V(t0, y(Q) + 

n - 1 T 

+ Z lim sup 2 inf \\y(ti+l) - x(* i+1, *,)|| + / 0(y(t)) dt. 

T 

dr Если в теоремах 11 и 12 заменить выражение I ——- — Х(т,у(т)) 
J | d r 
и I 

выражением 
п - 1 

lim sup 2 inf ||2/(*i+1) — ж(^+1, tM , 
v(D)->0 г' = 0 ж(Мг) 

то из леммы 5 следует, что решение х = 0 уравнения (1) интегрально 
устойчиво, соотв. асимптотически интегрально устойчиво в том случае, 
если для уравнения (1) существует непрерывная функция V(t, х), вы­
полняющая требования теоремы 1, соотв. 2. 

Докажем теперь теоремы 3 и 4. С этой целью используем теорему о при­
ближении и теорему о сглаживании. В несколько иной форме эти теоремы 
доказываются в работе [1]. На основании приведенного там хода мыслей 
нетрудно, однако, обнаружить, что теоремы справедливы и в этой до­
полненной форме. 

Теорема о приближении. Пусть функция V(t, x) удовлетворяет следую­
щим условиям: 

Функция V(t, х) определена и непрерывна в полупространстве t ^ 0. 
Функция V(t, х) является локально липшицовскои для точек ж Ф 0, 

t > 0. 
V(t, 0) s= 0 для t ^ 0, V{t, х) > 0 для х ф 0, * ^ 0. 
Функция V(t, х) является липшицовской по отношению к хг, . . . , хП1 т. е. 

\V(t, х) — V(t, у)\ ^ К\\х — 2/11, где К — постоянная. 
Существует- (функция U(t, x), определенная и непрерывная в полупро­

странстве t > 0 такая, что 11(1, 0) Е= 0 для t > 0, U(t, x) > 0 для х Ф 0, 
t > 0, причем, далее, 

lim вир ? ( « + * , « ( * + А * ) ) - Г ( « , « ( * ) ) ^ _ ^ ж ) 

где и(т) есть решение уравнения (3), удовлетворяющее условию u(t) = ж, 
ж ф 0, £ > 0. 

Тогда существует функция V(t, x), удовлетворяющая следующим усло­
виям: 

Функция V(t, x) определена и непрерывна в полупространстве t ^ 0. 
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Функция V(t, x) обладает непрерывными частными производными всех 
порядков по переменным t, хг, ..., хп в области х Ф О, t > 0. Имеем 

\V(t,x)~V(t,x)\^T^YtV(t,x) 8V(t, x) 
^L (11) 

V(t, x) > 0 для x Ф 0, ^ ^ 0. Имеет место < К в области 

для х Ф 0, г = 1, 2, . . . , тг, где £ — положительная постоянная. Имеет 
место 

п ~ 

A f(Ti «(т))|т./= 2 ^ ^ ад*) < - 4 ^ > * ) . (12) 
t = i Уг 

г<9е ?Дт) — решение уравнения (3), выполняющее условие u(t) = ж. 

Теорема о сглаживании. Пусть функция V(t, x) удовлетворяет следую­
щим условиям: 

Функция V(t, x) определена и непрерывна в полупространстве t ^ 0. 
Функция V(t, x) обладает частными производными всех порядков по пере­

менным t, х1У . . . , хп для х Ф 0, t ^ 0. Имеет место V(t, 0) ЕЕЕ, 0 для £ > О, 
|Э7(*, ж) 
I 8Xi 

х Ф 0, t > 0, где i f — положительная постоянная. 
Тогда существует функция v(rj), удовлетворяющая следующим условиям-. 
Функция v{rj) определена для всех rj и обладает производными всех по ряд-

а 
ков. Имеет место v(rj) — 0 для rj ^ 0, v{rj) > 0 для г\ > 0, — (̂?у) — #оз-
растающая функция для г\ ^ 0, (̂ту) -> оо для ту -> оо. 

Функция v(V(t, x)) обладает частными производными всех порядков по 
переменным t, хг, ..., хп в полупространстве t > 0. 

Функция v(V(t, x)) является липшицовской функцией по отношению 
к переменным х1У ..., хп, т. е. 

\v(V(t,x))-v(V(t;y))\^K\\x-y\\, 

где К — постоянная. 

В случае интегральной устойчивости применим теорему о приближении 
2 + t 

к функции 7*(£, х) = 7(2, ж) j-—~(V(t,x) из теоремы 13). В качестве функции 

U(t, x) можно взять —— F(£, ж). Мы получим функцию, обладающую 
(1 ф t) 

частными производными всех порядков в области t > 0, х Ф 0, положитель­
но определенную в целом ввиду (11) и невозрастающую вдоль интеграль­
ных кривых ввиду (12). Если к этой функции применить теорему о сгла­
живании, получим функцию, обладающую частными производными всех 
порядков во всем полупространстве t ^ 0, положительно определенную 
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в целом в силу того, что v(rj) — возрастающая функция, невозрастающую 
dvirj) вдоль интегральных кривых в силу того, что ——*- положительна, и липши-

цовскую относительно переменных хх, , . . , хп. Это значит, что эта функция 
выполняет все требования теоремы 3. 

В случае асимптотической интегральной устойчивости теорему о прибли­
жении можно применить непосредственно к функции V(t, x) из теоремы 13. 
В качестве U(t, х) можно здесь взять функцию W(x). Если применить 
кроме того теорему о сглаживании, то получим функцию, выполняющую 
все требования теоремы 4. 

Устойчивость при постоянно действующих возмущениях 
и вариационная устойчивость 

В этой части мы докажем теоремы 5 и 6. Теорема 5 следует из следующего 
известного достаточного условия: 

Теорема 14. Если для векторного уравнения (3) существует функция 
V(t, х), определенная в полупространстве t ^ 0, имеющая там непрерыв-

dV dV ные частные производные — , — и удовлетворяющая следующим условиям: 
dt дх{ 

1. V(t, х) — положительно определенная функция, т. е. V(t, х) ^ иг(х), 
где иг(х) — непрерывная функция такая, что иг(х) > 0 для х Ф 0, V(t, 0) ЕЕЕ 
= 0. 

' dV{t, x) 
дх{ 

dV dV(t, x) v dV(t, x) 

< L для i = 1, 2, . . . , n в полупространстве t >̂ 0. 

av t x cv[t, x) y? dV\^ x) ЛТ / ч 3. — (t, x) — — + У — - — — X i ( t , x ) — отрицательно определен-
(XI Ol \ OXj 

i=l г 

dV 
ная функция, т. е. — 5^— U2(x), где I)\{х) —непрерывная функция, U2(x) > 0 
для х Ф 0, U2(0) = 0, то решение х = 0 векторного уравнения (3) является 
устойчивым при постоянно действующих возмущениях. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . К произвольному s > 0 подберем г)1 > 0 так, чтобы 

г}1 < е, rj1 < -~ inf иг(х). Далее подберем rj2 > 0 так, чтобы г\2 < —Т • 
Ь\\х\\=е " ' ' ПЬ 

. inf U2(x). Предположим, что существует решение z(t) векторного 
уравнения. 

dx 
- ^ = X(t, x) + R(t, x) , 

где \\R(t, х)\\ < г\2 (если ||ж|| < е), такое, что \\z(t0)\\ < rj1 и \\z(T)\\ = е, где 
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T > f0, \\z(t)\\ < s для t € <£0, T). Возьмем Tx e (tQl T) так, чтобы было ||̂ (̂ РХ)|| = 
== î> ^1 < 1И01! < £ Для t € (Ti, T). В интервале (Тъ T) имеет место 

n 

A 8V ^Г dV 
ш V(t, z(t)) = — (t, z(t)) +Zs^^ z^ X^> ZW + 

i: = 1 1 

n 

+ > — (*, 2(«)) дде, z(t)) ^ - ад*)) + ^ Ч а ^ о. 

Отсюда следует, что функция V(t, z(t)) будет в интервале (2\, Ï7) невозра-
стающей. Итак, 

V(T, z(T)) £ V(Tlt г(Тг)) < LMTJW = i ^ < inf ВД . 
11*11=« 

G другой стороны, имеем 

V(T, z(T)) > b\{z{T)) ^ inf U±(x) . 
\\x\\ = e 

Это несоответствие показывает, что для решения z(t) должно иметь место 
||z(*)|| < S ДЛЯ t ^ V 

Теорема 5 является следствием теоремы 4 и только что доказанной 
теоремы 14. 

Остается доказать эквивалентность между интегральной устойчивостью 
и вариационной устойчивостью. Докажем прежде весго следующую 
теорему. 

Вспомогательная теорема 5. Пусть y(t) — векторная функция с ограни­
ченным изменением на интервале <70, Ту и пусть 

т 
var (y(t) — fX(r, y(r))dr) < ô , 

где X(t, x) удовлетворяет условиям Каратеодори. Тогда существует абсо­
лютно непрерывная векторная функция z(t), для которой 

Фо) = y(t0), z(T) = у(Т) , \\z(t) - y(t)\\ < 3(3 для t0^t^T 
и т 

var (z(t) — JX(r, z(r)) dr) < 50 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Отдельные составляющие векторной функции y(t) 
обладают ограниченным изменением и, следовательно, обладают конечной 
производной вплоть до множества значений t меры нуль. Итак, для любого 
£ > 0 существует открытое множество N, ju(N) < s, которое это множество 
покрывает. Множество N распадается на счетное количество непересека­
ющихся интервалов Ik. Поскольку существуют интервалы, содержащие 
t0 или Т, ограничимся их частями, входящими в (tQl'T). Построим векторную 
функцию z(t) так, чтобы z(t) = y(t) для t е <£0, Т> — N, причем z(t) является 
линейной в интервалах Ik. Очевидно, будет z(t0) = y(t0), z(T) = у(Т). 
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Докажем, что zt(t) обладают в каждой точке производной справа (слева). 
а) Если t входит в какой-либо открытый интервал 1к (на которые рас­

палось N), то утверждение верно, ибо в таком интервале z{(t) является 
линейной. Утверждение верно и в том случае, когда t является левой 
концевой точкой 1к. 

б) Если t не является предельной точкой N, то для малых значений 
т — t ^ 0 будет ZJ(T) = ?/,(т) и утверждение также верно. 

в) Пусть t — предельная точка N такая, что она является предельной 
00 

точкой множества U 1п , лежащей вправо от t. Ввиду того, что t non e N, 

векторная функция y(t) обладает в этой точке производной справа и z(t) = 
= y(t). Множество значений t -f- А£, где /\t > 0 пробегает малые значения 
(t — фиксировано), разобьем на две части ос) t + Д^ non e N, ß) t + MeN. 

Б случае ос) имеем т — = и, следоватсль-
1 M A/; . ' 

но, существует предел этих выражений для At -> 0, t -f At non e N, равный 
производной y{(t) в этой точке: 

zt(t + te) — Zï(t) dyS) 
Ai->0+ A^ CÜ 

t+AtnoneN 

В случае ß) точка t + At всегда входит в какой-либо интервал 1Пк, концы 
которого обозначим через t\ , t* , и 

mm 
**(Й4) - *,(*) гДЙ4) - zt(t)\ ^ zu + At) - zf(*) 

и, следовательно. 

n (yJAû - yJïl У№*) - УМ) < Ф + M) - Zi(t) < 
il, - t ' l* - t / '- M 

< max (У < ( < Ц ~ y < ( f ) , y < ( t f > ) ~ - /г(<) 

\ "rift t ^nk ~~ 

|/.(f* ) Vit) 
Ввиду того, что пределы выражений — -•-"* ^ — , s = 1, 2, существуют для 

tnk t, 
dyAt) ., 

tnh — t -> 0 и что он] ы — г—, будет и в этом случае 
ш 

z,.(* + Д*) - 2 , ( 0 фу,(/;) 
hm = —-тт— . 

дг-->о+ Д^ *-*£ 
t+AteN 

Этим и доказывается утверждение. 
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Так как векторное уравнение (1) удовлетворяет условиям Каратеодори, 
то существует суммируемая по Лебегу функция m(t) так, что \\X(t, х)\\ 5^ m(t) 

t 
для£е<£0, У>, \\х\\ fg sup \\y(t)\\. Обозначим еще rjk = vaT[y(t)— / X(r,y(r)) dr]; 

со 

итак, 2 Vk < <5- Сделаем оценку 
& = î 

var (y(J) — 2(«)) ^ var y(t) + var z(J) <^ 2^Ä + 2/m(J) d£. 

Дело в том, что векторная функция z(t) линейна в 1к, т. е. 

var z(t) = \Wl) - z(tl)\\ = \\y(tl) - y(tl)\\ ^ var y(«) < щ + f m(t) dt 
Jk h lk • 

(tj; j t* — концевые точки интервала 1к). 
Имеем (см. определение у леммы 4) 

t со t 

var (z(t) — fX(r, z(r)) dr) = 2 Ш — f X(r, z(r)) dr) + 

t 

+ s{z(t) — / Z ( T , Z(T)) ok} == 

(по лемме 4) 
со t t 

= 2 var («(*) - / х(т> г М) d T ) + *&(*) ^ / x(*> y(?))<M < 
& = 1 h t0 to 

со t со 

< à + 2 var (2(*) - / X(r, z(r)) dr) < (5 + V var (y(*) - z(t)) + 
Jc=l J]c t0 fc=l Ik 

00 £ 00 t 

+ 2 var (y(*) - / x(*> y(*))d*) + 1 v a r ( / № . y'W) - *(*, ФШd?) < 
со со 

< (5 + 2 2 ^ + 2frn(t) dt + 2 % + 2/m(Ê) d* < 4(5 + 4/m(J) dt < 50 , 
fc=l N fc=l JV JV 

если еще выбрать е > 0 так малым, чтобы было f m(i) dt < ~. Для точек 
N ' 4 

£ € 7fc имеет место 

\\y(t) - z(t)\\ < var (y(t) ~ z(t)) < 2щ + 2fm(t) dt < 20 + 
h h 

+ f m{t) dt <%ö . 
N 

Для t non e N y(t) = z(t). Согласно лемме 2 функция z(t) абсолютно неп­
рерывна. Этим и доказывается вспомогательная теорема 5. 

В введении мы уже упоминали, что решение х == 0 уравнения (1) будет 
интегрально устойчиво, если оно вариационно устойчиво. Рассмотрим это 
более подробно. 

К произвольному числу ô > 0 подберем В (о) > 0 согласно вариацион­
ной устойчивости. Покажем, что B(2ô) удовлетворяет условию из определе-
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ния интегральной устойчивости (сформулированному в теореме 9). Итак, 
пусть векторная функция y(t), составляющие которой обладают непрерыв­
ными производными, выполняет требование 

т 

J II àr У(Ш<а, \\-7ГГ-Х(т,у(т)) dr < ô . 

Введем векторную функцию z(r) = у (г) для £0 =
 т = ^> причем z(r) = О 

для 0 ^ т ^ t±, где 0 < tx < tQ; z(r) линейна в интервале (tlf £0>. Так как 

/ 
dz(r 

d T Z(r, z(r)) dr -> ||y(g|| 

если £x ->• <0, то молено подобрать tx так, чтобы 

var [Z(T) — / X(t, 2(0) d«] < ô . 

Функция z(i) выполняет условие z(0) = 0 и 

var [Z(T) — / X(t, z(t)) dt] = var [Z(T) — / X(t, z(t)) dt] + 
(0,T) 0 <*,,*„> 0 

T 

+ var [y(r) — fX(t, z(t)) dt] < 20 . 
(t0,T) l о 

Согласно вариационной устойчивости будет ||Z(T)|| < B(2ô) для т ^ 0. 

Наоборот, если решение ж = 0не является вариационно устойчивым, то 
существует такая система векторных функций у(Щт), что 

у(*)(0) = 0 , var [уЩт) - fX(t, y(*)(t)) dt] < д, lim \\у(*)(Тк)\\ = оо, 
<0,TÄ) 0 fc-*oo 

где ô > 0 — некоторое фиксированное число, или существует такая систе­
ма векторных функций 2/(*>(т), что 

у<*>(0) - 0 , lim var [у(*)(т) - /Х(*, у<*>(*)) dfl = 0 , \\уЩТк)\\ ^ s > 0, 
fc_>oo(0,TÄ> 0 

где г > 0 — некоторое фиксированное число (см. доказательство теоремы 9). 

Согласно вспомогательной теореме б эти векторные функции можно 
аппроксимировать абсолютно непрерывными векторными функциями и, сле­
довательно, решение х ЕЕЕ 0 не является интегрально устойчивым. Таким 
образом мы доказали эквивалентность интегральной и вариационной 
устойчивости. 
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II. Примеры 

В этой части мы приведем ч е т ы р е п р и м е р а , о которых упоминалось 
в введении. 

Первый пример показывает, что интегральную устойчивость нельзя 
охарактеризовать при помощи функций V(t, х), которые удовлетворяли 
бы условиям теоремы 1 и одновременно имели бы непрерывные производ­
ные по всем переменным, если правые части этого векторного уравнения 
выполняют лишь условия Каратеодори. 

Второй пример показывает, что сильная устойчивость и асимптотическая 
интегральная устойчивость не эквивалентны. Здесь построен даже такой 
пример, в котором сильно устойчивое нулевое решение не является ни 
интегрально устойчивым, ни устойчивым при постоянно действующих 
возмущениях. 

В введении было сказано, что в автономном случае асимптотическая 
интегральная устойчивость эквивалентна сильной устойчивости в локаль­
ном смысле. Третий пример показывает, что асимптотическая интеграль­
ная устойчивость и сильная устойчивость в целом (т. е. по определениям 
2 и 3) не являются эквивалентными даже в автономном случае. 

Четвертый пример показывает, что устойчивость при постоянно действу­
ющих возмущениях и асимптотическая интегральная устойчивость не 
эквивалентны. Подобно тому, как и во втором примере, здесь построен 
пример, в котором нулевое решение, будучи устойчивым при постоянно 
действующих возмущениях, не является интегрально устойчивым. 

Пример 1. Рассмотрим функцию 

f{t) = TFL= . i для t Ф 1, /(I) = О . 

Ô.X 

Дифференциальное уравнение — = xf(t) удовлетворяет условиям Кара-
кХЪ 

теодори. Покажем, что решение х ЕЕЕ 0 интегрально устойчиво. 
2]/И} J / 7 ^ 

Действительно, функция V(t, х) = хе ' t для t ^ 1, V(t, x) = хе V *+2 

для t 5^ 1, очевидно, удовлетворяет условиями 1 и 2 теоремы 1 и является 
абсолютно непрерывной. Решения указанного уравнения имеют вид 

2]/Е2 - 2 I/IK1 

x(t) = х0е * t для t ^ 1, x(t) = х0е ' -*+2 для t ^ 1. Исследуя ход измене­
ния функции V(t, x) вдоль решения, получим 

«1/EÎ 
v t — v 

V(t,x(t)) = x(t) e ' * = х0 для t ^ 1 , 
-I/TT+1 

V{t, x(t)) = x(t) e2* -*+* = x0 для t ^ 1 , 
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и, следовательно, V(t, x) постоянна вдоль любого решения и этим самым 
выполняет условие 3 теоремы 1. 

Покажем теперь, что для этого уравнения не может существовать функ­
ция V(t, x), которая бы удовлетворяла условиям теоремы 1 и притом вы­
полняла бы условие Липшица. Допустим противное. Пусть для точки 
[1, х0] существуют постоянные ô > 0 и L > 0 такие, что для любых двух 
точек [t, x], [T, у] в окрестности точки [1, х0], т. е. 

\t — 11 < ô , \Т — 11 < ô , \х — х0\ < ô , \у — х0\ < д ; 
имеет место 

\V(t, х) - V(T, у)\ rg L[\t - Т\ + \х - у\] . 

Через точку [1, х0] проведем решение x(t). По свойству 3 функция V(t, x(t)) — 
невозрастающая, т. е. 

V(t, x(t)) — F( l , x(l)) ^ 0 для J ^ 1 . 

Это выражение можно переписать в виде 

V(t,x(t)) — V(l,x(t)) V(l,x(t)) — V(l,x(l)) x(t)—x0 

t — 1 ' x(t) — x0 " t — 1 5^ 0 для £ > 1 , 

F ( l , a ; ( * ) ) - F ( l , s ( l ) ) a-(S) - ^ < __ V(t,x(t))-V(l, x(t)) f 

x(t) — x0 ' t—l ~ " ~ t—l ' " ^ ^ ~~ ' 

если ограничиться столь малыми t — 1, чтобы было \t —•- 1| < (5, \х (t) —х0\ < 
х(1\ х 

< д. Ввиду того, что lim — = -f- oo, будет 
*->i+ t — 1 

V(l,x(t))-V(l,x(l)) , fx lim sup — -Vr т-7——^ ^ 0 . 
*->!+ ж($) —ж(1) -

Вместо £ введем новую переменную h ~ x(t) — ж(1); для £ > 1 будет 
А > 0, для t -> 1 + будет Ä -> 0 + . При новых обозначениях предыду­
щее неравенство примет вид 

.. v(hx(\) +h) — m,x(i)) ,. 
lira sup — -~ j- K—^ ^ 0 . 

Итак, функция 7(1 , ж) — невозрастающая функция х (х(1) = х0 произ­
вольно). Отсюда F( l , x) <^ 7 (1 , 0) ^ 0 для ж ^ 0. Но это неравенство 
противоречит условию 1 теоремы 1. 

Пример 2. Рассмотрим дифференциальные уравнения 

dx лг/ ч cl?/ 
~ 7 = 2Г(*, x, у) , ^ = Y(t, x, у) , 

где правые части будут определены в полупространстве t ^ 1 следующим 
образом: 

X(t, x, у) = у, как для у ^ 0, так и для у > 0, \х\ > <%?/, где 0 < а < 
< i ( l - e - 2 ) ; 
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1 — ß-2« 
X(£, x, y) = e 2ty + - - — r — \/\xy\ для у > 0, \x\ < осу; 

у ос 
Y(t, x, y) == у — х для у > 0; 
Y(t, х: у) = — Л*/ — ж для 2/ ^ 0, где Я = £]/бЗ. 

Функции :ЗГ(£, #, 2/), F(£, ж, ?/) очевидно, непрерывны и локально выполняют 
условие Липшица в области х Ф 0. Докажем, что решение х == 0, ?/ = О 
сильно устойчиво. 

Обозначим область у > 0, — од < ж < О через 6^. Покажем прежде 
всего, что ни одно решение не останется в области 6гх дольше, чем единицу 
времени. 

Пусть точка [£0, х0, у0] выполняет условие х0 = — од0, Уо > ®, о̂ = 1> 
т. е. лежит на границе области 6га. Проходящую через эту точку интеграль­
ную кривую мы обозначим через #(£), ?/(£). Имеем 

ob/ 
0 < -^- — у — х < 2(?/ . 

Следовательно, ?/(£) — возрастающая функция. Далее, 

CLE(£) ]/^(1-е-«)УИ^]/^(1-е-)Уй 
1 |/Уо Отсюда следует ] /— х 5J ] /— #0 — — | / ~ (1 — e~2)(t — t0). Итак, для t ^ 

>= to + 1 будет 
(X 

.1 у=^ ^ у=т0 - u / f (1 - о = у^ -- \ 1 /•"'" 
У<*Уо ( ] 1 1 — г , 

< 0 . 2 

Отсюда следует, что я(£) должно было в интервале (£0, £0 + 1> покинуть 
cl?/ область Gv Так как в этой области имеет место -—• fg 2у, имеем y(t) ^ 

Es y0
e2(t~to)- Вторая составляющая y(t) рассматриваемой интегральной 

кривой не может таким образом превзойти величину y0
f)2. 

Область у > 0, 0 ^ х < од мы обозначим через G9t и область ?/ > 0, 
0 ^ x fg 2/ "" через 6?*. Ясно, что G2 с (?*. 

Аналогично предыдущему докажем теперь, что интегральная кривая 
x(t), y(t), проходящая через точку [tlf 0, уг], пройдет через область G2 са­
мое большее за единицу времени и что y(t) притом не возрастет более, чем 
до ухе. Допустим противное, т. е. что x(t), y(t) останется для tx <ï t ^ tx -f 1 
в области G21 а, значит, и в области G%. Согласно определению Y(t, х, у) 
имеем 
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отсюда следует уг ^ y(t) ^ угег~~и. Для x(t) будет 

dx(t) 1 — e~2t у—у- 1 — е-2 v — г 

dx(t) 1 а к как притом 
dl 

> 0, из этого неравенства следует yx(t) 

— ]/х(Ег) ^ — (1 — е 2) / — (t — t±) для t ^ £г В силу равенства х{1г) = О 

для t = ^ -{- I имеет место неравенство 

Для y(t) имеем у(Ьг + 1) fg 2/хе. Однако, отсюда следует, что x(t± + 1), 
У (h + 1) У ж е н е может находиться в области 6?2, так как 

* & + 1) ^ j (1 - е~2)2 ^ ^ « ^ е ^ ayit, + 1) . 
4 ос 

Одновременно этим доказано, что y(t) не превысит eyv Итак, любое решение 
пройдет через область Ог \J G2 за время, более короткое, чем две единицы, а 
координата у не превысит величину у0е3, где у0 — значение y(t) при вступ­
лении решения в область Ог. 

Введем полярные координаты х = г sin 99, у = г cos 99, — я ^ <р 5^ я . 
Значения ?/(£), #(£), r(£), £ при вхождении в область 01 мы обозначим через 
х0, у0, г0, £0, при выходе из области 6?2 мы их обозначим через xv, yVJ rvi tv. 
r0 и rv связаны соотношением rv fg r0e3. Область у ^ 0, x ^ — осу обозначим 
через 6r3, а область у ^ 0, x ^ осу обозначим через G4. В этих областях 
имеет место 
°V 1 , ^г тгч 1 / п „, ху ^ 1 dr ?/2 . 
Cl; г2 г2 х2 ~f y2 2 at r 
Итак, любое решение пройдет через области соответственно 03 и G4 за 
время, меньшее чем л, а г(£) притом не превысит г0еп. 

Теперь уже можно утверждать, что через область — — ^ ср ^ — любое 

решение пройдет за время, меньшее чем 2л + 2, и что г(£) не превысит 

Л Л 
Рассмотрим область 6г5: — л ^ ср ^ — —, — ^ (р ^ л. В этой области 

ах d?/ „ „ -,/—- т̂  
_ = г/,'—- = — лу — х, где А = J [/63. Решения этой системы имеют вид 

À 

x{t) = С ^ * * * " - cos(£ — g l /~ I / 1 ' 
/I2 

_ __ + C2e 2V -*o 
sm tf -- 4) 

1 / _ r- JJ2 

~ 7 
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y(t) — СгХ + C2 — le 2 cos a — g I/ - ' o ) . | / l ~ T 

2 С
2

Я + °i ,-(*-*.) sin(t— £0) 

Любое решение пройдет через область С?5 в точности за время 
1 — • 

Я я 

г t0 + УЧ 
f г(Ч), 

Так как для каждой точки [х, у], не совпадающей с началом координат, 
имеет место 

dœ уХ — xY л тт ^ àr ^ тг 
—L •== ^ > О И — Кг < < _Й> 
d£ х2 + 2/2 d* = ' 

где if — некоторая постоянная, все решения монотонно вращаются вокруг 
оси t (за исключением тривиального решения я = у = 0). Время одного 

7Г 
оборота не превышает 2л + 2 -J— 

• - * 

При прохождении областей 

G3> ^i> £^ ^4 величина f(£) может возрасти самое большее до значения 
т0е2п+3. При прохождении через область G5 величина r(t) должна понизиться 
с этого значения до 

2п+3~-

гпе V4 

У 
< — п. Итак, после À л 

Ввиду выбора числа À имеем 2л + 3 — — ——==г-
2 1 / А2 

4 
одного целого оборота r(t) понизится самое меньшее до г0е~п. Из этого уже 
следует сильная устойчивость решения ЖЕЕ 0, у~ 0. Действительно, можно 
положить B(ô) = ое2п+г и к любым числам ô > 0, rj > 0 подобрать 

У(<5, т?) = W 2 7 r + 2 + ч 

77 где % так велико, чтобы было е~-пп < ~ . о 
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Покажем теперь, что х == 0, у ЕЕЕ 0 не является интегрально устойчивым. 
Рассмотрим функции x(t ) ЕЕЕ 0, y(t) = у0е\ у0 > 0. Имеем 

со 

/vi ̂-X(t,x(t)y(t)) + \^-Y(t,x(t),y(t))\àt = y0e-
1 

Функция y(t) может, однако, принимать с течением сколь угодно большие 
значения. Но это противоречит определению интегральной устойчивости. 

Покажем, что х = 0, у = 0 не является устойчивым при постоянно 
действующих возмущениях. Возьмем фиксированное в — 1. К любым 
числам ^1 > 0, ?у2 > 0 можно подобрать возмущения 

Ri(t, ж, у) = — 2/0е~*, -йа(*» я, у) == 0 , 
где 2/0 удовлетворяет неравенству 0 < у0 < min (ту1? ^ 2 ) , и #(£) = 0, y(t) = 

= у0е* — решение системы уравнений 

dx О.'?/ 
— = X(t, х, у) + R^t, х,у) , -^ = 7($, х, j/) + R2(t, х, у) . 

Так как Rx(t, х, у), R2(t, х, у) удовлетворяют неравенствам \Rx(t, х,у)\ < rj2, 
| й г ( ^ >̂ У)\ < Пг Для ^ 1 и |ж(1)| < rjl9 \у(1)\ < rjlf lim \y(t)\ = оо, решение 

#~->00 

х = 0, у ^ 0 не может быть устойчивым при постоянно действующих 
возмущениях. 

Пример 3 . По аналогии с примером 2 рассмотрим дифференциальные 
уравнения 

1 17" / \ vii// 2 •\7" / \ 
~Т7~ =Z ^1\ХП X2J > ~Т7~ = = -^•2\а'1» Ж 2 / > 

где функции Х1? Х2 определены так: 

Хх(хХ1 ж2) = х2, как для х2 <^ 0, так и для х2 > 0, |а;х| ^ ос(х2) = 

^ m m 1 + <р2 

Z2(x1 , х2) = х2 — xx для х2 > 0, 

Х2(х1, х2) = — Ях2 — хг для £2 ^ 0, Я — —• ]/63 . 

Относительно решения хх == х2 == 0 докажем, что оно сильно устойчиво 
подобно тому, как и в примере 2. Покажем, что хх = х2 == 0 не является 
интегрально устойчивым. Введем в рассмотрение функции xx(t) = 0, 
ж2(£) = х0е*, х0 > 0. Имеем 

Ж) 

Я! 
о 

114 

da?x(T) 
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J£ 

Итак, к любому ô ^ — можно отыскать векторную функцию x(t): xt{t) = О, 

x2(t) = х0е*, удовлетворяющую соотношениям 

Р(0)||<<5, Jl^--X{x(t)) п dt = - — arctg :r0 < d , 

при этом ||#(£)|| принимает с течением t сколь угодно большие значения. 
Отсюда следует, что решение хг = х2 = О не является интегрально устой­
чивым в целом. 

Пример 4. Теперь мы будем рассматривать систему двух дифференциаль­
ных уравнений 

-£ = Х(*, ж, у) , - | = Y(t, х, у) , 

где функции X(t, x, у) и Y(t, x, у) построим следующим образом: 
Прежде всего возьмем положительные числа д™ для п = О, 1, 2, ...; 

m = ... — 1, 0, 1, ... так, чтобы сходились ряды 

г. = 2(«-* + Я—х), С<2»-' 
и чтобы lim /s = 0. Далее построим кривые 

<(t) = [2 - - 1 + С + (2т~г - С+1 - ТО - и)] cos 2я* 
Vn(t) - V™-1 + à™ + (2-- 1 - C + i - W - n)] sin 2 ^ , для п ^ f ^ я + 1. 
Нам понадобятся еще следующие множества: 

$™ есть множество таких точек [т, f, rj], которые выполняют неравенства 

У(* - т)2 + ( | - х-(0)2 + (?] - y%{tW < \ min (Д»+1) d«) 

хотя бы для одного £ из интервала <т&, тг- + 1>. В точках полупространства 
t ^ 0, не входящих ни в одно из множеств S™, определим 

X(t, x, у) = — х , Г($, х,у) = —у . 
На кривых ж™(£), у™(£) определим Х(£, x, y), Y(t, x, у) так, чтобы эти кривые 
были решениями этой системы. На остальные точки полупространства 
t >̂ 0 мы функции X(t, x, y), Y(t, x, у) непрерывно расширим. Если положить 

то получим 
2т-1 < 2«-1 + д? ^ C W ^ 2W — С+1 < 2W ДЛЯ П ^ « ^ П + 1 . 

Итак, x^~s(t), yl~s(t), (n — 1, 2, ...) образуют каждый раз по одному завитку 
развертывающейся разрывной спирали, который остается вместе со своей 
окрестностью S"~s между соосными цилиндрами радиусов 2n~s, 2n~Ä~1. 
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Теперь мы докажем, что решение х = 0, у =Е 0 устойчиво при постоянно 
действующих возмущениях. К любому г > 0 подберем rj1 = 2m ^2 — 2 W - 3 , 
если 2W < в ^ 2W+1. По определению устойчивости при постоянно действу-
ющщих возмущениях нам нужно исследовать решения системы дифферен­
циальных уравнений с возмущениями \ 

^ == X{t, х, у) + 'Rx(t, х, у) , -^ = Y(t7x,y) +R2{t,x,y), (11) 

где l-ß^t, ж, у)J < rç2, jJ?2(£, ж, у)I ' < rç2, если ]/х2 + У2 < е. 

Пусть точка [т, !,??], У|2 + ^2 < £ не является точкой ни одного мно­
жества S™. Положим г2 = £2 + ?f, £(т)' = | , ^(т) ='iy, £(т), ту'(т)'есть решение 
уравнений (11). Имеем 

2г ^ = 2 | ^ + 2т? ^ = - 2(1« + if) + 2{ÏRX{T, f, г,) + VR2 (т, | , ч)) , 

dr gJZi(T, I, g) + ЧД,(т, g, i?) 
dt r 

Так как мы предполагаем, что 

\Вх{т, С,?1)\<Ъ = 2™~3 » Ш*> С,*])\<Ъ= 2™~3, 
dr 

имеет место -=- fg — г + 2 т ~ 2 . Если г(£) ^ 2 т ~ 1 и точки [£, £(£)•, *?($)] н е 

входят ни в одно $™, то г(£) не возрастает. Так как на поверхности г = 2т 

не имеется точек множества S™, решения системы дифференциальных 
уравнений не могут пересекать эту поверхность извнутри и, следовательно, 
всегда будет r(i) < 2т < е. Это значит, что решение х = у = 0 является 
устойчивым при постоянно действующих возмущениях. 

Согласно теореме 6 мы знаем, что интегральная устойчивость эквивалент­
на варртационной устойчивости. Итак, покажем, что a ; ^ t / ~ 0 не будет 
вариационно устойчивым. Рассмотрим кривые 

u[(t) = xlf\t) для I < t ^ I + 1, 1< в , 
<{t) = y\-*(t), < ( 0 ) - 0 , г - 1 , 2 . 

Видно, что ^i(£), г*2(£) имеют всегда ограниченное изменение (на конечном 
интервале) и что 

* 
var (гб8(£) —- / Х(т, us(r)) dr) = 2 IM™ ~Ь 0) — и*(п)\\ = 
(О,s) 0 ' ' г = 0 

s - 1 

= 2 V(*s-(») - *£\-{п))г + (2/rsH - УГ1-,(»))2 = 
= S 2 № - + ^r8-1) + 2-—1 + V"1 â 

OO 

^ 2 №"s + «Г'"1) + ^ s _ 1 = ï. +.2--1, где xZ\-°(0) = yiî-(0) = 0. 
n = 0 
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Так как lim L О, \Ms)\\ ôg1 > i, система векторных функций 

us(t) показывает, что решение х == 0, у = О не является интегрально 
устойчивым. 

I I I 

В этой части мы д о к а ж е м л е м м ы , на которые мы ссылались в преды­
дущих частях. 

Лемма 1. Пусть f(x) — абсолютно непрерывная векторная функция 
в интервале {а, V). Тогда для любого числа е > 0 в (а, Ь) существует век­
торная функция д(х), составляющие которой обладают непрерывными 
производными, причем 

ь 
\df(x) __ dg(x) 

dx dx 

и 

I dx < s . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Теорема будет, очевидно, доказана, если покажем, 
что для отдельных составляющих функций Д(#), Çi(x) 

о 

I àfj(x) ___ dçijx) 
dx dx 

dx < s . 

По предположению f(x) — абсолютно непрерывная функция, определенная 
на интервале (a, by. К s > О подберем ô > О так, чтобы для всякого мно­
жества M, ju(M) < (5 имело место 

/ 
а/И 

da; 
dir < 

Так как d/(s) 
d# измерима и почти всюду конечна, можно найти столь 

большое число N > О, чтобы для множества 8 точек х, 

fi(S) < ô. Итак, 

d/(s) 
da; 

> N было 

/ 
ад 

dx 
dx < 

Положим ç?(#) 
d/(x) 

dx 
для x e <a, 6> — #, 9?(x) = 0 для ж € S. Так как 

функция 9?(#) измерима, по теореме Лузина существует открытое множество 

H так, что <р(х) непрерывна на <«, Ь) — Я , .причем ^ (Я) < — . Можно 

всегда найти непрерывную функцию и(х), определенную на всем интер-
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вале <&, by так, что и(х) = <р(х) для х е (а, Ь} — H и \и(х)\ ^ iV. Имеет место 
ъ 

а а а 

- Г № ^ d^ +• Г|9>(я)| d^ + /|^(^)| d̂  < I + 2#/г(Я) ^ s . 
S H H 

x 

Искомая функция имеет вид д(х) = f(a) + f u(r) dr. 
a 

Лемма 2. Если функция f имеет е {а, с) ограниченное изменение, непре­
рывна и обладает в каждой точке конечной производной справа (слева), 
то она абсолютно непрерывна. 

При доказательстве этой леммы мы будем ссылаться на следующие 
утверждения: 

а) Непрерывная функция, имеющая в каждой точке неотрицательное 
нижнее производное число справа, является неубывающей. 

ß) Пусть ср(х) — непрерывная функция, имеющая почти всюду неотри­
цательное нижнее производное число справа, причем ни в одной точке 
нижнее производное число справа не равно — оо; тогда ср(х) — неубываю­
щая функция. 

Доказательство . Пусть Е — множество точек, в которых нижнее 
производное число справа отрицательно. Так как лебегова мера этого 
множества равна нулю, существует возрастающая непрерывная функция 

ô.(j(x} а(х) такая, что в точках множества Е имеет место —=— = со (см. 
И. П. Натансон, теорема 6, § 2, гл. VIII). 

Положим Ф(х) = (р(х) -f ео(х), где s > 0. Ф(х) имеет во всех точках 
неотрицательные верхние и нижние производные числа справа. В точ­
ках х е Е нижнее производное число справа функции <р(х) конечно, но 
do(x\ 
_ — - = -j- оо. Для x non € Е будет нижнее производное число справа 
функции <р(х) неотрицательным, а а(х) будет возрастающей функцией. 
Итак, согласно а) функция Ф(х) не убывает. Имеем 

Ф(Ь) — Ф(а) = <р(Ь) — <р(а) + е(а(Ь) — а(а)) ^ 0 для a <b ^ с . 
Ввиду произвольности е имеет место <p(b) ^ 99(a) для а ^ b ^ с. 

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы. Так как f(x) — функция с ограниченным 
изменением, она обладает почти всюду интегрируемой производной. Для 
любого натуральнохо числа п определим 

. df(x) df(x) df(x) 
çpn(x) = ~—- для точек, где ' существует и -д— g n ; 
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df(x) df(x) 
(pn(x) — n для точек, где --=— существует и •—=— > п ; 

, л Л d/te) 
Ç^W = 0 для точек, где —,— не существует. 

Почти всюду имеет место \срп(х)\'^ 

тегрируемая функция. Положим 

d/(x) 
dx 

и, следовательно, 9?п(#) — ин-

Вп(х) => f(x) — f (pn(t) dt. 
a 

Покажем, что Вп(х) не убывает. Д л я А > О имеем 

Ди(х + А) - Д„(ж) /(х + А) - /(ж) 
_ ^ _ й , 

так как ^ ( ^ ) 5g ??,. Итак, нижнее производное число справа функции 
Вп(х) нигде не равно — оо. 

dR (х) df(x) 
Почти всюду —~~—- = *} — <Рп(%) ^ 0. Отсюда следует Bn(b) ^ Вп(а) 

согласно ß), для a 5g 6 5g с то есть, 

/(6) — f(a) ^ / 9?n(«) dZ для а <: 6 ^ с . 
а 

Существует множество N, /u(N) = 0 так, что на (а, Ь} — N имеет место 
df(x)\ 

неравенство |ç>n(#)| ^g 
dx 

. Итак, 

ъ 

lim J 9n{t) dt = lim f <pn(t) dt= J A d* = Г Ä d*. 
(a,b)~N (a,b)-N 

b 

4 
а 

рассуждения к — /(#), получим 

Отсюда следует /(6) — /(а) ^ | -~^- d£ для а fg 6 5g с. Применяя те же 

f(b) = f(a) + f №- dt для а < b < с . 

а 

Это значит, что f(x) абсолютно непрерывна в интервале <а, с). 

Лемма 3 . Пусть y(t) — векторная функция, обладающая непрерывной 
производной в интервале <£0, Т}. Покажем, что множество значений 
t € (tQ, Ту, для которых 

t+At 

lim -J- / Х(т, я?(т, 0) dr * X(t, y(t)) 
t 
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или предел не существует хотя бы для одного решения х(т, t) уравнения 
(1), проходящего через точку [t, y(t)], есть множество меры нуль. 

Д о к а з а т е л ь с т в о проведем от противного. Допустим, что это множество, 
которое обозначим через М, обладает положительной внешней мерой 
/ле(М) > 0. Тогда хотя бы для одной составляющей несомненно, что мно­
жество Мг тех t, для которых 

t+At 

lim -г- I Xt(T, x(r,t)) Ar Ф X^t, y(t)) , 
t->o+ £\t j At-

i 

или не существует, обладает положительной внешней мерой. 
Введем новую переменную | = х — у(Т) для t > T, J = х — y(t) для 

е <£0, Ту, £ = х — y(t0) для t < t0, a также новую функцию 

X(t, f) = X{(t, х) - Xt(t, у{Т)) для t > Т , 
X{t, | ) = ХМ, х) - X{(t, y(t)) для t e <t0, Ту , 
X(t, | ) = ХМ, x) - ХМ, y(t0)) для t < t0. 

Векторную функцию х(т, t) в новых переменных обозначим через £(т, i); 
имеем |(т, £) = х(т, t) — у (г) для т е <£0, Î

7) . Множество тех t, для которых 
*+At 

Hm ^ J Х,(т, у(т)) dr Ф ВД */(*)) 
д<-

или не существует, обозначим через N. В силу условий Каратеодори будет 
jbt(N) = 0. Для t е Мг — N, очевидно, 

t+At 

lim -г- I Х(т, |(т, £)) dr Ф 0 
дг_>0-Ь ^ J 

t 

или не существует. 
Далее рассмотрим случай, когда множество М2 тех t, для которых 

t+At 

lim sup -r- I JL(T, | ( T , £)) d r > 0 , 
At->0 + At J 

t 

имеет положительную внешнюю меру. 

Если наступит случай, когда /ие(М2) = 0, но множество t, для которых 
t+At 

lim inf -г- I Х(т, |(т, Z)) dr < 0 , 
At->o+ At J 

t 

имеет положительную внешнюю меру, то в последующем изложении мы 
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возьмем вместо X(t, f) функцию — X(t, | ) . Функция Х(£, | ) наверное вы­
полняет условия Каратеодори, причем Х(£, 0) = 0 для £е <£0, Т>. 

Определим теперь функцию Y{t] Я) для te <£0, Т7), А ^ 0, F(£, А) = snp Х(£,£). 

Функция F(£, Я) выполняет условия Каратеодори и представляет собой 
неубывающую функцию Я при фиксированном t] кроме того Y(t, 0) = 0. 
Если положить Я (г, t) = ||£(т, £)||, то 

г+дг г+дг 

lim sup -г- I Г(т, Я(т, г)) dr >̂ lim sup -г- I X(r, £(r, £)) dr > 0 
Д*->0+ At J Д*-»0+ A* J 

t t 
для £ е М2, [ле(М2) > 0. Очевидно, можно подобрать столь малое число 
а > 0, что множество М3 значений t, для которых 

*+д*" 

lim sup -г- I Г(т, Я(т, £)) dr ^ а > 0 , 
д*->о+ t\t J 

t 

имеет положительную внешнюю меру /ие(М3) > 0. 
Покажем теперь, что „большинство" функций Цт, t) не может для г — t 

„слишком возрастать". Имеем 
\\x(t + h, t) - ^ + h)\\ '< \\x(t +h,t)- z(t, t)\\ + \\y(t + h)~ y(t)\\ к 

t+h t+h t+h 

< / \\X{r,x{T,t))\\dr+ I № - 4 \ d r S f m(r) dr + Kh , 

где х(г, t) есть решение уравнения (1) с начальным условием x(t, t) = ?/(£) 
|dy(T)|' 

dr 
^ i£ для r € (£0, T). Следовательно, 

h h h 
t 

Очевидно, существует столь большое число L, что множество N1 тех t, для 
которых 

t+h 

lim sup — i m(r) dr ^ L 
n->o+ h J 

t 
имеет меру /г (^) < £^е(Л/3). 

Определим À(r, t) = (К -f i ) ( r — £) для r ^ t. Для £ € M3 —- N± будет 
^(т, 0 ^ Я(г, £) для достаточно малых г — £ ^ 0 и, следовательно, 

t+At t+At 

lim sup — I F(T, l(ry t)) dr ^ lim sup -r- / F(r, Я(г, t)) dr ^ a > 0 
t t 
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для t € М3 — Nv Так как /ие(М3 — Nx) > 0, покажем, что 
т 

j Г(т, в) dr ^ | д.(М, - ЛГХ) > 0 . 

Для любого s > О образуем покрытие Витали i£s (замкнутыми отрезками) 
множества М3 — iV\. Для фиксированного t е Мъ — N± существует по­
следовательность Д£г- > О, А^ -> 0 такая, что 

t+Ah 

~J Y(r, Л(т, 0) àr ^ I > 0 . 

Если, кроме того, Агг- выполняет условие &1{(К + L) < «s, то отрезок 
<£, £ + А£г> мы поместим в i£s. Итак, можно подобрать счетную систему 
дизъюнктных интервалов <£n, tn + Ain> так, чтобы она покрывала множе­
ство М3 — i\r

1 с точностью до множества меры нуль. Из построения покры­
тия следует, что всегда будет tn е Мъ — Nv Так как У(£, Я) — неубывающая 
функция Я, имеет место 

Т tn+Atn 

f 7(т, ,9) dr ^ 2 Г Г<т> %r> *•)) dr = 2 | Л^ = 1 ^(Мз ~~ N^ ' 
% п Y n 

t tn 

С другой стороны, Y(t, Я) выполняет условия Каратеодори, причем 
Y(t, 0) =Е 0; отсюда следует 

г 
lim ГГ(т, «)dr = 0 . 

Полученное противоречие показывает, что /Je{M) — 0, и лемма 3 доказана. 
Пусть на интервале <а, 6> задана счетная система дизъюнктных откры-

00 

тых интервалов Ik и предположим, что f(t) непрерывна в <а, 6> — U //с 

и обладает ограниченным изменением на <а, 6>. Тогда получим 
м п + 1 

var f{t) = 2 var /(«) + ]> v a r /(*) (13) 

(/(£) непрерывна в концевых точках интервалов Ik\), где J^ — дополни­
тельные замкнутые интервалы к конечному числу интервалов /х , ...,/те. 

Определение. Пусть f(t) — векторная функция с конечным изменением 
на <а, 6> и пусть дана счетная система дизъюнктных интервалов на (a, by. 
Выражение s{f(t)} определим при помощи соотношения 

e{/(0} = v a r / ( 0 - 2 v a r / ( 0 . 
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Лемма 4. Пусть f(t), g(t) — векторные функции с ограниченними измене­
ниями на (a, by. Пусть дана счетная система дизъюнктных открытых инте-

00 

реалов Ik. Если f(t) и g(t) непрерывны в точках множества (а,Ъу — U Ik 
00 fc=l 

и /(0 = g(t) для t € (а, Ь} — U Ik, то s{f(t)} = s{g(t)}. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Покажем, что утверждение теоремы эквивалентно 
утверждению: 

1. Если h(t) — векторная функция с ограниченным изменением и непре-
00 

рывная в точках множества <а, by — \J Ik и если h(t) = О в точках 
00 & = 1 

t € (a, by — U Ik, то s{h(t)} = 0. 

Согласно (13) можно, очевидно, написать 
п п + 1 

s{(p(t)} = lim [ var <p(t) — 2 v a r <p(t)] = l i m 2 v a r Ф^) • 
w—>oo (a,&) k=l IK n~>co k=ljk(n) 

Для функций, имеющих указанные выше свойства, отсюда следует 

8{<p(t) + V(t)} ^ 8{<p(t)} + 8{V(t)} . 
Если теперь положить f(t) = g(t) + h±(t), g(t) = f(t) + h2(t), то согласно 
утверждению 1 получим 

s{f(t)} ^ s{g(t)} + sfaU)} = s{g(t)} , 
s{g(t)} ^ *{/(*)} + s{Ä2(«)} = 8{f(t)} . 

Наоборот, если справедлива лемма, то положив g(t) = О для te (a, by, мы 
получим s{f(t)} = 0, откуда уже вытекает эквивалентность наших двух 
утверждений. 

Итак, пусть h(t) удовлетворяет условиям утверждения 1. К любому 
е > О можно подобрать разбиение а ^ t0 < tx < ... < tn < £n+1 ^ 6 такое, 
что 

i l |Ä(*«4i ) -Ä(*i ) l l>varÄ(«)-e . (Ю) 
г = 0 (a ,ö ) 

Точки ^ могут оказаться в интервалах 7 Ь которые мы обозначим через 
Iki ... Дя + 1

 и которых может быть самое большее п + 1. Произведем теперь 
следующие изменения: 

ос) Если tielkl> ti+1elki+i, то мы произведем уплотнение таким образом, что 
присоединим концевую точку интервала Ik и начальную точку интервала 
Ijcl+1- Сумма в предыдущем неравенстве (10) может от этого лишь увели­
читься. 

оо 

ß) Если ti с Ik, ti+1 e (a, by — U Ik, то h(ti+1) = 0. 
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Вместо точки ti+1 возьмем концевую точку ткг интервала• Iki, в которой 
также h(rkl) — 0. Сумма в (10) от этой замены не может уменьшиться. 

Аналогичные рассуждения можно использовать, если 
00 

ti € (a, by — (J Ik, ti+1 e I] . 

у) Если точка £г не входит ни в какой интервал 1к*) и, следовательно, 
А(£г) = 0, то точку tt можно отбросить, не уменьшая суммы в (10). 

Это новое разбиение обозначим через а ^ t'0 < t^ < ... < t\ ^ b, I 5̂  
^ 3(n + 1). Очевидно, имеем 

2iiÄ(«;+ 1)-A(*;)n>varÄ(t)- e . 

Точки tk теперь, однако, входят в замкнутые интервалы /fc, ..., /& 
и можно их разбить на группы. В одну группу мы поместим все те точки, 
которые входят в один и тот же интервал 1к . В одной такой группе имеет 
место 

2 UMQ) - Щ)\\ ^ var h(t) = var Ä(*) . 

Имеем 
те+l l - l 

2 var A(0 ^ 2 ||A(*;+i) - Ä(*;)|| > var h(t) - s 
m=llkm г=1 (а,Ь) 

и, следовательно, 
n - f l 

s{h(t)} k var Ä(«) —- 2 v a r A(0 < £ • 
<«,&> w = l Ikm 

Так как £ > 0 можно выбрать сколь угодно малым, справедливо равенство 
s{h(t)} = 0. 

Лемма 5. Пусть векторная функция у (г) определена в интервале <£0, Ту, 
где ее составляющие обладают непрерывными производными. Функция 
X(t, х) определена в полупространстве t ^ 0, где она удовлетворяет усло­
виям Каратеодори. Тогда 

т п ~ 1 

lim sup У inf ||ж(^+1, tt) — y(ti+1)\\ = I " | ~ - i ( T , У(Т)) dr , 

где x (т, £*) есть решение уравнения (1) удовлетворяющее соотношениям 
x(ti, t{) = у(^); притом D есть разбиение интервала <£0, Г): £0 ^ ^ 5^ . . . 
. . . ^ *я = Г, v(D) = max ( i m — £<). 

г = 0 , 1 , . . . т е - 1 

*) Jfc есть замыкание интервала. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Известно,,что из всех решений,x(r, tt) можно выбрать 
решение ж*(т, U) так, что inf \\x{ti+1, tt) — y(ti+1)\\ = ||ж*(^+1, tt) — y(ti+1)\\. 

x(r, Ц) 

Итак, для любого разбиения D имеет место 

. = 0 x(r,ti) 
2 uä\\x(ti+i U) - y(ti+1)\\ = 2 ' \\**iii+ii к) - y(ti+1)\\ = 

i=0 
г-l Ml 

2 II Г U(T,^r,^)-Äldr|= ' 
г=0 I' 7 J II . . . ; , 
П - 1 ^ + ! 

CIT 

n - 1 ** + l ,, П - 1 , *i + l 

5 1 /" К «M> - I F ] HI + 2 f / [*fc *<*» - ^ ] dr 
П- + 1 

v^n II J J || 

где 

Yj 2 / U,**(M,))~^ d 4 - 2 f hr fÄCr))-^ d. 
-̂=о Ii L' T J 'II i=oH*f L J 

Покажем, что ту -> 0, если ^(D) -> 0: 

n - l , ,, ** + l 

M < g JI j [X(r, **(r, ti)) - Щ dr|| - J / [Z(r, y(r)) - Щ dr| < 

2 / № , х*(т, *,)) - X(r, 2/(r))] dt 

n - l * i+l 

S 2 / № » **(*> *<)) - Д(т, УШ dr = 

< 

/ 
= J \\X(r, œD(r)) - Х(т, у(т))|| dr . 

и 

Векторная функция coD(r) определяется так же, как и в доказательстве 
вспомогательной теоремы 4': 

œD{r) = ж*(т, h) для т € <Х-, £гЧ1) , coD(T) == у(Т) . 
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Там было также доказано, что coD(r) сходится равномерно к у (г), если 
v(D) -> 0. 

По теореме Лебега имеем 
т 

/ \\Х(т, œD(r)) - Х ( т , у(т))\\ d r -> 0 , 

если i>(D) -> 0. 

Так как I —̂  Х(т, 2/(т)) dr является непрерывной векторной 
to 

функцией, то 

Ä I II f h * » - * ] HI =ж(/ h *» -^1d') • 
Итак, в общем мы получаем 

lim У inf \\x(ti+1, U) — 2/(^+1)|| = 

- - (/' h *» - d-i?] d*b / II d-f -x(- *»' d* 
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S u m m a r y 

I N T E G R A L STABILITY 

IVO VRKOÖ, Praha 

(Received April 10, 1958) 

In the article new notions of integral stability resp. asymptotic integral 
stability are introduced. 

Let be given a system of n differential equations 

dx 
~ = X(t,x), X(t,0) = 0, (1) 

x = [xl9 x2, ..., xn] , X(t, x) = [Xx(t, x), X2(t, x), . . . , Xn(t, x)] , 

X(t, x) fulfilling Carathéodory's conditions of existence. 

Definition. The trivial solution x = 0 of the equation (1) is integrally stable, 
if to every ô > 0 there exists B(ô) > 0 such tha t : 

i) lim B{ô) = 0 . 
<5-»0 

ii) If the function rj(t, x) fulfils the condition 
00 

/ sup \\rj(t, x)\\ dt < ô 
t, \\в\\£В(д) 

then every solution x(t) of equation 

dx 
— = X(t, x) + ф, x) (2) 

for which \\x{tQ)\\ < ô, may be extended for t ^> t0 and \\x(t)\\ < B(ô) for t ^ t0 

(t0 may be different for different x{t)). 

Definition. The trivial solution x = 0 of the equation (1) is asymptotically 
integrally stable, if it is integrally stable and if to any pair of numbers r\ > 0, 
ô > 0 there exist numbers T(ô, rj) > 0, y (ô, rj) > 0 with the following pro­
perties: 

if x(t) is a solution of (2) such t ha t 
CO 

\\x(t0)\\ < ô , / s u p \\r,(t, X)\\ dt < y(ô, 7]) 
U\\x\\£B(d) 

then \\x(t)\\ < V f ° r every t ^ t0 + T(ô, rj). 
If the right hand side of the differential equation is continuous we obtain 

stronger results. In this case we shall write 

dx 
-^=Y(t,x), Y(t,0) = 0, (3) 

where Y(t, x) is a continuous vector function. 
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The sense of these definitions is as follows: The effect of the disturbing external 
forces will be measured by means of the integral 

00 ' "' 

f sup \\rj(t, x)\\ at . 

If the system is stable under permanent disturbances, \\r)(t, x)\\ has to be small 
for every t ^ t0. On the other hand in the case of integral stability j|r/(£, x)\\ may 
reach large values within a short interval. Hence it appears t ha t a system 
which is under application of short-lasting forces of large value, may be exa­
mined from the point of view of integral stability. The following theorem 
concerning the relation between the asymptotical integral stability and the 
stability under permanent disturbances is proved: If the solution x = 0 of the 
equation (3) is asymptotically integrally stable, then it is also stable under 
permanent disturbances. I t is an advantage of the asymptotical integral stability 
in comparison with the stability under permanent disturbances t ha t we can 
characterize the asymptotical integral stability by means of Liapunov's 
functions. , 

Theorem 1. The solution x = 0 of the equation (1) is integrally stable if and 
only if there exists a continuous function V(t, x) defined in the whole semi-space 
t ^ 0 with the following properties: 

1. V(t, x) is definite positive in the whole semi-space i. e. V(t, x) ^ U(x), 
£7(0) = 0, U(x) > 0 for x =j= 0, U(x) -> oo for \\x\\ -> oo, U(x) is continuous. 

2. \V(t, x) — V(t, y)\ fg K\\x — y\\ where К is a positive constant. 
3. V(t, x(t)) is non-increasing function of t, if x(t) is a solution of (1). 

Theorem 2. The solution x == 0 of (1) is asymptotically integrally stable if and 
only if there exists a continuous function V(t, x) defined in the whole semi-space 
t £§ .0 with the following properties: 

1. V(t, x) is definite positive in the whole semi-space. 

2. \V(t, x) — V{t, y)\ ^ K\\x — y\\, where К is* a positive constant. 

3. lim sup nt + M>X(t+At))-V(t,x(t)) ^ __ и А х Ш .f x(f) .s a solut.on 

At-^0-\- &t 
of (I) and the function U2(x) is continuous and defined for every x, U2(0) = 0, 
U2(x) > 0 for x ф 0. 

For equations with continuous right hand sides the theorems 1, 2 are correct, 
but we can prove more in the case of integral stability and asymptotic integral 
stability. 

Theorem 3. / / for differential equation (3) there exists a continuous function 
V(t, x) defined in the semi-space t ^ 0, where it satisfies the conditions 1, 2, 3 of the 
theorem 1, then the solution x = 0 of the equation (3) is integrally stable. 
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Conversely, if the solution x = 0 of (3) is integrally stable then there exists 
a function V(t, x) defined in the semi-space t > 0 where is has partial derivatives of 
all orders with respect to t, and fulfils the conditions 1, 2, 3 of the 
theorem 1. 

For asymptotic integral stability an analogous theorem holds where the 
conditions 1, 2, 3 of the theorem 1 are replaced by the conditions 1, 2, 3 of the 
theorem 2. 

The question arises whether it is possible to construct a function V(t, x) such 
tha t it should have part ial derivatives of all orders. I t is proved tha t it is not 
possible to construct such a function V(t, x) if Caratheodory's conditions only 
are fulfilled. I n the case the right hand side of (1) does not explicitely depend 
on t, theorems analogous to the previous ones are proved with the change tha t 
the functions V do not depend on t. I n the conclusion the relations between the 
mentioned types of stability are shown 

Asymptotic integral stability 
I 

Y Y Y 

Strong X "—̂  Integral X ^ Stability under 
stability 4- X stability <~ X permanent disturbances 

t I ' t I 

! x ' 
The direction of the arrow means implication. The scratched arrow means 

tha t the implication in the direction of the arrow is not correct. Wi th the ex­
ception of the relation 

Strong stability X —̂  Stability under permanent disturbances 

this scheme hold even in the case t ha t the right hand side of (1) does not 
explicitely depend on t. 
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