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ASYMPTOTISCHE EIGENSCHAFTEN DER LOSUNGEN
DER DIFFERENTIALGLEICHUNG y” + A(xz)y = 0

MILOS RAB, Brno
(Eingelangt am 2. Jdnner 1958)

In der vorliegenden Arbeit werden asymptotische Formeln der Lo-
sungen der Differentialgleichung y” + A(x) ¥ = 0 abgeleitet. Aus ihnen
folgt eine einfache notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, da3
alle Losungen der angefiihrten Differentialgleichung fiir # — o gegen
Null streben.

- Im Vordergrund des Interesses der Mathematiker steht das Problem,
asymptotische Formeln der Losungen der Differentialgleichung

y'+A@)y =0, 1)

A(x) stetig in J = (®,, ), im oszillatorischen Fall zu geben. Die grofite Auf-
merksamkeit wurde dem Fall gewidmet, dal die Differentialgleichung (1) die
Gestalt

y' + [+ f@)y=0 2)
hat, und es wurden einfache Bedingungen fiir die Funktion f(x) gesucht, unter
welchen die Losungen der Differentialgleichung (2) dhnliche Form wie die der
Differentialgleichung

y' +y=0

haben. Folgende Satze sind bekannt:

O [l dx < 0=y = yosin @ + p) + o),
Y — yocos (@ + ) +o(1), [1].
@ [lr@as<eo, f@-o=
y =syosin (VT 70 dt + go) + o(1),
g% = Yo cos (f VT+7®dt + go) +0(1), [4].
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A [|f@)|de < o, 1+ f@) = a2 > 0=

1
y=5—[Yosin H/l + f(t) dt + @) +o(1)],
V1 ¥+ ) “”“
= Vl‘"ﬁ(’x) [yo cos g V17t dt + go) +o(1)], [2].

Auf Grund des Ergebnisses (I) hat M. ZrimaLn folgenden Satz, der die
Differentialgleichung (1) betrifft, bewiesen:

(IV) Ax)=a>> 0, A"/‘(x) konvex 2>

y= sin ([ VA () dt + @y) + o(1)],

Lo

VA(w) 3)
= VA 1y cos JVAT) @t + g0) + o011, 161,

In dieser Arbeit werden wir eine hinreichende Bedingung ableiten, die die
asymptotische Form der Losungen von (1) besonders in dem oszillatorischen
Fall zu beschreiben erméglicht und aus welcher unmittelbar eine Reihe effek-
tiver Resultate (namentlich (I), (III), (IV)) folgt. Auch die Bedingung (II) kann
man in einer allgemeineren Form leicht beweisen.

Wir werden zuerst zwei Hilfsédtze anfiithren.

Hilfsatz 1. Es sei h(x) eine beliebige Funktion, die eine in J = {x,, o) stetige
zweite Ableitung hat und h(x) > 0 st.

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung

. 1 () ”
<ot~ g0 @

ist ]
2= 0, h(x)sm{fhz(t)—}—()’}. (5)
Hilfsatz 2. Es sei die Differentialgleichung
Y"+Px)Y + Q@)Y =0 (6)
und die perturbierte Differentialgleichung X
y" + [Pl@) + p(@)] ¥y + [Q= )+qx)]?/~—0 (7)

gegeben. Die Funktionen P(x), Q(z), p(x), q(x) seien stetig in J. Bezeichnen wir
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mat Y,(x), Yo(x) esn Hauptsystem von Losungen der Differentialgleichung (6) und
miat W(x) thre Wronskische Determinante. Ist fir alle k,1 =1, 2

fTW%;)T {Ip(@) Y (@) Y3 ()| + |g(2) Yi(@) Y,(2))} dz < o0, (©)

dann hat die allgemeine Lésung der Differentialgleichung (7) die Form
y(@) = Y,(@)[Cy + o(1)] + Yo(@)[C; + o(1)],
y'(x) = Y1(@)[Cy + o(1)] + Ya(@)[Cy + o(1)],

C,, C, = Konst.

Beweis. Wir wollen die allgemeine Losung der Differentialgleichung (7) in
der Form y = Cy(z) Y,(x) + Cy(x) Yy(x) suchen, wo C; und C, passende
Funktionen sind. Setzen wir dies in (7) ein und wihlen wir C;Y, 4+ C3Y, = 0.
Wir bekommen so fiir C; und O folgendes System von Gleichungen:

C;Y1 + O;Y2 =0, 0;Y1 + OQY; = —p(01Y1 + 02Y;) —q(CY, 4 C,Y,).

Durch Auflosung dieses Systems erhalten wir

Y
01=-(le FqY,) C, + (pY +qY,) Oy,
(9)
0;=~W‘(pY{+qY1)0 ——(pY'Jquz)O

Wegen (8) ist das Integral
YZ ’ ’
W (pY; +qYy)| + PY +q¥y)| +

Y+ qY2>| + [

L

konvergent und das Hauptsystem von Losungen des Systems (9) hat, wie be-
kannt [5], die Form C,(z) = C; + o(1), Cy(x) = C, + o(1), wo C; und C, be-
liebige Konstanten mit C} 4 O; + 0 sind. Daraus ergibt sich leicht die Be-
hauptung.

Y p
+ 5 (pY 5 + qY,)

Hauptsatz. Es sei h(z) eine Funktion mit einer stetigen zweiten Ableitung in J,
die die Bedingung

[

Lo

h(2) b (@) + A(2) @) — Ez:—x) dz < (10)

erfillt.
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Dann hat die allgemeine Losung der Differentialgleichung (1) die Form

x

y = h(x) [?/o Sin(fhz( 0 ds + ‘Po) 0(1)] ’

x

I = R (x) [yo sin (fhz(t) dt + %) + o(1 )] + (11)

0

x

+ %x) [y cos (fh( 5 & suo) n 0(1)]

o

Beweis.

Die Differentialgleichung (1) kann man in der Gestalt

v LK@, (M@ 1 B
v [(M(x) B k(x)) i (h(x) T W@ +A<x))]y =0 (12)

schreiben. Mit Riicksicht auf Hilfsatz 2 besitzt diese Differentialgleichung
unter der Voraussetzung

|h" x) 1 )
f W @) ~ ) AW

die Losung von der Form

[2i(x) z,(x)| dx < 00, k,1=1,2 (13)

-

Y :_lez'[oi +o1)], ¥ :'le;[oi + o(1)] . (14)

Dabei bedeuten z; und z, zwei unabhéngige Losungen der Differentialgleichung
(4) und W ihre Wronskische Determinante. Weil W = Konst, ist wegen (5) und
(10) die Voraussetzung (13) gewill erfillt und aus (5) und (14) folgt die Be-
hauptung.

Aus diesem Satz folgt unmittelbar:

Bs sev A(x) steteg in J. Eine notwendige und hinreichende Bedingung dafir,
daf alle Losungen der Differentialgleichung (1) mit wachsendem x gegen Null
streben, ist die Existenz einer solchen Funktion h(x) > 0 mit einer stetigen zweiten
Ableitung, die die Voraussetzung (13) und lim h(x) = 0 erfullt.

T—>w0

Beweis. Die Notwendigkeit folgt so: Es seien %, v ein Fundamentalsystem
von Losungen der Differentialgleichung (1),W = u'v — wv’ und b = (u? -+ 22)",
so daB lim A(x) = 0 ist. Man kann lelcht beweisen (siehe [3]), daBl A"h® + Ah* =

T—>o0
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= W2 gilt. Weil W = Konst ist, konnen wir W = 1 voraussetzen, so daf
1 .
hh" + AR* — i 0 ist und (10) gilt.
Folgerungen. Wenn A(x) > 0, 4"(z) stetig in J ist, kann man in (10)
h(x) = A~"«(x) wihlen und die Voraussetzung (10) reduziert sich auf ’

flA 2[4 ()]"| de < 0. (16)

Die Voraussetzung (16) ist gewil3 erfiillt, wenn A(z) = Konst > 0 und
[4-@)]" =0 (17)

filr zeJ gilt [6, S. 84] und die asymptotischen Formeln (11) reduzieren sich
auf (3). Die Voraussetzung (17) kann man durch eine allgemeinere ersetzen:
A~y(z) konvex in J.

Wenn A(x) = a? > 0 gilt, konnen wir 4(x) = p*(x) bezeichnen und statt der
Bedingung (16) bekommen wir

U S _l(p’(x)’ 1 p*()
xf!p (@)p~"x(x)]"| dx xf‘ 2 p?(x) 4 pi(x)

was gewil} erfiillt ist, wenn [ |4"(z)| do < oo gilt [2, 8. 512]. Im speziellen Fall,

de < ©,

wenn A (x) = 1 4 f(x) ist, bekommen wir das Resultat (III).
Die Bedingung (I) bekommen wir leicht durch die Wahl A(x) = 1.
Am Ende wenden wir den Hilfsatz 2 auf die Differentialgleichung

&y | px)dy
dsz " pr(x) ds Ty

=0,

p(z) > 0 an, die wir durch Transformation s = f p(t) dt aus + pPx)y =0

bekommen. Wir erhalten unmittelbar eine Verallgemeinerung von (II):

0

f!%% dt < oo, fp(t)dt: oo:>y=yosin(fp(t)dt+%)+0(1)>

o o

x

B gy cos (fp(t) dt + %) +o(1) .

0

Bemerkung. Ersetzt man die Differentialgleichung (4) durch

" 1 (p(@) K@) | =
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die die allgemeine Losung

. dt
y = O, k() sin {f‘*p(t) hz’zt—) -+ Cz}

\ 2,

hat, so kann man aus Hilfsatz 2 folgenden Satz ableiten:

Es sei die Differentialgleichung
(p@)y) +a@y =0, (18)

p'(x), q(x) stetig in J, gegeben. Es sei h(x) eine Funktion mit einer stetigen zweiten
Ableitung, die die Bedingung '

/

o

h(z) (p(2) K (@) + q(@) B(@) — — >

P @y | 9 <

erfills.

Dann hat die Differentialgleichung (18) die allgemeine Lésung

y =) [ogsin | [ oot f +om),

0
k4

y = h'(x) [yo sin {fp—(t)d,iw + %} + 0(1)] +

o
x

1 dt
+m)h—(96)[y°cos{fm+%}+o(l)].

Zo
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Pesome

ACUMIITOTUYECKUE CBOJCTBA PENIEHUI
JTUOOEPEHIMAJBHOTO YPABHEHHUA y” + A(z)y = 0

MUJIONI PAB (Milo$ Rab), Bpro
(ITocrynmio B pegakmmio 2/I 1958 r.)

B crarbe mokasmsiBaerca Teopema:
ITycmv dano dugPepenyuarvroe ypasrenue
Yy +A@y =0, (1)
A(x) — nenpepuisnan ¢ unmepeare J = {(x,, o) Pynryus.

ITyemv h(z) > 0 ecmd ynkuys ¢ HenpepsisHot 6mopoti npoudeodrnoii ¢ J ma-

xas, 4mo
0

/

o

h(z) B"(z) + A(z) k¥ (z) — 5—|dx < 0. (2)

Toeda obwpuii unmezpan duggepenyuarvrozo ypasuerus (1) umeem eud

x

d
y = h(x) [3/0 Sin(sz—(tt) + %) + 0(1)] ’

0
x

d . d d
dTi/: h’(x)[yo sin (fz;(% + %)-i- 0(1)] "i—ﬁ[yocos(fz% + %) +0(1)]'

0 Lo

Orciofa JIerKo BBITEKAeT TeopeMa:

Heobrodumvim u docmamourvim ycaosuem das moeo, 4mobul 6ce peuterus dug-
depenyuanvrozo ypasrenus (1) cxoduiucs ¢ goapacmarwum x k HyL10, S643emcs
cywecmeosarue makoti gynkyuu h(x) > 0 ¢ HenpepusHol 6MopPoil NPouseodrol

6 J, umo lim h(x) = 0 u umo umeem mecmo (2).
T—>00
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