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Yexocaopankuii MaTemaTmieckmii :xypuax, T. 8 (83) 1958, IIpara

GEOMETRIE INTRINSEQUE DES CONGRUENCES DE DROITES
ET LEURS DEFORMATIONS PROJECTIVES

ALOIS SVEC, Liberec
(Recgu le 3 janvier 1958)

On introduit la notion de systéme de géométries intrinséques des
congruences de droites dans ’espace projectif; le comportement de
ce systéme étant équivalent & déformation projective de second ordre.

1. Dans I’espace projectif & trois dimensions S; soit donnée une congruence
nonparabolique de droites L, & chacune de ses droites soit associé un repére 4,
A,, A;, A, d’une telle maniére que [4,4,4;4,] = 1, que [4,4,] soit la droite
considérée et que [4,4;], [4,4,] soient ses transformées de Laplace. La
congruence L peut alors étre déterminée par les équations fondamentales

d4, = 0,4, + %04, + v, 4,

dd, = 00,4, + w4, + w4, l

dd; = w34, + w3d, + w5345 + o0, 4,4, ] (1)
dd, = w0y d, + wpd, + piw.d; + w44,

(voir E. CecH, Transformations développables des droites, ce Journal, t. 6(81)
1956, pp. 260—286). On peut introduire le repére duel

E1 =[4,4;4,], B, = — [A],A3A4]’ E, = [A],A2A4]7 E,=— [A1A2A3] ;o (2)
les équations fondamentales de la dualisation L* de la congruence L sont alors
dE; = — wgpll, — 0By — 0B, ,
dE, = — ﬂzwan — wgl, — w,l,,
dEl = — wyll; — 0y, — 0,B, — %0, 8, , (1)
AE; = — wpll; — 0l — %08, — wy,H, .

Je suppose enfin que les repéres de la congruence L sont deja specialisés d’une
maniére unique de sorte que

W5 = Az w, + bm, . (3)

A c6té de la congruence L soit donnée une autre congruence L’ dont le repere
est choisie de maniére analogue, toutes les expressions se rapportant & L' sont
affectées d’un accent. Supposons que les congruences L et L’ soient en' trans-
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formation développable 7' (les surfaces développables des deux congruences
se correspondent donc en cette méme transformation)

0, =0y, 0,= 0. (4)
J’appelle exiension (T, T,) de la transformation le choix des projectivités
Ty A, + zd,) = A; + xody, TWEy+ yE;) = By + yok (5)

qui existent entre les droites se correspondant ’une & l’autre, o #+ 0 et o & 0
étant des fonctions arbitraires.

La congruence L soit décomposée en une couche de surfaces réglées non-dé-
veloppables par I’équations

Wy — aw, = 0. (6)

On trouve alors aisément que le plan tangent & la surface réglée de la couche
(6) au point 4, + 4, est B, — atl,. Par I'intermédiaire de la transformation
(4), la décomposition de la congruence L en la couche (6) se transmet & la
congruence L'; le plan tangent & la surface réglée correspondante de la con-
gruence L’ au point T,(4, + v4,) = A] -+ 704, est B, — avoHy. Par le choix
de (6) et de I'extension ponctuelle 7', j'obtiens une certaine extension 7,
(assez transparente géométriquement), ou 7T'.(E, — atvl,) = B, — aroly,
c’est-a-dire qu’en somme (je pose —at =y, T = x)

To(d, + 2dy) = 4] + wod}, TAE, + yB) = By + yolly.  (7)

L’extension 7', est évidemment indépendante du choix de la couche (6), je
peux donc dire qu'une transformation développable existant entre L et L’ et
Pextension ponctuelle 7', déterminent ’extension planaire 7,. Les extensions
(T3, T,), ou les projectivités T, et T, se correspondent de la maniére décrite
ci-dessus, seront appelées extensions principales.

2. Dans la suite j’exploite la notion de connexion d’une congruence normalisée
ponctuellement oli & chacune de ses droites p est associée une droite ¢ sans point
commune avec p, voir ENEaA BorrororTi, Connessioni nelle varietes luogo di
spazi, Rendiconti del Seminario della Facolta di Scienze della R. Univ. di
Cagliari, 111, 1933; Sulla geometria differenziale delle congruenze di rette, Atti,
Soc. Italiana per il Progresso delle Scienze, X XII Riunione — Bari, 1933,
Col. II., pp. 185—7. Soient données deux droites p, et p, de la congruence L
et soit 7 I’,,intervalle’ d’une surface réglée quelconque entre ces deux droites.
Au moyen de la normalisation on peut transporter chaque point 4 € p, sur la
droite p & travers  le long d’une courbe y dont la tangente en tout point P € p
coupe la droite ¢ que correspond & p dans la normalisation. La correspondance
ainsi engendrée entre les droites p, et p, sera une projectivité; Pensemble de
toutes ces projectivités entre les paires de droites de la congruence L & travers
les surfaces réglées particuliéres s’appelle connexion de la congruence normalisée
ponctuellement. La congruence L sera normalisée planairement si la dualisa-
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tion L* Test ponctuellement. Dans la congruence normalisée L (jappelle
ainsi une congruence normalisée des deux fagons) se présentent donc deux
connexions. Dans ce qui suit je vais m’occuper de telles normalisations pour
lesquelles la droite normalisante coupe les transformées de Laplace de la droite
de la congruence considérée.

Supposons que la congruence L (1) soit normalisée ponctuellement par les
droites [4; + 4,4,, A, + 2,4,] et que sur une certaine surface réglée de la
congruence L le point 4 = 4, + x4, se maintient dans la connexion induite.
On a alors nécessairement [4, d4, 4, + MA,, A, + 2,4,] = 0 ou bien aussi

dz + 0, + 2(wey — @y, + lo, — Auw,) — 22w, = 0. (8)
L’équation (8) détermine évidemment une connexion de la congruence L. Si L
est normalisée planairement par les droites [B, + u,H,, B, uok,], alors le
plan £ = E, - yHE,; se maintient dans la connexion induite si I’on a

(£, dE, B, + p,By, By + 1,B,] = 0

ou bien encore

dy — Bao, + Y04 — 0y + 0y — fia0s) + Y0y = 0. (9)

3. Je considere enfin deux congruences L et L’ en correspondance 7' (4),
la congruence L soit normalisée. Je vais étudier 1’éxistence d’une normalisation
de la congruence L’ et Uexistence de I'extension principale (7', 7',) de la cor-
respondance 7', pour lesquelles on a: Soient p et p’ un couple de droites cor-
respondantes des congruences L et L', soit 4 e p,, T,A = A’ ¢ p’; supposons
que 4 se ment dans la connexion de la congruence L suivant une courbe v
située sur une surface = dans L, et que le point A’ se ment sur la surface 7'z
correspondante suivant une courbe y’, alors 7',y = »’; une situation analogue
se présentant méme pour les dualisations L* et L'*.

La congruence L’ soit normalisée par les droites [Aj + 2,45, A} + 1,A.] et
[y + By, By + (5B, de méme comme dans ce qui précede on trouve que
si le point 7,4 = A; + zpA, se transporte suivant la courbe donnée par la
connexion de la congruence L’ on a

dz + o'wvyw, + 2(dlog o + why — wiy - Mo, — Aw,) — 0x2,m, = 0. (10)
D’une maniére semblable j'obtiens pour le transfer du plan T,.E = E; + yokE,
dy — e7'aoy + y(dlog ¢ + wiy — Wiy + o, — pwy) + gy*fiwy = 0. (11)
La condition citée ci-dessus pour la coincidence des connexions déterminées
par les normalisations des congruences L et L’ est évidemment équivalente

a la coincidence des équations (8), (10) et (9), (11) sur chaque surface. En com-
parant j’obtiens

&y = Q_l‘yll y Kg = Q’;"":! ’ ﬁl = 9/31 s B2 = Q“lﬁ; s (12)

dlog o + 755 — 7y = (4 — /1,1)‘01 — (A — Z;)wz >}

’ ’ 13
dlog o + 74y — 7y = (g — 1) o — (1tg — 3) @, (13)
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ol 7;; = w); — w;;. Les g, A;, u; étant donnés 1;, u; sont déterminés par les
équations (13) d’une maniére unique.

L’existence d’une normalisation de la congruence L’ et d’une extension
(T',, T,) satisfaisant aux conditions citées ci-dessus se réduit & I’existence d’une
fonction ¢ vérifiant (12). On sait néanmoins bien d’aprés le travail cité de
M. Cech que lexistence de o vérifiant (12) est équivalente & une déformation
projective des congruences L et L’. On obtient donc le résultat que voici:

Etant données deux congruences L et L' en transformation développable,
Dexistence de leurs normalisations et de Iextension de la transformation développable
telles que les deux connexions induites coincident (de la maniére décrite ci-dessus)
est équivalente & la supposition de leur déformation projective. St ce cas se présente,
alors la normalisation de la congruence L détermine sans ambiguité la normalisation
correspondante de la congruence L' et Uextension de la transformation qui existe
entre L et L'.

Ce théoréme résout dans une certaine mesure le probléeme de construction
du systéme de géométries intrinséques d’une congruence de droites, dont le
comportement est équivalent a la deformation projective de la congruence.
Ce probléme-la a été posé dans le livre Teopus wourpysumnii de M. FINikOV.

Peswme

BHYTPEHHAS TEOMETPUS NPAMOJMHENHBIX
ROHTPYOHIIUN U X NMPOEKTUBHOE U3T'NMBAHUE

AJIONC IIBEIL (Alois Svec), Jubepern
(Hoctymuito B pemaxmuo 3/1 1958 r.)

ITycrs L — mnpsamonwmmeiinas KOHTPYIHIHA IPOEKTHBHOTO IPOCTPAHCTBA
8;, a L* — ee pyanmsanusa. Kourpysunua L nopmmpoBana MO TOYKAM, eCJIH
KayK/0ff ee NPAMOM P MOCTABIEHA B COOTBETCTBUE CKPEIIUBAIOINASICS IPAMast ¢;
TOHATHE CBA3HOCTH HOPMWPOBAHHOW IO TOYKAM KOHTPYSHIUU OBUIO BBEJEHO
Bopronorrm. Horrpysanma L nopmupoBaHa o miIockocTaM, eciu L* Hop-
MZPOBaHA II0 TOYKAM; O KOHI'DYDHIMH, HOPMUPOBAHHOW W IO TOYKAM W IO
IIJIOCKOCTSIM, MBI TOBOPHM, 9TO OHa HOPMMpPOBaHA.

IIycrs L n L' maxomsarcess B coorsercTBuu C, Ipum KOTOPOM HMX pasBepTHIBA-
Jommecs: MOBEPXHOCTU COOTBETCTBYIOT APYr Apyry. Torma coxpaHenue HEKOTO-
poil cucremsl cBsagHOcTeill B coorsercTBuu C ABjAercs HEOOXOAUMBIM W J0-
CTATOYNBIM YCJIOBEEM VIl NPOEKTHBHOIO M3rMOaHWsT BTOPOro HOPSIKA KOH-
rpysunun L m L'
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