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REMARQUE SUR LES DROITES CANONIQUES D'UNE SURFACE

ALOIS SVEC, Liberec
(Regu le 19 novembre 1957)

Dans ce travail je trouve une certaine homographie existant entre
les points du plan tangent au point  d’une surface d’un espace pro-
jectif & trois dimensions et les plans d’étoile & centre . L’homo-
graphie introduite est déterminée par 1’élement du 41¥me ordre de
la surface, & chaque droite canonique au paramétre 1 il correspond
une droite canonique au paramétre 1 4 31

1. Soient données dans l'espace projectif S, & » dimensions (r = 3) deux
courbes = = z(t), ¥ = y(t) & correspondance donnée par 1’égalité des para-
metres. Soit y(f,) = ayz(f,) un point commun de ces courbes; dans toutes les
formules suivantes je supposerai ¢ = ¢,.

La condition nécessaire et suffisante pour que les courbes (z) et (y) aient
au point commun un contact géométrique d’ordre 3 est 'existence des nombres
Gy, Ay, Ao, A3, b17 b27 b3 tels que

y=ax, y =abr +ax, y =abix" + (2a.b; + ahy) 2 + axx, (1)

y" = abix” + 3(a;b] + aghibs) ¥ 4+ (3ah, + 3a.b, + aghy) 2’ + ax .
La condition nécessaire et suffisante pour que les courbes considérées aient un
contact géométrique d’ordre 3 et analytique d’ordre 1 ou 2 ou 3 resp. est
bp=1loub, =1 b,=00ub, =1, b, =b; = 0 resp. C’est bien connu.

Soient données deux courbes (x) et (y) & contact analytique d’ordre 1; ce
qui permet de poser

y=x, y = +ax (2)
au point de contact. Il est possible d’introduire deux points z,, z, par les équa-
tions

Yy =a" 4 20,2 + cx + 2, Y =2" + 322" + 3¢ + cx + 2, (3)

ou ¢, et ¢, sont des nombres auxiliaires. Les points z; et z, n’ont aucune signi-
fication géométrique mais ils me conduiront & quelques objects géométriques
importants. Je vais discuter tous les cas.
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A. Les courbes (z) et (y) ont un contact analytique d’ordre 2. On voit
facilement qu’on peut choisir ¢, de sorte que z; = 0. J’étudie alors ’équation
(3,). Les cas suivants sont possibles:

A,. Les courbes (z) et (y) ont un contact analytique d’ordre 3. La condition
nécessaire et suffisante pour cela est [2z,] = 0.

A,. Les courbes (z) et (y) ont un contact géométrique d’ordre 3, mais elles
n’ont pas de contact analytique d’ordre 3. En vertu d’(1) on voit que la con-
dition nécessaire et suffisante pour cela est que z, soit de la forme z, =
= byz' + (¢3 — ¢,) x de sorte que le point z, soit un point arbitraire (diffé-
rent de x) de la tangente commune [2z'] des deux courbes.

A;. Les courbes (x) et (y) n’ont pas de contact géométrique d’ordre 3. La
condition nécessaire et suffisante pour cela est que le point z, n’appartienne
pas & la droite tangente [xxz']. La droite [2z,] est (a 'exception du point z)
Iensemble de tous les centres de projection tels que les projections des courbes
(x), (y) aient un contact analytique d’ordre 3.

B. Les courbes (z) et (y) ont un contact géométrique d’ordre 2 mais n’ont
pas de contact analytique d’ordre 2. La condition nécessaire et suffisante
pour cela est que z, soit un point (# z) de la tangente [xzz'], c¢’est-a-dire
2y = (@y — ¢;) @ + bx’, by = 0. On peut écrire les équations (3) sous la
forme

Y=o 4 (20, + b) 2 + agz,
y" =a" + 3(a; 4 b,) " + 3(ay + a;b,) ¥’ + cx + (4)

+ 2y — 3" + 3(c; — ap, — a;b,) ¥ .

B,. Les courbes (z) et () ont un contact géométrique d’ordre 3. La con-
dition nécessaire et suffisante pour cela est 'existence de tels nombres b, et
a, que

2, — 3b2" = (by — 3¢, — @y — a,b,) ' + (@3 — ¢,)) 2

cela veut dire que le point z, — 3b,2” est un point arbitraire de la tangente
[zz'].

B,. Les courbes (z) et (¥) n’ont pas de contact analytique d’ordre 3. La
condition nécessaire et suffisante pour cela est que les points z, 2, z, — 3b,2" ne
soient pas linéairement dépendants; le plan déterminé par ces points est
(sauf la droite [x2]) I'ensemble de tous les centres de projection tels que les pro-
jectibns des courbes (x) et (y) aient un contact géométrique d’ordre 3.

C. Les courbes (z) et (y) n’ont pas de contact géométrique d’ordre 2. La
condition nécessaire et suffisante pour cela est que le point z, ne soit pas un
point de la tangente [xx']. La droite [xz,] (excepté le point x) est 'ensemble de
tous les centres de projection tels que les projections des courbes (z) et (y)
aient un contact analytique d’ordre 2. Le centre de projection étant z, -+ 7z,
jobtiens y” = 2" + 2a,2" + (¢, — r) x (mod 2, + rx) . Je dois distinguer deux cas:
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C;. 2z, est un point du plan déterminé par la tangente [zz'] et le point z;:
2y = T + &' + xg2,; on a

Y’ =a" + 302" 4 3(c; — r) &’ + (¢ + 1) T+ (Br + o) ¥+ a5z,
ou
Yy =a" 4 3ax” + 3¢, — )&’ + (¢y + ¢ — agr) x F (Br + a,) 2 (6)
(mod z, + rx) .

Il existe un seul point z, — j«,z de la droite [zz,] tel que les projections des
courbes (z) et (y) de ce point aient un contact analytiques d’ordre 3.

C,. 2z, n’est pas un point du plan [x2'z,], un calcul simple nous montre
qu’il n’existe pas de tels points de la droite [2z,] que les projections des courbes
(%), (y) d’'un tel point aient un contact analytique d’ordre 3. Je peux écrire
(3,) sous la forme y” = 2" + 3a,2" + 3(c; — ) &’ + c,x + 2, + 3ra’ .

On voit facilement que: A chaque point z; 4+ rz de la droite [xz,] il corres-
pond un plan [z, z,, 2, + 3rz’], les droites de ce plan passant par le point
2, + rx sont toutes les droites a la propriété suivante: les projections des
courbes (), (y) d’une telle droite ont un contact analytique d’ordre 3.

2. Soit donnée dans un espace projectif & trois dimensions une surface (non
réglée) = par les équations fondamentales

Lyu = quu + .va + P, Tyy = Yy + @vxv + P22 , (7)

voir FuBint-CrcH, Géoméirie projective différentielle, p. 47. On a By + 0. Les
équations fondamentales de la dualisation =* de la surface 7z sont (dans I'espace
corrélatif S5)

bue = Oubu — B, + Tk, Ew = — Vs + Oufy + ot (8)
ou (GPD p. 48)
Ty = Pu + fo + BO, Toz = Pos + vu + ¥Ou. (9)
J’introduis la normalisation de Fubini (GPD pp. 47 et 71)
6 = log fy (10)
et les notations habituelles '

de sorte que les équations (9) donnent
Ty — Py = ﬂ% , Tlag = Pag = YYPq . (12)

La droite canonique de 1¥e gu 20nde espéce & parametre A de la surface 7 est
la droite (GPD pp. 100—102)

(2,20 + Apau + Apy,] ou  [x, + Ay, 2, + Apex] . (13)
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Pour 1 == 0, j’obtiens les deux normales projectives de la surface , les normales
projectives de la surface n* sont [££,,] et [£,&,].
3. L’homographie tangente la plus générale de la transformation asympto-
tique =% — 7 est
K=z, K& =ix+a,, K& =pux-+a,,

Kg,, = az -+ b, + o, + ey o
on a
Kt=a, Kdé=do+ (Adu + pdv)z, (15)
K& = &2 + 2(A du + p dv) de + oz + @@, + 0oy + @a%u,
et '
¢ = — 24 du? + 2(0 — p) dudv — 2y do?,
@y = — 2fdu? + 2(c — ) dudv — 2u do?, (18)
@3 = 2(e — 1)dudv,
¢ = (20, — uf + Py,) du* + 2a du dv + ()

+ (O, — 2y + yp) dv® + A d%u + pd.

On peut obtenir une tronsformation K-linéarisante d’ordre 2, la droite
[z, g2, + o, -+ psx,,] étant la droite K-linéarisante de la tangente [z, dz] de
la surface 7; si ¢, = @, = @3 = 0 je dis que la droite est indéterminée. Je vais
décrire la signification géométrique: Soit ¢ une tangente de la surface x et t' la
droite K-linéarisante, soit y une courbe arbitraire de la surface = ayant au
point considéré la tangente ¢ et soit y* la courbe correspondante de la surface
7*; alors trois cas sont possibles:

a) ¢ % & les projections des courbes y et Ky* d’un point arbitraire de la
droite ¢’ ont contact analyticque d’ordre 2 (les courbes y et Ky* n’ayant pas
de contact géométrique d’ordre 2);

b) ¢' = t: les courbes y et Ky* ont un contact géométrique (mais non ana-
Iytique) d’ordre 2;

¢) ¢’ est indéterminée: y et Kp* ont un contact analytique d’ordre 2.

Dans le cas b) ou ¢) ¢ s’appelle la tangente K-caractéristique ou K-principale.

La condition nécessaire et suffisante pour que la droite K-linéarisante de
chaque tangente soit une tangente de la surface = est

e=1. (18)

Les droites K-linéarisantes des tangentes asymptotiques [zx,] et [zx,]
sont [z, — 2lx, — 2fx,] et [z, — 2yx, — 2ux,]; la condition nécessaire et
suffisante pour que la droite K-linéarisante d’une tangente asymptotique
soit 'autre tangente asymptotique est

A=pu=0. (19)
1’équation des courbes K-caractéristiques est ¢, du — ¢, dv = 0 ou
pdud —cdutdv + bdudv® — yde® = 0;
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dans la suite je me borne a de telles K que (18) et (19) ont lieu. La condition
nécessaire et suffisante pour que la 3-couche des courbes caractéristiques
soit apolaire au réseau des asymptotiques est que

b=c=0; (20)

cette condition étant satisfaite, les caractéristiques sont les courbes de Segre.
(20) resp. (19) est la condition nécessaire et suffisante pour qu’il corresponde
3 la normale projective de 1¥° resp. 2°0ude sorte de la surface m la normale
projective de 1% resp. 207d° sorte de la dualisation z*.
Je me borne & de telles homographies tangentes (14) pour lesquelles (18)
jusque (20) ont lieu; jobtiens
Ké=2, Kdé=de, K d%¢ = d% + oz + 92, + @2, , (21)
K3t =d3x + 3pdz + () + D, + Do, + Py,

ou
P = — 27} dvzy P = — 25 du27 (22)
o = By, du? 4 2a du dv + yyp; dov?, (23)
D, = — 2B, dud® + (.) dur dv + (.) dude? + (.) dv® — 6y dv d?,
D, = (.)dud + (.)dutdv + (.) du de® — 2yp, dv® — 6f du d*u (24)
D; = — 2B dud — 2y ded.

En tenant compte des équations précédentes et des remarques du No 1. il
est possible de définir des transformations K-linéarisantes d’ordre 3 ou les cour-
bes y et Ky* ont un contact analytique d’ordre 3 apres une projection d’une
droite. Mais dans mes recherches je me borne aux courbes asymptotiques.
Par ex. pour 'asymptotique v = const. j’ai

pr=0, @=—2dw, & =—20p,dv’, Py= —28dv?
et (si j’emploie les notations du No 1.)
2z = — 2fdux,, 2z, = — 2By, dudx, + Dz, — 2f dudz,, ;

c’est le cas C,. A chaque point z; + rz il correspond un plan [z, 2, z, + 3rz,]
a signification géométrique claire. On a (en posant du = 1)

,
[x’ 215 %3 JF‘ 371‘14] = 4182[x: Lyy Luy + (1)1)2 — 3 _) xu]
et j'obtiens une correspondance & signification géométrique

Ly + nx — [LL', Loy Tup + ("/’2 + 3”) xu] . (25)

Pareillement on peut obtenir (pour I'asymptotique » = const) la correspon-
dance
Z, + mx — [x, Ty, Ty + (y; + 3Mm) 2,] . (26)
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Il est possible d’introduire une homographie

Ko + X3y _% Koy —> o‘l[xxuxuv] - “2[xxfuxuv] + (27)
+ (oqypy + oy + 3o)[22,2,]

telle que (25) et (26) sont les homographies partielles de (27). L’homographie
(27) est invariante par rapport aux déformations projectives d’ordre deux
de la surface. Je pense que cette homographie n’a pas encore été considérée.

L’homographie (27) donne naissance & une homographie existant entre les
droites du plan tangent au point x et les droites passant par le point z. Cette
homographie est

[y + mz, x, + nx] = (@, 24y + (Yo + 370) T, + (9, + 3m)2,].  (28)

Ce qui est important c’est que & chague droite canonique de la 1¥° espéce
a paramétre 1 il correspond la droite canomique de la 2% sorte & paramétre
14 34

(s + Apu, @, + Ayox] — [2, Tyo + (1 + 3A)(pety + p12,)] . (29)
A la normale projective (A = 0) il correspond la droite canonique & paramétre
A =1
PeswwMme

3AMEYAHUE O KAHOHMYECKHUX TMPAMbBIX IIOBEPXHOCTH

AJIOUG HTIBEI] (Alois Svec), JIuGeper
(ITocrynuao B pegaxmmio 19/X1 1957 r.)

B pabote uccmenyercs acAMOTOTHYIECKOE COOTBETCTBIE MEKIY IIOBEPXHOCTHIO
(7) TpeXMepHOTO HPOEKTHBHOIO IpOocTpaHCTBAa U ee Ayanmsanumeil (8). Paccmo-
TpeHHe JINHeapH3UPYIOMero IpeoOpasoBaHUA 3TOrO COOTBETCTBHA IIPHABOMAT
K onpepenennio KpuBsx [lap6y. MoskHo, ogHako, paccMaTpuBaTh U JMHEaPU3A-
pyiomee npeobpasoBaHUe TPEThero MOPSAIKA, IPX KOTOPOM MEHI TpefyeM, 4TOOB
KacaHNe COOTBETCTBEHHBIX KPUBHIX OBLIO TPEThEro MOPsAKA MOcie TMPOEKTHPO-
BaHHS U3 IPSIMOIl; HOCKOJIBKY aBTOPY M3BECTHO, 3TM Ipeobpas3oBaHisi He ObLIn
0 cuX IOp MceiegoBansl I[opoGHEIM aHAIM30M BTOTO IPeobpasoBaHuUs, IPU-
MEHEHHOTO K aCHMITOTHYeCKUIM KPHUBEIM, IOJIydaeM IeoMeTpPHYecKoe HCTOIIKO-
BaHUMe npeoGpasosanms (27), KOTopoe [0 cUX IOpP, OYEBUHO, HE MCCIEN0BANOCH
B aureparype. Ilpm srom mpeoGpasoBaHmM KasKIOH KAHOHMYECKON IPAMOM
IIepBOTO poja ¢ IapaMeTpoM A COOTBETCTBYET KaHOHMIECKAs IPsiMasg BTOPOTO
popa ¢ mapamerpom 1 -+ 34, 9T0 B OCHOBHOM JlaeT reoMeTpm4ecKoe 3HAYeHUe
mapamMerpa KaHOHHYECKOH HPAMOIM.
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