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Yexocaopankmii MaTeMaTHyecknii xypuam, T. 8 (83) 1958, Ilpara

UBER DIE EINDEUTIGEN STETIGEN ERWEITERUNGEN STETIGER
FUNKTIONEN

JOSEF NOVAK, Praha
(Eingelangt am 17. Mai 1957)

In diesem Artikel') ist die notwendige und hinreichende Bedingung
dafiir angegeben, damit eine auf dem Bereiche A definierte und dort
stetige reelle Funktion auf eine einzige Weise auf die Abschliessung v4
stetig erweitert werden kann. Dabei braucht man keineswegs das
Axiom der abgeschlossenen Abschliessung vorauszusetzen. Weiter sind
die Bedingungen angegeben, unter welchen eine stetige Funktion auf
den Kkleinsten abgeschlossenen und A4 enthaltenden Bereich stetig
erweitert werden kann.

Die Frage der eindeutigen stetigen Erweiterung stetiger Funktionen ist
interessant insbesondere im Zusammenhang mit der Massfunktion. In der
Literatur sind zwei Methoden bekannt. Die erste Methode von H. LEBESGUE
beniitzt den Begriff des dusseren Masses. Die zweite Methode der transfiniten
Induktion wurde von E. BorrL entworfen und einige Autoren haben den
Erweiterungssatz des Masses mit dieser Methode bewiesen [1, 2, 3]. Im zweiten
Teil dieser Arbeit wurden die topologischen Sétze tiber die stetigen Erweiterun-
gen im gewissen Sinne auf die Massfunktion angewendet. Daraus folgt unter
anderem, dass die eindeutige Erweiterung des Masses von einem Ring auf den
kleinsten o-Ring eine Angelegenheit topologischer Natur ist.

Es sei eine abstrakte Menge X gegeben, in der konvergente Punktfolgen
definiert sind. Dabei sollen die beiden wohlbekannten Fréchetschen Axiome
erfiillt sein, namlich das Axiom iiber die Konvergenz der stationdren Folgen
und das Axiom iiber die Konvergenz aller Teilfolgen einer konvergenten Folge.

1) Der Inhalt dieses Artikels wurde am ITI. mathematischen Kongress in Moskau im
Juni 1956 vorgetragen. Die topologische Idee der stetigen Erweiterung des Masses wurde
an der Tagung iiber Wahrscheinlichkeitsrechnung und mathematische Statistik im Okto-
ber 1954 in Berlin mitgeteilt [4].
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Ferner soll auch das Urysohnsche Axiom gelten, das folgendermassen lautet:
Wenn z, nicht gegen x konvergiert, so gibt es eine Teilfolge x,, derart, dass
keine weitere Teilfolge x,, gegen x konvergiert.

Man kann in der Menge X, in der die konvergenten Punktfolgen definiert
sind, eine gewisse Art der Topologie einfithren. Es sei ndmlich 4 c X eine -
Teilmenge. Unter der Abschliessung v4 der Menge A verstehen wir die Menge -
aller Limespunkte 2) z = lim z,,, wobei die z, zu 4 gehéren. Der Operator v
besitzt folgende Eigenschaften:

*) 20 = 0; vX = X; wenn A c B ist, so ist v4 c vB;

es gilt v(4 v B) = vA U vB; es ist A c vA und (z) = v(x) fiir’) jeden Punkt
zeX.

Das Axiom der abgeschlossenen Abschliessung v4 = v(v4) braucht dabei -
keineswegs erfiillt zu werden. '

Fir die abzédhlbaren Ordinalzahlen « definieren wir die x-te Abschliessung -
v*4 der Menge A folgendermassen:

WA = A;v'4 = vA,
ved = v(v*14), falls x — 1 existiert,
ved = Y viA, fallsx — 1nicht existiert (x Limeszahl).

f<a
Man sieht leicht ein, dass der Operator v= alle Eigenschaften (*) des Operators v
besitzt. Da v ein monotoner Operator ist, so erhdlt man eine monotone Folge
von Abschliessungen einer gegebenen Menge 4:

Acvdcwvrdc...cv:d4c...,

wobei « alle abzéhlbaren Ordinalzahlen durchlauft. Daraus und aus der Defini-
tion des Operators v= folgt, dass fiir jede wachsende Ordinalzahlenfolge &, — «,
die gegen eine abzidhlbare Ordinalzahl (Limeszahl) x konvergiert, folgende
Formel gilt:

24 = U vénd .

n=1

Wir setzen ud = {J v*4, wobei « abz. eine abzihlbare Ordinalzahl x bedeutet. Es

« abz.

ist leicht einzusehen, dass der Operator u alle Eigenschaften des Operators v -
besitzt und dass er auch dem Axiom der abgeschlossenen Abschliessung w4 = .
= u(ud) geniigt. u ist also ein topologischer Operator im gewdéhnlichen Sinne
des Wortes.?)

2) Die Konvergenz wird mit lim x, = x oder mit x, — x bezeichnet.
3) (x)y bedeutet eine Menge, die nur einen einzigen Punkt z ¢ X enthilt.

4) Daraus folgt, dass es keinen Sinn hat, den Operator v* auch fiir nichtabzihlbare
Ordinalzahlen « zu definieren, denn fiir solche « gilt: v**14 = v*A4.
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Erfiillt der Operator v das Axiom der abgeschlossenen Abschliessung, so
ist 4 = v(v4) und die beiden Operatoren » und » sind identisch. Das ist z. B.
der Fall, wenn der Operator v metrisch ist.

Is sei 4 c X eine Teilmenge des Raumes X, in dem die Konvergenz und der
Operator v definiert sind. Wir sagen, dass die Menge 4 die Eigenschaft &
besitzt, wenn es zu jeder konvergenten Folge von Punkten z, — x, wo z, € v4
und z € v4 ist, eine Doppelfolge von Punkten z,, € A derart gibt, dass gilt:

1. lim z,,, = x, fur jedes m =1, 2, ...,

2. zu jeder Folge natiirlicher Zahlen p,, p,, ... gibt es mindestens eine
,,Diagonalfolge {,,, } derart, dass lim ,,, = @ ist, wobei p,, < n,, fiir jedes

m =1, 2, ...1ist.

Die Eigenschaft & kommt z. B. jeder Teilmenge des metrischen Raumes zu.
Die Eigenschaft 2 wollen wir als Diagonaleigenschaft der Doppelfolge be-
zeichnen.

Es sei nun f(x), « € X, eine reelle Funktion auf X. Wir sagen, dass die Funk-
tion f(z) im Punkte x,e X stetig ist, wenn fiir jede gegen x, konvergente
Punktfolge z, — z, gilt: lim f(z,) = f(z,). Die Funktion f(x) heisst stetig auf
X, falls sie in jedem Punkte des Raumes X stetig ist ).

Wir sagen, dass die reelle Funktion f(z), z € 4, die Eigenschaft *4 hat, falls
fiir je zwei Punktfolgen z,e 4 und y, ¢ 4 mit demselben Limespunkt a =
= lim z, = lim y, ¢ v4 die Zahlenlimes lim f(z,) und lim f(y,) existieren und
beide gleich sind. Hat irgendeine reelle Funktion f(x), x € 4, die Eigenschaft
*4, so muss sie allerdings auf A4 stetig sein.

Es gilt der folgende

Satz 1. Es set eine reelle Funktion f(x), x € A c X, gegeben, die auf der Menge A
mit der Eigenschaft & stetig ist. Dann gibt es eine einzige auf vA stetige reelle
Funktion F(x) mit F(x) = f(x) fir jeden Punkt x ¢ A dann und nur dann, wenn
die Funktion f(x) die Eigenschaft *A hat.

Beweis. Da es klar ist, dass die Bedingung notwendig ist, geniigt es zu
beweisen, dass sie hinreichend ist. Fiir jeden Punkt x e v4 — 4 gibt es eine
konvergente Folge von Punkten z, € 4 mit lim z, = x und aus der Eigenschaft
*4 folgt die eindeutige Existenz des lim f(x,), so dass die Funktion F(z), x € v4,
wo

F(x) = f(x) fir zed,
F(z) = lim f(z,) fir zevd — A
eindeutig definiert ist. Es bleibt die Stetigkeit der Funktion F(z) auf v4 zu
beweisen. Es sei also ,, € v4 mit lim z, = 2 € vA. Dann gibt es in A eine Doppel-

%) Definieren wir die Umgebung des Punktes « ¢ X als die Menge, die fast alle Punkte

jeder gegen x konvergenten Punktfolge enthilt, so sieht man leicht ein, dass diese Defini-

tion der Stetigkeit jmit der iiblichen Umgebungs-Definition der Stetigkeit reeller
Funktionen &dquivalent ist.
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punktfolge {€m.} derart, dass lim .., = ,, fiir jedes m ist. Da nach der Defini-

tion F(z,,) = lim f(z,,) = lim F(x,,) ist, so lisst sich zu jedem m =1, 2, ...

1 .
eine natiirliche Zahl p,, derart finden, dass |F(2,,) — F(z,)] < poe fir jedes

7 > P, ist. Da die Menge 4 die Eigenschaft & besitzt, so gibt es eine ,,Diagonal-
folge* von Punkten z,,, €A mitlimz,, = w,so dasslim F(z,,, )= F(z)ist,

wobei p,, < n,, ist. Daher ist |F(2,, ) — F(z,)] < % Daraus folgt: lim F(z,,) =

= F(x). Aus der Eigenschaft *4 folgt, dass es nur eine einzige solche Funktion
F(x) gibt.

Wir sagen, dass die Menge B c X die Eigenschaft & hat, falls jeder Menge
v2B, « abz., die Eigenschaft & zukommt.

Wenn 4, c4,c...c 4,c ... (x < B) eine steigende Mengenfolge ist und
wenn die reellen Funktionen f,(x), x ¢ A, auf A, derart definiert sind, dass
falx) = f,(x) fiir x € 4, und % < « gilt, so bezeichnen wir mit || f,(x) die reelle
Funktion auf U 4,: a<p

a<f

U fo(z) = folx) fiir zed, und a<f.

a<f
Satz 2. Es sei eine reelle Funktion f(z), x € B c X, gegeben, die auf der Menge B
mit der Higenschaft F stetig ist. Jede stetige Funktion f.(x), x e v*B, wobes
fo(x) = f(x) fiar x € B, habe die Eigenschaften:
1° *pa B,
2°wenn x) < xp < ... < 0o, <...—>y, wo yabz. ist, so sei die Funktion
U fo,(x) stetig auf der Menge U v=B. Dann gibt es eine einzige auf uB stetige

n=1
reelle Funktion F(x) mit F(x) = f(z) fir x € B.

Beweis. Wir setzen voraus, dass wir schon fiir & < « abz. die reellen und
auf v¢B stetigen Funktionen derart eindeutig definiert haben, dass f.(z) =
= f,(x) fir jeden Punkt xev7B mit n < & ist. Gibt es die Ordinalzahl
o — 1, so folgt aus dem Satz 1 die Existenz einer einzigen Funktion f,(x),
x € v*B, mit f,(x) = f,_,(x) fiir x e v*~1B, so dass auch f,(x) = f,(x) fir x e v1B
und 5 < « ist. Gibt es o« — 1 nicht (« ist eine Limeszahl,) so existiert geméss 2°
eine stetige Funktion f,(x) = LI f,(2), ® € v*B = U v¢B, wobei &, < &, < ...

n t<a
c. < &, < ...—> . Dabei ist f,(x) = f,(x) fir xevB mit n < x. Dabei
ist leicht einzusehen, dass die Funktion f.(x) von der Folge &, unabhingig
ist. Es geniigt also
F(x) = U ful®), zeuB =y v*B
« abz. « abz.
zu definieren.
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Bemerkung 1. Falls die Menge A keine Eigenschaft & hat, braucht der
Satz 1 keineswegs giiltig zu sein. Es sei folgendes Beispiel dafiir angegeben.
Die Menge X bestehe aus den Paaren (m,n) der natiirlichen Zahlen. Wir
definieren die Konvergenz in X durch die Vorschrift: lim (m, n) = (m, 1) und

lim (m, 1) = (1, 1). Es sei 4 die Menge aller Elemente (m, n), wo # > 1 ist.

Die Menge A hat dann keine Eigenschaft &, denn es gibt zur konvergenten
Folge der Punkte (m, 1) e vA mit dem Limespunkt (1, 1) e v4 keine Doppel-
punktfolge in A4, wie das die Eigenschaft & verlaugt. Die Funktion f(m, n) =
= m~, (m, n) ¢ A, hat zwar die Eigenschaft *4, jedoch keine Funktion F(z),
xeX, mit F(x) = f(x) fir x e 4, ist stetig, denn es wire lim F(m, 1) = 0
und lim F(1, n) = 1. "

Bemerkung 2. Wenn die Bedingung 1° im Satze 2 erfiillt ist, braucht auch
keineswegs immer die Bedingung 2° erfiillt zu sein. Es sei z. B. X die Menge
aller Paare (m, n), wobei m und » natiirliche Zahlen sind, und es konvergiere
jede stationdre Punktfolge in X. Fiir jede natiirliche Zahl m und n sei weiter

lim (m, 27" -1(2p — 1)) = (m + 1, ») und lim (m,n) = (1, n).
P m

Wenn man jetzt auch die Giiltigkeit des Urysohnschen Axiomes verlangt,
so erhilt man einen Raum mit konvergenten Punktfolgen und dem Operator v.

741 o
Bezeichnen wir 4 = {J (1, n), soist vv4d = Y U (m, n), so dass gilt: X =
o) n m=1n=1
= U v A4 = ud. Jede Menge v"A hat die Eigenschaft & (denn in v"+14 — v74

m=1
gibt es keine gegen einen Punkt von v™*'4 — 974 konvergente Punktfolge
von unendlich vielen Punkten), so dass die Menge A4 die Eigenschaft & besitzt.

Die reelle Funktion f(1, 27-1(2p — 1)) = ;}- > 0 ist auf der Menge A stetig
und beschrinkt. Auch jede Funktion f,(x), e v*4, wo

fx) = f(x) fiir zed,

f(x) =0 fir zevd — A
ist auf v"A stetig und beschrinkt. Die Funktion F(x) = L} f, (%), z € X, ist
jedoch nicht stetig. denn esist lim (m, n) = (1, n) und lim F(mr, n) =0, wihrend
jedoch F(1, n) > 0 ist. " "

I

Wenn wir auf geeignete Weise die Konvergenz zufilliger Ereignisse definieren,
so konnen wir iiber die Stetigkeit der Wahrscheinlichkeitsfunktion sprechen.
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Da jede beschrinkte Massfunktion, insbesondere jede Wahrscheinlichkeits-
funktion, auf der Algebra zuféilliger Ereignisse stetig ist (Lemma 2), so kann
man die Satze 1 und 2 im gewissen Sinne anwenden.

Nach F. Havusporrr [5] konvergiert eine Mengenfolge {4} gegen le Menge
A, falls 4 = limsup 4, = lim inf 4, ist, wobei lim sup 4, n U A, und

© o k=1n=k

liminf 4, = U N 4, ist. Diese Konvergenz erfiillt alle drei Konvergenzaxiome
k=1n=k

[6]. Mittels dieser Konvergenz ist der Operator v definiert und wir kénnen
itber Abschliessungen der Mengensysteme sprechen. Da der Limes der Ver-
einigung oder der Differenz zweier Mengenfolgen gleich der Vereinigung oder
der Differenz ihrer Limes ist [7], so ist die Abschliessung v=A, « abz., wo A
einen Mengenring oder eine Mengenalgebra mit dem grossten Element X
bedeutet, wieder ein Mengenring oder eine Mengenalgebra. Daher bekommt
man eine transfinite Folge von Mengenringen A c vAc ...cv*Ac ..., deren
Vereinigung uA gleich dem kleinsten o-Ring o(A) tiber A ist, d. h.

uA = Y vA = o(A).

& abz.
In der Tat, ist 4, € uA, da,nn folgt aus der Eigenschaft der Menge aller abzihl-
baren Ordinalzahlen, dass U A, = lim U A, e ul ist.
n=1 E n=1

Wir wollen jetzt beweisen, dass jeder Ring die ein wenig modifizierte Eigen-
schaft & hat. Es gilt ndmlich:

Lemma 1. Es sei ein endlich additives und endlich multiplikatives Mengen-
system C und tn vC eine nicht fallende Folge von Mengen A, c A,cC ... mit
U 4, € vC gegeben. Wir setzen 4 = U 4,. Dann gibt es in C eine Doppelmen-
genfolge {A,,,} mit im A,,, = A, fir jedes m = 1, 2, ... und mit der Diagonal-
etgenschaft. "

Beweis. Da 4,, e vC und 4 € vC, so gibt es eine Doppelfolge der Mengen
B, €€ mit lim B,,, = 4,, fir jedes m = 1, 2, ... und eine gegen 4 konver-

gente Folge der Mengen B, ¢ C. Wir setzen A4, = U By, n B,. Aus der Vor-
k=1
aussetzung folgt, dass 4,,, ¢ C. Fiir jedes m = 1, 2, ... gilt dann:

1imAm=U(11mB nhmB,m)_UAnA = A,

n k=1 n =1

Die Doppelmengenfolge {4,,,} hat die Diagonaleigenschaft; es gilt namlich
fiir jede Folge natiirlicher Zahlen n, < n, < ... und fiir jedes p =1, 2, ...
A,=liminf 4, =liminf4,, climinf4,, climsup4,, climsupB,=4,

n m m m
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denn esist 4,, c A, fiir m > p. Daraus folgt, dass 4 ¢ U 4, c lim inf 4,,, c
1 m

¢ lim sup 4, C 4, so dass lim 4,,, = 4 ist.%)

m

Lemma 2. Eine endliche Massfunkiion ist auf dem Mengenring E dann und
nur dann stetig, wenn sie beschrinkt ist.

Beweis. I: Die Bedingung ist notwendig. Es sei u eine endliche Massfunktion,
die auf dem Ring E nicht beschrankt ist. Haben wir schon zueinander disjunkte
Mengen A4,e¢E mit u(4,) > 1, i =1,2,...,n, gewihlt, so gibt es unserer

Voraussetzung nach eine Menge B € E so, dass u(B) > 1 + z u(4,). Es geniigt
dann 4,,, = B — U A; zu definieren. Wir haben dann hm inf u(4,) = 1,

i=1

obwohl lim £, = 0 ist. Die Funktion y ist im Element 0 nlcht stetig.

II: Die %edingung ist hinreichend.?) Wir setzen zuerst voraus, dass lim E,
= 0 ist, wobei E, € E gilt. Wir fithren die Bezelchnung ein: Sk = U E, fir
k <k. Aus der a,llgemelnen Formel T, c (n T, v U (T,ML1 — T,C) (Bewels
Gehort x e T, so ist x € n T, oder es gibt dle erste Zahl k < n derart, dass

zeTy,, — T;) und da dle Massfunktlon 1 monoton ist, folgt, dass
sy = u(n S5 + z W(SETE — B ist

Da die monotone Mengenfolge {N) SE};’,‘;Z gegen die leere Menge 0 konvergiert
k=1

(sonst gibe es einen zu unendlich vielen K, gehorigen Punkt und daher wire
lim sup E, + 0) und da ,u(E ) < oo fir » =1, 2, ...,ist, so ist nach einem

bekannten Satz [8]: hm ,u(n SE) = 0. Da E, c 87 ist, so gilt lim sup u(B,) <
= }; (k3 — SE).

6) Es ist leicht zu beweisen, dass dasselbe Lemma auch fiir eine absteigende Folge
A;D 4,5 ... gilt. Fir allgemein konvergente Mengenfolgen gilt leider das Lemma nicht,
wie das folgende einfache Beispiel zeigt. C besteht aus allen Untermengen des Cantor-
schen Diskontinuums D die zugleich abgeschlossen und offen sind. Es sei{a,} eine Folge
von allen rationalen Zahlen aus D, wobei a,, = a, fir m = n ist. Wir setzen 4,, = (ay,),
A = 0, s0 dass 4,,¢vC, AeC, hmA — 4. Wenn App e € lim A,y = Ay, dann gibt
es fur Jedes m eine Zahl p = p(m) derart dass @y € Ay fur b > p. Hatte die Doppelfolge
Amk die Diagonaleigenschaft, so gibeesk,, > p(m) derart, dasslim 4,,;,, = 4. Jede Menge

U Am o 1st aber offen, enthilt alle a,,, m > r, und ist daher dicht in D, so dass der Durch-

schnltt n U Am &m icht leer, also verschieden von 4 ist.
r=1m

7) Dieser Teil des Beweises stammt von M. JIRINA.
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Es sei nun eine beliebige reelle Zahl ¢ > 0 gegeben. Da die Massfunktion u
monoton und beschrankt ist, gibt es fiir jedes & = 1, 2, ... einen Zahlenlimes

b4 -
lim (U E,) < oo. Daher kann man jeder Zahl k eine natiirliche Zahl & > k
D

n==k
derart zuordnen, dass

E,—8) <e.27®

C=

(U By) — ulSE) = p(

n==k

I

fiir jedes p = k ist. Da
JE— — 4 — -
Syl —SicUE,— 8 fir p=k+1
n==k
ist, so gilt
limsup w(B,) < e.> 2% =e¢.
n k=1

Daraus folgt lim u(#,) = 0.
Es sei nun li7r.n E, = Enit £, ¢ Eund E ¢ E. Dann ist
lim (B, — E)=1lim (£ — E,)=0.
Dabher gilt ’ "
lim w(&,) = lim w(& n E,) + lim u(B, — E) = lim u(E n E,)
und '
wWE) =lim u(E n E,) + lim w(E — E,) = lim u(& n £,) .
Daraus folgt lim u(£,) = u(E).

Lemma 3. Jede Massfunktion u, die auf dem Mengenring E beschrinkt ust,
hat die Eigenschaft *E.

Beweis. Es sei lim E, = A, wobei E, ¢ E und A € vE. Da p beschrinkt ist,
so gibt es fiir jedes k =1, 2, ...

4

lim w(U E,) =1, < ©
» n==~k

mit 7, = 7, und

»
limu(N E,) =8, =14
v =k

mit s, < $,.,,, wobei p = k ist. Da die Ungleichung r, < u(f;) < s, fir jedes
k gilt, so geniigt es lim (r, — s;) = 0 zu beweisen.

Zu diesem Zwecke betrachten wir die Mengen
D

P
ka = U En - E'n >
n=~k k

n=
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wo p = k ist. Da lim (By,) = r, — s, ist, gibt es eine ,,Diagonalfolge* u(By,,)
mit ?
lim p(Byy,) = lim (r, — s,) .
E

Um die Existenz des Zahlenlimes lim u(#,) zu beweisen, geniigt es nach Lem-
ma 2 die Gleichheit hm By, = 0zu beweisen. In der Tat ist B, C U B, — n En,

wobei die Mengen auf der rechten Seite eine absteigende Folge bﬂden Daher ist
hm sup By, C n [U B, — n E,] = limsup E, — liminf £/, = 0
k=1 n=k

denn es gilt lim sup £, = liminf £, = A.

Es sei jetzt F, € E mit lim F, = 4. Da auch lim B, = 4 ist, so ist

lim (B, — F,) = lim (F, — E,) =
und
lim w(#, — F,) =lim u(F, — E,) =0,
so dass wir erhalten
lim p(B,) = lim u[(E, 0 F,) 0 (B, — F,)] = lim u(B, 0 F,) =
—lim u[(F, 0 B,) 0 (F, — E,)] = lim u(F,) .

Korrolar. Zu jeder beschrankten Massfunktion w(E), E € E gibt es eine einzige

Massfunktion p,(4), A € vE derart, dass u,(E) = u(E) fir E € E ist.

Beweis. Aus Lemma 3 folgt, dass -man die Funktion u,(4) = lim u(£,),
wobei H, e E, 4 ¢vE und lim B, = A4 ist, eindeutig definieren kann. Nach
Lemma 2 gilt: u,(F) = p(k) fir E € E. Es ist leicht einzusehen, dass u,(0) = 0,
m(4) = 0und u,(4 u B) = p,(4) + p,(B) tir 4 n B = 0, 4 € vE, B € vE ist.
Nun folgt aus den Lemmas 3 und 1, dass die additive Mengenfunktion u,
von oben stetig ist. Daher ist u,(4) eine Massfunktion. Nach Lemma 3 gibt
es nur eine einzige solche Massfunktion u,.

Wir wollen jetzt beweisen, dass die Funktion u,(4) = I} p(4), 4 e vvE —
k=1

— wobei u; eine Massfunktion auf v*E mit u,(K) = w(k) fir £ € E bedeutet —
eine stetige Funktion ist, d. h. dass der Satz gilt:

Die Funktion u,(A4) = | ux(4), A € vE ist eine Massfunktion.
k=1

Beweis. Esist klar, dass u, eine nicht negative und endlich additive Mengen-
funktion auf v“E ist, wobei p,(0) = 0 gilt. Jetzt beweisen wir, dass sie g-additiv
ist. Dazu geniigt es, die Ungleichung u,(4) = Z uo(d,) fir disjunkte Mengen
A, € vvE mit U 4, € v°E zu beweisen, denn dle umgekehrte Ungleichung folgt
aus der Additivitdt der Funktion u,.
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Wir beniitzen dazu die Eigenschaft des dusseren Masses, namlich u*(4) <
= Xu*(4,). Es geniigt also zu beweisen, dass u*(B) = u,(B) fiir jede Menge
B e v**1E unter der induktiven Voraussetzung gilt, dass diese Gleichheit fiir
jede Menge aus v*E gilt. Es sei B = lim B,, wo B, € v*E, so dass B = lim U B,

n-1 m n=m
ist. Wir setzen C)' = B, — U B;, wo n > m ist, so dass die Mengen C e v*E
i=m © ©
bei festem m zueinander fremd sind und U B, = U C7 e v**1E und B =
n=m n=m

=lim Y O} c U Oy fir jedes m = 1, 2, ... ist. Daher ist

m n=m n=m

to(B) = pgy(B) = lim g, (U

m =m

C3) = lim 3y (CF') = lim 3 p*(CY) .

Da aber 3 u*(C7) = p*(B) fir jedes m = 1, 2, ... gilt, so ist pu,(B) = u*(B).

Da es zu jeder Menge B, ein abzihlbares System von Mengen aus E gibt,
in deren Vereinigung B, enthalten ist (Induktionsvoraussetzung) und da
B c U B, ist, so gibt es auch Mengen K, € E mit B c U E,. Fiir jedes solche
System von Mengen E, gilt

polB) = i (B) = glﬂkﬂ(En) = glluk(E")

so dass u,(B) < p*(B) ist. Daraus folgt, dass p,(B) = u*(B) ist.
Bemerkung. Wenn wir im Beweis «;, und o statt £ und o schreiben, wobei
o, < &g < ...—>« ist, so bekommen wir eine transfinite Konstruktion der
Massfunktion u,. Aus den Sdtzen 1 und 2 folgt dann, dass man jede Mass-
funktion y, die auf einem Mengenring E definiert und dort beschrankt ist,
auf eine einzige Art durch sukzessives Verfahren erweitert werden kann.
So bekommt man eine Massfunktion z auf dem o-Ring o(E). In der Fachlitera-
tur beniitzt man beim Beweise den Begriff des dusseren Masses. Es ist zu
bemerken, dass man fiir die Erweiterung der Massfunktion x von E auf +E
iiberhaupt keinen Begriff des dusseren Masses braucht. Es ist mir nicht gelun-

gen ohne diesen Begriff auch die Erweiterung der Form | u,, zu beweisen.
B=1

Den Begriff der Caratheodoryschen Messbarkeit braucht man in dem Beweis
tiberhaupt nicht.

LITERATURVERZEICHNIS

[1] R. Neves: Sobre a construcae algebrica da teoria geral da Medida. Gendro de estudas
matematicas, Porto, Publ. no. 13 (1945).

[2] J. Albuquerque: Ensembles de Borel, Portugaliae Math. 4 (1943 —45), S. 161.

[3] L. Leblanc and G. E. Fox: On the extension of measure by the method of Borel, Can.
J. Math. 8 (1956), S. 516.

353



[4] J. Nowdk: Uber die topologische Struktur des Wahrscheinlichkeitsfeldes, Bericht iiber
die Tagung der Wahrscheinlichkeitsrechnung und math. Statistik, Berlin (1954).

[5] F. Hausdorff: Grundziige der Mengenlehre, Leipzig (1914), S. 21.

[6] J. Novdk and M. Novoiny: On the convergence in g-algebras of point-sets, Czechoslo-
vak Math. J. 3(78), 1953, S. 291.

[7] D. Maharam: An algebraic characterisation of measure algebras, Ann. of Math. 48
(1947), Th. 1.

[8] 4. Kolmogrov: Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung, Berlin 1933, S. 13.

OB O HO3HAYHBIX HEIIPEPHBIBHBIX PACHIMPEHUAX
HENPEPBIBHBIX ®YHKIUNA

MOCE® HOBAK (Josef Novék), ITpara
(IToctymuno B pemaxmuio 17/V 1957 r.)

B gactu I aT0#i paGoTel BBOMHUTCA B MHO3kecTBO X TOIOJIOTHWs OPH IOMOIIH
CXOAMMUXCs MocaegoBaTerbHOcTel. MHOKecTBO A uMeeT cBOICTBO &, eciid U3
IpeNnoJoRenus x, € vA, x e vA, lim x, = x cienyer cymecrBoBaHze TBOXHOM
IOCJIeOBATETLHOCTA TOYEK %, € A, yTOBIeTBOpAIOIIEH CJeLyOmuM Tpedo-
BaHUAM:

1. lim z,,, = «,, ma mo6oro m = 1,2, ...

2. Jlaa Kaskmo#l NOCHe0BATeNbHOCTH HATYPAJIBHBIX 4HCET Py, Ps, .- CY-
IECTBYET IPOCTasi MOCJIe0BATCIBHOCTD TOUCK Ly, , BEIJICTICHHAA U3 YKA3AHHOH
JBOMHON TOCJIEIOBATEIILHOCTH CO CBOHCTBOM lim Zum,, = X, TPUIEM Py < Ny
s odoro m = 1, 2, ... n

HeiicrBurensran gyurmus f(z), z € A, rne 4 ¢ X, obmamaer cBoiicrsom *A4,
ecim W3 Tpefnolioskerms lim x, = lim y, e v4, tne z,¢€ 4, y, e A, cuenyer,
gro lim f(z,) = lim f(y,). ‘

B gacru I nanee moxassiBaeTcs, 9To feiicTBUTEIbHAS HeNPEePHIBHAA (YHKIHS
f(x), oupenenennas Ha MHOKEcTBe A O cBOIicTBOM &, OIIyCcKaeT HeIPEepPHIBHOE
¥ eIMHCTBCHHOE pacIllmpeHNe Ha MHO3KecTBO vA TOrjga u TOJIBKO TOTAA, €CiIm
oHa obmamaer csoiictBom *A. Ilycrs, mamee, s m0GOr0 CYETHOTO MOPSITKO-
BOTO 9YHCJIA « MHOKECTBO v*A mmeer ¢BOHCTBO &, M IYCTh OIpefelIeHkl Helpe-
pLIﬁHLIe Qyurmun fo(x), x e v2A4, Tarue, ur0 f,(x) = f(x) wisa x € 4, co cBOi-
crBom 1° *v,4 m co ciemyionum cBoiicTBom: 2° ecim {zxn} ecTh HeyOBIBaIOImMas
IIOCJIeI0BATEIFHOCTh CYETHBIX NOPANKOBBEIX UMCeJl, CXONAMAsAcA K IOPSIIKO-

BoMy umery y, T0 Qymrmus || f, (*), @ e U v@d, npuEmMaiomas B TOUKe
A<y Xn <Y
2 e v 3HAvenwe [, (), HenpepsBEa Ha MHOMecTBe U ve=A. Torma ¢ynxuumo
Gn <y
f(x) MOKHO ONHEM €IMHCTBEHHBIM CHOCOGOM HENpPEPHIBHO PACHIMPHUIbL HA HAU-

MeHbIlIee 3aMKHYTO€ MHOKeCTBO, cOoAeprKaiiee A.
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Ha npuMepax noxasaHo, 970 yTBEpIKAeHUE, BOOOIIE rOBOPsI, HE CIPaBeJJINBO
ecau MHOskecTBO A He mmeer cBoiictBa €. CBoiictBO 2° BajKHO ISl CYINECTBO-
BaHUA (YHKIUU, ¥ €0 TAK/Ke HeJIb3A BEITYCTUTH U3 YCIOBHUA TEOPEMBL.

B wacru Il yraswsiBaercsi npumeHeHue K orpaHudenHoir mepe. Cxommmocts
B clHCTeMe MHOKECTB Olpefiesisercsi uaBecTHbiM obpasom: lim 4, = 4, ecan

[ee] (oo} (=] o}
A=U N4,= N U 4,. llpu nomomniu 5T0il CXOMMOCTH B CHCTEMY MHOKECTB
k=1n=Ek k=1 n=Ek

BBOJUTCA TOMOJIOTHA ¥, O OTHOIMEHMIO K KOTOPOIl OrpaHNYeHHA ST Mepa ABIIAETCS
HeIIPepHIBHOM MHOjKecTBeHHOI QyHKIuell, obiagaommei Ha Koasne E MHOKECTB
cBoiicrBoM *E. Ilpn nomomu onpenesenHoro cpoiicra xoibna E, anasornasoro
CBOMCTBY &, MOKHO JIOKa3aTh, YTO Ka/Ayl0 OTPAHHYCHHYIO MEPY MOJKHO OJIHO-
3HAYHO pacmupurh m3 Koubua E Ha Kompmo vE. Ilpmrom MBI He HyKZaeMcs
B IOHATHE BHemHed Mepsl. ONHAKO, s TOKA3aTellbeTBa OJHO3HAYHOTO pac-
mupenna MepH u3 Kombla E ma womemo v7E, rie y = w cyerHoe HOPAKOBOE
9yciI0, OBUIO UCIOIB30BAHO CBOMCTBO BHEMIHEI MepPbl u¥, a IMEHHO HEPABEHCTBO

prA <3 p*(4,), tie A = U 4, ¢ qussorkrEEME 4,
n=1 n=1
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