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YexocroBaNENii MaTeMaTHYECKHH KYPHAX, T. 7 (82) 1957, Mpara

THEORIE DER REELLEN ZAHLEN IM BOLZANO’S
HANDSCHRIFTLICHEN NACHLASSE

KAREL RYCHLIK, Praha.
(Eingelangt am 10. Dezember 1956.)

In dieser Abhandlung referiert der Verfasser iiber den Versuch von
BerNARD Borzano die Theorie der reelen Zahlen systematisch zu be-
arbeiten, der in der Handschrift ,,Theorie der unendlichen Zahlen-
(GroBen-) begriffe (ausdriicke)“ enthalten ist und einen Teil der
ausgedehnten handschriftlichen ,,GroéBenlehre‘* bildet.

Yorwort

Viele Satze iiber reelle Zahlen sind in den bisher herausgegebenen Schriften
von B. Bolzano enthalten. Es sind dies seine ersten Arbeiten aus der Analysis:
Der binomische Lehrsatz ...!) und Rein analytischer Beweiss ...2) und beson-
ders die Functionenlehre.?) Diese erschien lange ‘nach seinem Tode (erst im
J. 1930) und enthilt Hinweise auf verschiedene Stellen aus seinen bisher nicht
herausgegebenen Handschriften. Die vorliegende Arbeit enthélt einen Bericht
iber die Handschrift ,,Theorie der unendlichen Zahlen-(Gré8en) begriffe
(-ausdriicke)‘,*) in der Bolzano die Theorie der reellen Zahlen systematisch
zu bearbeiten versucht. Damit werden vielein der,,Functionenlehre‘‘ beniitzten
Begriffe erliutert und so erhellt auch der Ursprung vieler dort angefiihrten
Satze.

1) B. Bolzano [2]. ) B. Bolzano [3]. %) B. Bolzano [4].

4) Sie bildet einen Teil der ausgedehnten handschriftlichen ,,Gréssenlehre* von
Bernard Bolzano, welche in der Nationalbibliothek in Wien aufbewahrt wird. Im Archiv
der Tschech. Akademie der Wissenschaften befinden sich die von M. JASEK besorgten Foto-
kopien. Die Handschrift stammt ungefdhr aus den Jahren 1830—1834. So bestimmt es
Epuarp WinTEr auf Grund der Briefe, die Bolzano seinen Schiilern Fesr. und Pitf-
HONSKY geschrieben hat. (S. E. Winter, [11], Kap. V; 12.)

Im Auftrage der ersten Sektion der Tschech. Akademie der Wissenschaften besorge ich
die Abschrift der bisher nicht gedruckten Handschriften Bolzano’s.
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Ubersicht der hauptsichlichen Definitionen und Sitze

Unendlicher Zahlen-(GroBen-) ausdruck (begriff). (§ 2) 2.5)

MeBbare Zahl. (§ 6) 3

Unendliche kleine positive und negative Zahl. (§ 19) 7.

Unendlich groBe positive und negative Zahl. (§ 24) 8.

Cantorsche Reihen. (§ 42) 19.

Gleichgeltende (gleiche) Zahlenausdriicke, (4 = B). (Definition der Gleich-
heit der reellen Zahlen.) Wann ist B groBer als 4 (B > A) oder A kleiner als B
(A < B)t (§ 50) 22.

Die Trichotomie 4 = B, A << B, A < B. (§ 68) 27.

Der Satz von Archimedes. (§ 69) 28.

Die Menge der reellen Zahlen ist iiberall dicht (pantachisch). (§ 74) 29.

Die Grundlage der Exhaustionmethode. (§ 87) 34.

Der Satz von Cauchy-Bolzano .(§ 102) 45.

Der Satz von Bolzano-Weierstra$3. (§ 104) 46.

Ein Satz, der an den Satz von Dedekind erinnert. (§ 105) 47.

Bolzano’s Theorie der reellen Zahlen

1. Bolzano bemerkt, daB man die rationalen Zahlen durch einen Ausdruck
bestimmen kann, in dem endlich viele rationale Operationen (Addition,
Subtraktion, Multiplikation und Division) vorkommen, die auf wirklichen
Zahlen (d. h. auf positiven ganzen Zahlen) ausgefithrt werden (§ 1)).

Es soll jetzt der Fall betrachtet werden, wo die Anzahl der rationalen
Operationen unendlich wird.

2. Einen Ausdruck, in dem unendlich viele rationale Operationen vorkom-
men, die auf wirklichen Zahlen angefiihrt werden, bezeichnet Bolzano als einen
unendlichen Zahlenausdruck.

Beispiele: 1 +2+3 + ...ininf.; 3 — 1 — 3 — 5 + ... ininf,; (1 — 3).
SL =L — ) — %) ... ininf. (§ 2).

3. Unter diesen Zahlenausdriicken befinden sich auch solche, S, bei denen

man zu einer positiven ganzen Zahl q eine ganze Zahl p bestlmmen kann,
so daf

S=§+P1 und S:’”TJFI_P2 (1)

gilt, wo P, und P, unendliche Zahlenausdriicke bezeichnen, wobei P, nicht
negativ und P, positiv ist (§ 5).

5) D. h. § 2 des Bolzanoschen Manuskriptes, Abschn. 2 dieses Berichtes.
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Beispiel:
b
1+14+1-+4...ininf.’

wo a und b ganze rationale Zahlen bedeuten.

S=a+

Bolzano sagt in diesem Falle (§ 6), dal man den unendlichen Zahlenausdruck

3 .1 . .
S bis auf ein 7 ndherungsweise bestimmen oder messen kann. Den Bruch g

p+1

nennt Bolzano den messenden Bruch von S und den Bruch —q— den ndchst-

grofleren Bruch von S.

Es kann aber auch der Fall eintreten, daf3 fiir S die Gleichungen (1) fiir
jeden beliebigen Wert von ¢ gelten, wenn p geeignet gewéhlt wird. Dann sagt
Bolzano, dal man S ndherungsweise so genaw als man nur will bestimmen oder
messen. kann. Der Ausdruck § wird dann mefbar oder ermefilich genannt,
sont unmefSbar oder unermesslich. Den Ausdruck P; nennt Bolzano die Ergdn-
zung des messenden Bruches p/g. In dem besonderen Falle, wo P, gleich Null ist,
so dal S = p/q ist, nennt er den messenden Bruch voll oder vollkommen, oder
das volle oder vollkommene Maf3 von S (§ 6).

4. ¢) »Jede Rationalzahl ist eine meBbare Zahl und zwar 148t sich ein volles
Maf3 fiir sie angeben und umgekehrt jede Zahl, fiir die sich ein volles Maf
angeben 1a8t, ist eine rationale Zahl.« (§ 7).

5. »Ist 4 meBbar, so ist auch — A meBbar. (§ 8.)

6. Es folgen jetzt einige Satze, die weiter als Hilfsdtze beniitzt werden.
(§ 9—17.)

7. Unter den unendlichen Zahlenausdriicken gibt es auch solche, bei denen
der messende Bruch fiir jedes ¢ gleich Null ist. (§ 18.)

Beispiel:

1
T1+1+1+..ininf.
Die Gleichungen (1) (aus 3) haben dann die Form

1
Sz_Pl:—q--—'Pz

S

fiir jedes positive ganze ¢q. Dann ist nach Bolzano S eine unendlich kleine und
zwar positive (absolute) Zahl, — S dagegen eine unendlich kleine negative Zahl.
Fiir eine unendlich kleine negative Zahl S gilt also l

1
§=—Pi=—_+P (§19).

%) Die Anfuhrungzeichen von der Gestalt > ... < bezeichnen Zitate aus Bolzano’s
Handschrift.
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8. Es werden jetzt unendlich groBe Zahlen eingefiihrt.

»Unter den unendlichen Zahlenbegriffen gibt es auch einige von einer sol-
chen Art, daBl sich beidem versuchten Geschéfte des Messens zu jeden gegebe-
nen ¢ wohl ein p auffinden lat, daf Einer der beiden Gleichungen

1
s=L4p -2 _p, ()

entspricht, aber keines, das Beiden geniige thut.« (§ 23.)

Beispiel: 1 4+ 2 4 3 4 ... ininf.

Solche Zahlenausdriicke bezeichnet Bolzano als unendlich grofie Zahlen,
und zwar als eine positive (negative) unendlich grofle Zahl, je nachdem die erste
(bzw. zweite) von den Gleichungen (1) erfiillt ist. (§ 24.)

9. Eine unendlich grofie Zahl ist unermeflich (§ 25), aber nicht umge-
kehrt. (§ 26.)

Beispiel: 1 — 1 41— 1+ ... in inf. ist unermeBlich, aber nicht unendlich
groB3. Dieser Zahlenausdruck stellt aber keine endliche Zahl dar, noch ist er
unendlich klein, so daB es Zahlenausdriicke gibt, die weder endlich, noch
unendlich klein, noch unendlich grof3 sind (§ 27).

10. »Wenn eine Zahl § unendlich groB ist; so bestehet fiir jede auch noch so
groBle wirkliche Zahl N die Gleichung 8§ = 4 (N + P); und umgekehrt,
sooft fiir jeden auch noch so groBen Werth von N die Gleichung § == 4+ (&N + P)
bestehet, ist S unendlich grof.« (§ 28.)

Dabei soll P nicht negativ sein.

11. »Bezeichnet A eine unendlich grofe, 7 aber irgend eine Rationalzahl,
n

so ist auch 4 — 1::— eine unendlich grofle Zahl.« (§ 29.)

12. »Wenn ein unendlicher Zahlenausdruck 4 von einer solchen Beschaffen-
heit ist, dal der Ausdruck 4 — % fiir jeden beliebigen positiven oder ne-

gativen Werth der Zahlen m und n entweder positiv oder negativ oder Null
ist: so ist 4 entweder unendlich grofl oder mef3bar.« (§ 30.)

13. Sind £ und F zwei unendlich grofle (kleine) Zahlen von demselben
Vorzeichen, so ist auch ihre Summe K 4 F eine unendlich groBle (kleine)
Zahl von demselben Vorzeichen. (§ 31.) Ahnlich fiir eine Summe von endlich-
vielen Summanden. (§ 32.) Der Unterschied von zwei unendlich groen Zahlen
kann aber positiv, negativ, oder auch gleich Null sein. (§ 33.)

14. »Wenn eine unendlich kleine, oder auch eine unendlich grofe Zahl
multiplicirt wird mit einer von Null verschiedenen endlichen Zahl, so ist -das
zum Vorschein kommende Product im ersten Falle unendlich klein, im zweiten
unendlich groBl und dieB zwar in jeder Ordnung der beiden Factoren.« (§ 34.)
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15. Das Produkt von zwei unendlich grofen (kleinen) Zahlen ist unendlich
grof} (bzw. klein). (§ 35.) Das Produkt einer endlichen Anzahl von endlichen
Zahlen ist weder unendlich klein noch unendlich grof3 (§ 36). Auch der Quotient

%, wo A und B endlich, B + 0 ist, ist weder unendlich klein noch unendlich

gross. (§ 37.)
16. »Wenn ein endlicher oder auch unendlicher Zahlenausdruck 4 meBbar

ist: so 1aBt sich fiir jede beliebige positive oder negative Rationalzahl %—

m
bestimmen, ob der Unterschied 4 — w Null oder positiv oder negativ sei;

und er ist jederzeit nur Eins von diesen Dreien«. (§ 38.)

17. Sind 4 und B meBbare Zahlen, so ist auch ihre Summe 4 4 B meBbar.
(§ 39.) Ebenso fiir eine Summe von endlich vielen Summanden. (§ 40.)

18. »Wenn die Summanden A4, B, C, ..., L, deren Anzahl n ist, beziehungs-
P T’z Ps

g’ q’

Bruch der Summe A4 4+ B -+ C + ... 4+ L nie kleiner als
P+ P+ Ps + "'+p"undniegréﬁeradspl + P+ P+ P F—1

q q
sein.« (§41.)

19. »Ist eine Zahl 4 meBbar; so lassen sich jederzeit die beiden Gleichungen
ansetzen

weise die messenden Briiche == .,2"— haben, so kann der messende

o B ) B
A~E+ab+abc+m+”'+abcd +P1’
_x ﬁ v pt1
4= a + +abc +abcd+ +oLbcd Py,
worin die Zeichen a, b, ¢, d, ..., m gewisse beliebige wirkliche und absolute

Zahlen, die von der zweiten anzufangen, alle > 1 sind, bedeuten; das Zeichen
o eine entweder positive oder negative wirkliche Zahl oder auch eine bloBe
Null, die Zeichen S, y, d, ..., u aber insgesannt nur positive wirkliche Zahlen
oder Nullen bedeuten, so jedoch, daB jedenfalls § < b,y <e¢,0 <d,....,u <m
ist, die Zeichen P, und P, endlich die schon bekannte Bedeutung haben; das
erste ndmlich, wenn nicht Null, etwas Positives, das zweite schlechterdings
etwas Positives vorstellen sollen. (§ 42.)

20. Sind 4 und B meBbare Zahlen, so ist auch ihr Produkt 4B meBbar.
(§ 43.) Ebenso fiir ein Produkt von endlich vielen Faktoren. (§ 44.)

21. »Wenn zu einer meBbaren Zahl 4 eine andere J, welche unendlich klein
ist, zugefiigt oder von derselben abgezogen wird: so stellt auch 4 4+ J eine
solche messbare Zahl dar, welche denselben messenden Bruch wie A hat.«
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(§ 45.) Wenn umgekehrt ein Paar Ausdriicke 4 und B forwihrend einen und
denselben messenden Bruch darbieten, so kann der Unterschied 4 — B nur
Eines von Beiden, entweder Null oder unendlich klein sein.« (§ 46.)

22. Erkldrung. Von nun an »werde ich ein Paar Zahlenausdriicke 4 und B
(sie m6gen endlich oder unendlich sein) einander gleich oder gleichgeltend
nennen und A = B schreiben, sofern nur beide meBbar und bei dem Ge-
schifte dieses Messens einerlei Zahlen darbieten, in dem Sinne, dafl zu jedem
beliebigen q immer dasselbe positive oder negative p fiir A sowohl als fiir B ge-
hort, das die vier Gleichungen erfiillt:

4-2 4P - pT“_P B__+P_p;” »

worin die Zemhen P, und P, entweder Nullen, oder gewisse rein positive
Ausdriicke, die Zeichen P, und P, aber immer rein positive Ausdriicke be-
zeichnen sollen. Ich sage dagegen, B wire grofier als A, oder A kleiner als B,
und schreibe B > A4 oder A << B: so oft der Unterschied B — A positiv und
nicht unendlich klein ist.« (§ 50.)

23. »Alle unendlich kleinen Zahlen miissen als gleichgeltend mit Null selbst
angesehen werden.« (§ 52.)

?4. »Anmerkung. Da die unendlich kleinen Z a,hlen nicht eben in jedem
Betrachte, sondern nur hinsichtlich ihres Verhaltens bei dem Geschifte des
Messens der Null gleich gelten: so diirfte es zweckméaflig sein, dergleichen
Zahlen, wenn man sie Null nennt, zur besseren Unterscheidung, blof relative
oder beziehungsweise Null zu nennen; und im Gegensatze von ihnen die Null,
deren Begriff wir schon frither kennen gelernt, die absolute Null zu heilen.
(8 53.)

25. yWenn die Addenden 4, B, C, ..., deren Menge endlich ist, meBbare
Zahlen sind, deren jede nur einen einzigen Werth hat, so ist auch die Summe
eine meBbare Zahl, welche auch nur einen einzigen Werth hat.« (§ 54.)

26. Es werden jetzt (§ 55— 67) einige Sitze iiber die Ungleichheit unter den
mefbaren Zahlen aufgestellt. Von diesen heben wir hervor:

»Wenn wir bei dem Geschifte des Messens zweier gegebenen Zahlen A und
B einmahl auf einen Nenner g gerathen, fiir welchen ein (in der Bedeutung
des § 6) groBeres p zum messenden Bruche der B als der A gehoret: so ist
B> A« (§ 67.)

27. »Wenn 4 und B ein Paar mefibare Zahlen sind: so ist immer Eines aber
auch nur Eines von diesen Dreien der Fall, entweder A = B oder 4 > B
oder 4 << B. (§ 68.)

28. »Wenn 4 und B ein Paar meBbare und endliche Zahlen sind, welche wir
iibrigens beide als positiv oder absolut betrachten, so gibt es immer irgend
ein vielfaches der Einen, das groBer, und irgend einen aliquoten Theil dersel-
ben, der kleiner als die andere ist.« (§ 69.)
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29. Es wird jetzt die Beziehung ,,zwischen‘“ auf die iibliche Weise erklart
(§ 70) und einige Satze aufgestellt. (§ 71—80.) Wir heben hervor den Satz:

»Wenn A und C ein Paar ungleiche meB3bare Zahlen sind, so gibt es jeder-
zeit eine dritte mef3bare Zahl, die zwischen beiden liegt.« (§ 74.)

Seine unmittelbare Folge ist der Satz:

»Die Menge der meflbaren Zahlen, die zwischen je zwei von einander ver-
schiedenen meBbaren Zahlen liegen, ist unendlich.« (§ 79.)

30. »yWenn die maBlbare Zahl J zwischen den meBbaren Zahlen L und R
liegt, und 4 ist irgend eine endliche und positive Zahl: so liegt auch das Product
A . M zwischen den Producten 4 . L und 4 . R« (§ 80.)

31. Erkldrung. »Wenn eine gewisse Beschaffenheit % allen mefBbaren
Zahlen, die innerhalb der zwei ungleichen L und R liegen, den Zahlen L und R
selbst aber nicht zukommt: so sagen wir, B komme allen mefbaren Zahlen von
L ausschlieflich bis zu R ausschlieflich zu.« Der Sinn der Definitionen, die
entstehen, wenn das Wort ausschlieBlich mutatis mutandis durch einschlieBlich
in einem der Fille oder in beiden ersetzt wird, ist einleuchtend. »Wenn endlich
eine gewisse Beschaffenheit B zwar der Zahl M zukommt, allein es gibt keine
noch so kleine me3bare Zahl 1 von der Art, dal gesagt werden konnte, die
Beschaffenheit 8 komme allen zwischen M + p und M — u gelegenen Zahlen
zu: so sage ich, die Beschaffenheit % komme der Zahl M als einer isoliert
stehenden zu.« (§ 81.)

32. Es folgen beinahe selbstverstindliche Sitze (§ 82—85), in denen die
oben definierten Begriffe vorkommen.

33. »Wenn die Zeichen 2,, Q,, ..., 2, verinderliche meBbare Zahlen be-
deuten, die ins Unendliche abnehmen kénnen, wenn ferner die Menge dieser
Zahlen endlich und unverdnderlich ist: so stellt die algebraische Summe
2,4+ Q,+ 2, + ... + Q, abermals eine Zahl vor, die ins Unendliche ab-
nehmen kann, wenn sie nicht etwa fortwahrend = 0 ist.« (§ 86.)

34. yWenn 4 und B ein Paar meBbare Zahlen bedeuten, die unverandert
bleiben, wihrend die meBbaren Zahlen 2, und Q, in das unendliche abnehmen,
und es soll fortwihrend die Gleichung 4 + 2, = B + Q, bestehen: so muf
A = B sein.« (§ 87.) '

35. »Der zu dem messenden Bruche g einer Zahl A gehorige néchst

p+1
q

groBere Bruch kann durch Vermehrung von ¢ immer noch kleiner ge-

macht werden, als er schon ist.« (§ 88.)

36. »Bedeutet X eine Zahl, die meBbar und unveriénderlich ist, oder sich
auch verdndert, jedoch nur so, dafl sie nach ihrem absoluten Werthe stets
kleiner verbleibt, als eine gegebene Rationalzahl, wahrend die meBbare Zahl
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Q nach ihrem absoluten Werthe in das Unendliche abnehmen kann: so sind
auch die Produkte X . 2 und 2 . X Zahlen, die ihrem absoluten Werthe nach
in das Unendliche abnehmen konnen.« (§ 89.)

37. "Wenn A und B ein Paar meBbare und unverinderliche, 2, und 2,
aber ein Paar veridnderliche Zahlen sind, die ins Unendliche abnehmen kénnen,
so ist (4 4+ Q,)(B + 2,) = AB + Q,, wo Q, abermals nur eine meBbare
Zahl bedeutet, die ins Unendliche abnehmen kann, wenn sie nicht etwa fort-
wahrend = 0 ist.« (§ 92.) Ein dhnlicher Satz gilt auch fiir ein Produkt einer
endlichen Anzahl von Faktoren. (§ 93.)

38. »Der Lehrsatz von der Versetzung der Faktoren, welcher von allen
Rationalzahlen gilt, gilt auch von allen meBbaren Zahlen iiberhaupt.« (§ 94.)
39. »Die im Fritheren erwiesene Gleichung fiir blofe Rationalzahlen, daf3

némlich
AB +C 4+ ...)= 4B 4+ AC + ...

sei, gilt auch fiir alle meBbaren Zahlen tiberhaupt; sofern die Menge der Glie-
der, aus welchen der Multiplicandus B 4 C 4 ... zusammengesetzt ist, nur
endlich ist.« (§ 96.)

40. »Erkldarung. Wenn der Unterschied zwischen den beiden meBbaren
Zahlen X und Y nach seinem absoluten Werthe betrachtet in das Unendliche
abnehmen kann, so sage ich, daB} sie einander so nahe ricken konnen, als man
nur will.« (§ 97.)

41. »Sollen zwei meBbare Zahlen X und Y einander so nahe riicken kénnen,
als man nur immer will, so mul wenigstens Eine derselben verédnderlich sein,
und unendlich viele Werthe annehmen koénnen, darunter kein grofiter ist,
wenn diese Zahl die kleinere, und kein kleinster, wenn diese Zahl die grofere
ist. Soll es aber iiberdiel3 eine dritte unverdnderliche Zahl A4 geben, welche
fortwiahrend zwischen den beiden ersteren liegt: so miissen beide verdnderlich
sein, und unendlich viele Werthe haben, darunter kein groB3ter bei der kleine-
ren und kein kleinster bei der gro3eren sein darf.« (§ 98.)

42. "Wenn eine unverinderliche Zahl fortwihrend zwischen den beiden
verdnderlichen, aber mellbaren Zahlen X und Y liegt, deren Unterschied
Y — X in das Unendliche abnehmen kann, so ist A selbst eine meBbare Zahl.«
(§ 99.)

43. »Es gibt nicht zwei voneinander verschiedene, d. h. ungleiche mef3bare
und unveridnderliche Zahlen, die fortwihrend innerhalb derselben zweien
verdnderlichen, aber meBbaren Grenzen liegen, wenn diese aneinander so
nahe kommen koénnen, ale mann nur immer will.« (§ 100.)

44. yWenn der messende Bruch % einer Zahl 4 fortwihrend innerhalb der

beiden Grenzen X und Y liegt, deren positiver Unterschied ¥ — X in das
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Unendliche abnimmt: so kann hochstens die groBere dieser beiden Zahlen,
namlich Y, unverinderlich sein, und dieser mufl dann der Zahl 4 selbst gleich-
gelten. Sind aber beide Zahlen X und Y verénderlich: so liegt auch die Zahl
A selbst fortwihrend zwischen beiden.« (§ 101.) :

45. »Wenn die unendlich vielen meBbaren Zahlen
Xl, X‘Z? X‘J, RS Xn: L] Xn+7‘: s

die wir als ebenso viele durch die Stellenzahlen 1,2,3,...,n,...,n 47, ...
unterschiedenen Glieder einer in das Unendliche fortlaufenden Reihe betrach-
ten konnen, nach einem solchem Gesetze fortschreiten, dafl der Unterschied
zwischen dem 2% und (n 4 7)¥*® Gliede dieser Reihe, d. h. X,,,, — X, nach
seinem absoluten Werthe betrachtet, so grof man auch die Zahl » annehmen
mag, fortwihrend kleiner verbleibt als ein gewisser Bruch %, der selbst
so klein werden kann, als man nur immer will, wenn man nur erst die Zahl »n
grof} genug angenommen hat: so behaupte ich, es gibe jederzeit eine, aber auch
nur eine einzige melbare Zahl 4, von der gesagt werden kann, daf sich die
Glieder unserer Reihe ihr in das Unendliche nihern, d. h. daB der Unter-
schied 4 — X, oder A — X, ., blof durch Vermehrung von » oder r seinem

absoluten Werthe nach in das Unendliche abnimmt.« (§ 102.)

46. »Wenn wir von einer gewissen Beschaffenheit % blof wissen, dal} sie
nicht allen Werthen einer verdnderlichen meffbaren Zahl X, die grofer (oder
kleiner) wohl aber allen, die kleiner (groBer) als eine gewisse U sind, zukomme:
so konnen wir mit GewiBheit behaupten, dafl es eine mellbare Zahl A4 gibt,
welche die grof3te (kleinste) derjenigen ist, von denen gesagt werden kann, daB3
alle kleineren (groferen) die Beschaffenheit &8 haben: wobei noch unentschie-
den bleibt, ob der Werth X = A auch selbst diese Beschaffenheit habe.«
(§ 104.)

47. »Wenn die verénderliche, aber meBbare Zahl Y fortwéhrend gréBer ver-
bleibt, als die verdnderliche aber meBbare X; bei jener iiberdie kein kleinster,
bei dieser kein grofiter Werth Statt findet: so gibt es jederzeit wenigstens Eine
meBbare Zahl 4, die fortwihrend zwischen den beiden Grenzen X und Y liegt.
Wenn ferner der Unterschied Y — X nicht ins Unendliche abnehmen kann; so
gibt es solcher zwischen den beiden Grenzen X und Y liegenden mefBbaren
Zahlen unendlich viele. Wenn aber dieser Unterschied in das Unendliche ab-
nimmt; so gibt es nur eine einzige. Wenn endlich der Unterschied ¥ — X in
das Unendliche abnimmt, und entweder X einen groften, oder Y einen klein-
sten Werth hat: so gibt es nicht eine einzige mefibare Zahl, die fortwahrend
zwischen X und Y lage.« (§ 105.)

48. Die letzten Paragraphen (§ 106—116) beschéftigen sich mit den Briichen
von der Form 4/B, wo 4 und B meBbare Zahlen sind und B iiberdies nicht
unendlich klein oder Null ist.
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Anmerkungen

1—26. (§ 1— 67.) Die Begriindung der Theorie der reellen Zahlen, wie sie
von Bolzano gegeben wird, kann nicht als stichhaltig betrachtet werden. Wie
aus Absch. 3 hervorgeht, wird als bekannt vorausgesetzt, was nichtnegative
und was positive unendliche Zahlenausdriicke sind. Schon diese Frage ist
nicht so einfach zu beantworten. Die Hinfélligkeit der Bolzanoschen Theorie
ist aber vielleicht daraus am auffilligsten ersichtlich, wie Bolzano [7] die po-
sitiven und negativen unendlich kleinen Zahlen einfiihrt. Mit diesen positiven
und negativen unendlich kleinen Zahlen sind aber nicht alle mit Null gleich-
geltenden Zahlen erschopft, wie Bolzano es zu glauben scheint.

Es wiirde sich also darum handeln, fiir Bolzanosche Theorie eine solche
Deutung zu suchen, dal} soviel als méglich von ihr gerettet wird. Diese Moglich-
keit bietet die Cantorsche (Cantor-Méraysche) Theorie deer reellen Zahlen dar.”)

Dabei sollen die Begriffe und Satze der Cantorschen Theorie auf der linken
Seite als Deutung der zugehorigen Begriffe und Sitze der Bolzanoschen Theo-
rie auf der rechten Seite gegeben werden.

Cantorsche Theorie: Bolzanosche Theorie:

unendliche Folge von rationalen Zah- unendlicher Zahlenausdruck,

len
&
(a'ﬂ) == al’ a?’ a3? M a‘ﬂ’ . “,8)

meBbare Zahl,
unendlich kleine Zahl,
‘gleichgeltende mefibare Zahlen.

konvergente Folge,
Nullfolge,
aquivalente konvergente Folgen.

Man kann dann behaupten:

Die reelle Zahl ist die Klasse der Die reelle Zahl ist die Klasse der

miteinander dquivalenten konvergen-
ten Folgen. Jede konvergente Folge
ist ,, konkrete Darstellung‘‘) einer be-

miteinander gleichgeltenden mefba-
ren Zahlen. Jede meBbare Zahl ist
,.konkrete Darstellung einer be-

7) Vergl. hiezu Bachmann [1], S. 9, 15, Stolz u. Gmeiner [10], Abschn. 7a. Im folgenden
schliee ich mich der vorziglichen Darstellung dieser Theorie an, die Cech [5] gegeben hat.

8) Den Betrachtungen Bolzano’s wiirde vielleicht néherstehen, wenn wir die unendliche

Summe ¢; + ¢, +¢3 + ...
Folge ¢y, ¢; + ¢y ¢y +¢5 + 3, ...

einfuihrten. Diese Summe kann aber unmittelbar auf die
zuriickgefithrt werden.

9) Wenn bei einer Aquivalenzrelation ~, die in der Menge MM definiert ist, ~ (x) die
Klasse der mit « &quivalenten Elemente aus I bedeutet, so wird z als konkrete Darstellung
des abstrakten Begriffes ~ (x) bezeichnet. S. Cech [5], Kap. II, § 2.
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stimmten reellen Zahl, die wir mit stimmten reellen Zahl. Die gleichgel-
lim a, bezeichnen und Limes der Fol- tenden meBbaren Zahlen sind kon-
ge (a,) nennen werden. Die miteinan- krete Darstellungen einer und der-
der dquivalenten Folgen sind konkrete selben reellen Zahl.

Darstellungen einer und derselben re-

ellen Zahl.

Sind « und S zwei reelle Zahlen und ist « = lim a,, = lim b, [also (a,) und
(b,) konvergent], so sind auch die Folgen (a, + b,) und (a,b,) konvergent. Wir
definieren « -+ § = lim(a, + b,), «f = lim(a,b,). Ist die reelle Zahl « =+ O,
so kann man « = lim a,, setzen, wo a, + 0 ist fiir alle n. o besitzt hinsichtlich

1
der Multiplikation ein Inverses, ndmlich lim —. Man kann zeigen, dal} bei

der auf solche Weise definierten Addition und Multiplikation die reellen
Zahlen einen Korper bilden, der eine wirkliche Erweiterung des Korpers der
rationalen Zahlen ist. Dabei wird die konvergente Folge a, a, a, ... mit der ra-
tionalen Zahl o identifiziert.

Man kann aber auch auf folgende Weise verfahren:1°)

Sind (a@,) und (b,) zwei konvergente Folgen von rationalen Zahlen, so sind
auch die Folgen (@, + b,) und (a,b,) konvergent. Wir definieren die Summe
(a,) + (b,) der Folgen (a,) und (b,) durch (a, + b,), ihr Produkt (a,)(b,)
durch (a,b,). Wenn man die Addition und Multiplikation in der angegebenen
Weise erklart, dann bilden die konvergenten Folgen von rationalen Zahlen
und mutatis mutandis auch die Bolzano’schen mef3baren Zahlen einen Ring R.

Dann gilt in der Cantorschen Ihm entspricht in der Bolzanoschen
Theorie der Satz: Theorte der Satz:
Die Nullfolgen bilden ein Ideal § im Die unendlich kleinen Zahlen bilden
Ringe R der konvergenten Folgen. ein Ideal § im Ringe R der meBbaren
Zahlen.

Dann haben wir den Satz: Der Korper der reellen Zahlen ist der Rest-
klassenring R/J.

Die aquivalenten konvergenten Fol- Die gleichgeltenden mef3baren Zah-
gen len
werden dabei zu Kongruenzklassen (mod J).

Ich spreche das vorige Ergebnis noch weniger prizis aus, wenigstens fiir
den Fall der Bolzanoschen Theorie: Das Rechnen mit den reellen Zahlen ist
nichts anderes als das Rechnen mit den mef3baren Zahlen unter Vernachlissi-
gung der unendlich kleinen Zahlen. So etwas scheint Bolzano vorzuschweben

1) Van der Waerden II [10], § 67.
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(vgl. z. B. § 51). Aber der Schritt von den meflbaren Zahlen als ,,konkreter
Darstellung“ der reellen Zahlen zu dem Abstraktum der reellen Zahlen wird
bei Bolzano nie klar genug hervorgehoben. Bolzano scheint die urspriingliche
Bedeutung der Gleichheit fiir meBbare Zahlen zu verlassen (in der Cantorschen
Theorie ist es die Gleichheit der konvergenten Folgen), die neue Definition der
Gleichheit im Sinne von Gleichwertigkeit einzufithren und dann die mebaren
Zahlen als gleichbedeutend mit reellen Zahlen zu betrachten.

Um die Anordnung im Korper der reellen Zahlen einzufiihren, werden wir
zuerst die positiven reellen Zahlen definieren. Dabei soll der positive Zahlen-
ausdruck der Bolzanoschen Theorie so gewihlt werden, dall er den ausge-
pragt positiven Folgen der Cantorschen Theorie entspricht.!t)

Zur Entwicklung einer reellen Zahl in eine Cantorsche Reihe (§ 42, 19) be-
dient man sich des sogenannten Cantorschen Algorithmus.??) Dieser beruht auf
dem Satze:

Ist o eine reelle Zahl, so existiert eine und nur eine ganze Zahl n von der
Art, dass n < &« < n + 1 gilt. Die Zahl n wird der ganze Teil der reellen Zahl
o genannt und mit [x] (oder mit E(«x) bezeichnet).!®)

19. (§ 42.) Cantorsche Reihen. Man kann hier einfach @ = 1 setzen.
Durch Grenziibergang erhilt man dann die Darstellung der reellen Zahl durch
die sogenannte Cantorsche Reihe.l*) (Die eindeutige Darstellung einer reellen
Zahl durch die Cantorsche Reihe (mit @ = 1) wird man erhalten, wenn man
verlangt, dafl in unendlich vielen Fallen § <b — 1,y <c— 1,6 <d — 1, ...
gilt. Dies wird aber von Bolzano nicht angefiihrt.) Als speziellen Fall erhilt
man die Darstellung der reellen Zahl durch einen g-adischen Bruch (g ganz > 1),
(einen dyadischen Bruch fiir g = 2 und einen Dezimalbruch fiir ¢ = 10).

Im weiteren bedient sich Bolzano bei den Beweisen oft der Darstellung der
reellen Zahlen durch Cantorsche Reihen. Diese Reihen kénnen aber in meisten
Fillen durch g-adische, ja sogar einfach durch dyadische oder Dezimalbriiche
ersetzt werden.

29. (§ 74.) Die Menge der reellen Zahlen ist iiberall dicht (pantachisch),
ebenso wie die Menge der rationalen Zahlen.

Nebenbei bemerke ich, daBl Bolzano diese Kigenschaft zur Bezifferung
neuer Blitter beniitzt, die er zwischen zwei Blitter der schon bezifferten Hand-

11) Eine konvergente Folge der rationalen Zahlen (a,) heisst ausgeprdgt positiv, wenn
man eine solche rationale Zahl v > 0 angeben kann, dass die Ungleichheit a, > v fir
fast alle n erfillt ist (s. Cech [5], S. 116).

12) Vgl. Perron [8], § 33.
18) §. Cech [5], S. 80 und 121.

14y Vgl. Knopp [7], S. 23, 24, Perron [8], § 33. Gelegentlich [19] werde ich (bei a = 1)
die Zahlen b, ¢, d, ..., die Grundzahlen der betreffenden Cantorschen Reihe nennen.
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schrift einlegen will, ohne die ganze Handschrift zu umnummerieren. Legt
er ein Blatt zwischen die Blitter » und » 4 1, so bezeichnet er es mit der
Nummer n + }, bei der Einlegung eines weiteren Blattes zwischen die Blatter
n und n + } (bzw. » + } und n + 1) bezeichnet er dieses Blatt mit n + %
(bzw. mit » 4 2). (Sollte man zwischen die Blitter n» und n + 1 drei neue
Blitter einlegen, wiirde man sie mit n + %, n -~ %, n + % beziffern. Und
shnlich weiter.) Zur Bezifferung der Blitter werden dabei dyadische Briiche
beniitzt. Zu #hnlichem Zwecke koénnte man Dezimalbriiche beniitzen und
allgemein g-adische Briiche mit einer beliebigen Grundzahl g (g eine ganze
Zahl > 1) und endlich auch Cantorsche Reihen mit beliegigen Grundzahlen.
Auf Cantorschen Reihen beruht eigentlich die ,,Bezifferung® der eingelegten
Blatter mit Buchstaben aus verschiedenen Alphabeten. So kann man zur
Bezeichnung der zwischen die Blitter » und n 4 1 eingelegten Blatter die
Zeichen na, nb, nc, ... beniitzten, zur Bezeichnung der Blitter, die z. B.
zwischen die Blatter nc und nd eingelegt werden sollen, dann die Zeichen
nex, nefl, ney, ... beniitzen und dhnlich weiter. Bei allen diesen Bezifferungen
kommien als Rangnummern auch Briiche vor, und es kann der Fall eintreten,
daf3 dabei Liicken erscheinen, d. h. daf3 zwischen zwei Briichen, die wirklich
Rangnummern von Bléattern sind, ein Bruch aus dem angewandten System
liegt, der Rangnummer keines Blatter ist. Das kann man verhiiten, wenn man
zur Bezifferung eine Cantorsche Reihe mit passend gewéhlten Grundzahlen
wihlt.

34. (§ 87.) Dieser Satz bildet die Grundlage der sogenannten Hxhaustions-
methode.r%)

Die hauﬁgé Beniitzung dieses Satzes gerade in dieser Form als eines Beweis-
prinzips ist fiir Bolzano geradezu characteristisch. Dieses Verfahren steht
unserem heutigen Rechnen mit Grenzwerten nahe.

38. (§ 94.) Es wird das assoziative Gesetz der Multiplikation gemeint und
A(BC) = (AB) C bewiesen.
39. (§ 96.) Das distributive Gesetz.

45. (§ 102.) Diese Bedingung fiir die Konvergenz einer unendlichen Folge
wird als Konvergenzprinzip von Cauchy-Bolzano bezeichnet.6)

Der angefiihrte Satz kommt bei Bolzano vor schon in der Schrift ,,Rein
analytischer Beweis ...“ [3].

46. (§ 104.) Es ist der Satz iiber das Infinum und Supremum, genannt Satz
von Bolzano-Weierstraf3.1?)

15) Vgl. Knopp [17], S. 5.
18) Vgl. hiezu Knopp [7], S. 6, Perron [8], § 18, Jarntk [6], S. 452.
17) Vgl. hiezu Knopp [6], S. 6, Perron [7], § 12 u. 18, Jarnik [6], S. 453.
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Der Satz ist schon erhalten in Bolzano’s Abhandlung ,,Rein analytischer
Beweiss ... [3], wo er auch mit voller Strenge formuliert wird. Der dort
angefiithrte Beweiss ist insofern richtig, wie es moglich war in der Zeit, wo es
an einer Begriindung der Theorie der reellen Zahlen noch fehlte. Weierstraf3
hat in seinen Vorlesungen den Beweis von Bolzano in dieser Richtung vervoll-
standigt. Dasselbe Ziel verfolgt hier auch Bolzano. Sein Beweis bedient sich der
Entwicklung einer reellen Zahl in eine Cantorische Reihe und konnte leicht zu
der jetzt verlangten Strenge ausgefeilt werden.

47. (§ 105.) X < Y soll bedeuten, dafl fiir die Mengen der reellen Zahlen
X, Y die Beziehungen x ¢ X und y ¢ Y die Ungleichheit # < y zur Folge haben.
Wenn a eine reelle Zahl ist, so soll 4hnlich X < a bezeichnen, daf} fir die Menge
X aus x ¢ X die Ungleichheit # < a folgt.

Dann kann der Satz so ausgesprochen werden: Es sei X < Y.

I. X soll keine grofte und Y keine kleinste Zahl enthalten. Dann gibt es eine
reelle Zahl a von der Art, dafi X < a <Y gilt. Die Zahl a ist eindeutig bestimmd,
gerade wenn es beliebig kleine Unterschiede y — z (x ¢ X, y € Y) gibt.

I1. Entweder soll X eine grofite oder Y eine kleinste Zahl enthalten und es
soll Unterschiede y — x (x e X, y e Y) geben, die beliebig klein sind. Dann gibt
es keine reelle Zahl a von der Art, daf fir sie X < a < Y gilt.’8)

Dieser Satz erinnert an den Satz von Dedekind iiber die Zuordnung von
reellen Zahlen und Schnitten.
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