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SUR UNE PROPRIETE DES INTEGRALES DE L'EQUATION
Yy +Q@)y =0, n=3,4

MARKO SVEC, Bratislava.
(Regu le 16 novembre 1956.)

Il est bien connue la propriété suivante des intégrales de I’équation
y" + p@)y’ + q@)y = 0: Si les coefficients p(x) et g(x) sont des
fonctions continues dans l'intervalle (— oo, o), les intégrales!) de
cette équation sont ou bien toutes oscillatoires ou bien elles sont
toutes non oscillatoires. Dans ce mémoire nous allons démontrer que les
intégrales de I’équation ™) + Q(x) y = 0, ol Q(z) est une fonction
nonnégative et continue dans l'intervalle (— o0, ), n’étant iden-
tiquement nulle dans aucun sousintervalle, jouissent, pour n = 4,
de la méme propriété et, pour n = 3, d’une propriété analogue.

Nous supposerons, dans tout le mémoire, la fonction Q(x) nonnégative et
continne dans Uintervalle (— co. o0), n’étant identiquement nulle dans aucun
sousintervalle. .

Définition. Nos dirons que les intégrales d’un ensemble ont le méme caractére
si elles sont toutes oscillatoires ou bien elles sont toutes non oscillatoires.

Remarque. Il est bien aisé de prouver l'affirmation suivante: Soient u, v
deux intégrales dont les premieres derivées sont continues. Si le Wronskien

W(u, v) + 0ou = 0 pour x > a, les intégrales u et v ont le méme caractére.

I

Nous allons examiner, tout d’abord, I’équation

_ YO + Q) y = 0. (a)
Nous démontrerons quelques lemmes:
~ Lemme 1. Toute intégrale de U'équation (a) admet au moins une racine.

" Démonstration. Soit y(z) une intégrale arbitraire’ de I'équation (a).
Supposons y(x) + 0 dans tout l'intervalle (— oo, 00). Soit par exemple y(x) >

1) Par intégrale nous entendons une intégrale non identiquement nulle qui est définie
dans I'intervalle (— oo, o). Par intégrale oscillatoire nous entendons une intégrale qui
a un nombre infini de racines & droit d’'un nombre a arbitraire.
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> 0. Soit 2, € (— 00, 00) un point arbitraire. Alors y(%;) > 0. Il y a deux
cas possibles concernant y”(x;): 1° ¢”(z,) = 0, 2° y"(x;) > 0.

1° 11 est, par hypothése, y(x) > 0 et Q(x) = 0. Alors y®(x) = — Q(z) y(x) <
= 0, ou le signe = ne peut étre valable que ponctuellement. Il en résulte que
y"(x) est une fonction décroissante. En tenant compte de I'hypothése que
y"(x;) = 0, nous en déduisons que lim y(z) << 0, c’est qui est en contra-

T—>00

diction avec ’hypothése y(x) > 0. Cette contradiction démontre notre affir-
mation.

2° Soit maintenant y”(x;) > 0. Faisons la transformation de la variable
indépendante x = z, — t. L’équation (a) prendra la forme

d4
G ey =o, (1)

ol Q*(t) = Q(x, — t) = 0. Dans cette transformation, au point ; correspond
le point ¢t == 0, & Pintégrale y(x) l'intégrale y(x, — t) = wu(f) pour laquelle il

Js
est: wu(t) > 0 pour tout ¢ e (— oo, 00), par hypotheése, et at—g =
)
d3y | L t
e < 0. Nous avons donc pour u(t) les mémeés conditions que pour
da3 -

y(z) dans le cas 1°.

Lemme 2. Soit y(x) une intégrale arbitraire de Uéquation (a). Alors Uexpression
y"y — y'y" est une fonction décroissante dans tout Uintervalle (— oo, o). Par
conséquent, y(x) et y"(x) séparent mutuellement leurs racines sauf aw plus un seul
couple de racines voisines.

Démonstration. Multiplions ’équation (a) par y. On a
[y!”y . yly”]l —_ [Q(x) y2 + y”z] , (2)

d’oli en intégrant

x
ymy . y/y” — k o l‘[Q(x) 3/2 + y”z] dx 3
De (2) on voit que la fonction y”y — y'y” est décroissante dans tout I'inter-
valle (— o0, c0). Done, elle ne peut changer de signe qu’une seule fois.

Considérons les identités
l:?i”—]’ _ y!l/y . y’y" I:.:f/—]l _ y/l/y o y’y:

” 7 " Y
En intégrant la premiére identité entre les deux racines voisines de y” et la
seconde entre les deux racines voisines de ¥, nous en déduirons une contra-
diction, & I’exception d’un seul couple de racines voisines de y”, ou de y, entre

’, "

lesquelles se trouve le point de changement du signe de la fonction y"y — y'y”",
si un tel point existe. Cette contradiction démontre notre lemme.
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Soit” x € (— o0, 00) un point arbitraire. Désignons par M(z) l’ensemble
d’intégrales de 1’équation (a) qui ont x pour une racine. En conséquence du
lemme 1, toute intégrale de I’équation (a) appartient au moins & un ensemble
M(x).

Lemme 3. Les intégrales de Uensemble M (x) ont le méme caractére.

Démonstration. Soit z; e (— 00, ) un point arbitraire. Nous allons
examiner les intégrales de ’ensemble M(x,). Désignons par y,(x) 'intégrale de
I’équation (a) qui satisfait aux conditions initiales
~ 0 pour j *k,

) = 0,1,2,3, k=0,1,2 3.
\lpoury—k ! o T

7) —
Y (@) =
On démontre aisément que les y,, ¥y, ¥,, ¥ forment un systeme fondamental
de I’équation (a) et que toute intégrale u ¢ M(x;) peut étre représentée comme
une combinaison linéaire de v, ¥,, ¥5, ¢’est-a-dire on aura

U = CiYy + CYs + C3Ys (3)
ol ¢, €y, €3 sont des constantes. Pareillement, on voit que toute combinaison

linéaire du type (3) représente une intégrale de M(x;). En éliminant les con-
stantes ¢; entre u, u’, u” et «”, nous obtenons 'équation différentielle

yl’ :’/2: y3> u
yl Yoo 5 “ —o. (4)
‘y1> Yo, Y3, U
Toute intégrale de cette equatlon est une intégrale de M(z,) et toute inté-
grale de M(x,) est une intégrale ce dette équation. En tenant compte de ce

que

1?/1: ?/2, J3 y}yl’ ?/2, ya ‘ !3/1’ ?/27 3/3 l ) }"/1; ?/2, Z/s
i e Uy = U, Ui Yoo U5 = Yo UL Yo U5 | = U iyl, Yo Yy | =3
L Yis Yo Y | Y Y Ys | YL Y2 s (Y15 Yo Yy
I’équation (4) prend la forme
W'Yy — w'ys + w'ys — uys = 0. (5)

D’apres [1], Th. 1.7, on a W(y;, y;) + 0%?) pour x > x,, j, k = 0,1, 2, 3 et,
plus encore, on démontre aisément que W(y;, yx) > 0 pour j < k, x> x,.
En tenant compte du Remarque, on voit que ¥, ¥, ¥,, ¥, ont le méme ca-
ractere.

Partageons les intégrales de I’ensemble 3 (z,) en deux groupes:

I. Au premier groupe appartiedront les intégrales wu(x)e M(x,) pour qui
est valable

w'(@,) . u'(@) . w"(@) + 0, sgnu'(z;) = sgnu’(z) + sgnu'(z,).

|50
2) Wy, z/,)—!j” ;’,’ 1-
1 J3
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IT. Au second gréupe appartiendront celles de M (z,) qui n’appartiennent
pas au premier.

x) Les intégrales du groupe 11 ont le méme caractére.

Au groupe 1II appartiennent, entre autres, les intégrales y,, y,, y,. Elles sont
linéairement indépendantes. Soit wu(x) une intégrale du groupe II. D’aprés
(3), il est

w(@) = w'(x) Y, + w'(2)y, + w(@) ys -
11 y a trois cas possibles:

1° Un au moins des nombres u'(x,), »"(x,), " () est nul.

9o ”

2% ' (xy) w'(2y) . w”(2y) + 0, sgn w'(x,) = sgn u'(x,).

3% u'(xy) w'(xy) . w”(2y) &+ 0, sgnw’(x;) = sgn " ().

1° Soit w'(x,) = 0. Alors W(u, y,) = — u"(x;) W(y,, y;) qui est différent
de zéro pour x > z; ou identiquement nul selon ce si u”(x;) est différent de

zéro ou non. 1l en résulte (v. Remarque) que u(x) a le méme caractére comme
Y, ¢’ est-a-dire comme y,, v, ¥,, ¥;-

On arrive, de pareille facon, au méme résultat, si »"(z,) = 0 ou " (z,) = 0.

2° Dans ce cas nous avons W(u, y3) = u'(z;) W(yy, y5) + w"(x,) W(¥,, y5) +
+ 0 pour z > ;.

3° On a W(u, ;) = — w'(x) Wiy, y5) — v () W(y,, ¥3) + 0 pour z > x,.
De ces relations il résulte que u(x), au cas 2° comme aussi au cas 3°, a le méme
caractére que ¥, ¥y, Ys, ¥s. Ainsi notre affirmation o) est démontrée.

Partageons les intégrales du groupe I en deux sousgroupes:

I. a) Les intégrales « de ce sousgroupe ont la propriété suivante: pour toute
racine o > z, de 'intégrale u(x) il vaut

u'() - u"(0) - u"(0) + 0, sgnu'(g) = sgnu”(o) + sgnu'(o) - (x)

I. b) A ce sousgroupe appartiendront les intégrales du groupe I pour les-
quelles il existe une racine # > x, pour laquelle les relations (+) ne sont pas
valables. Il est évident que I'intégrale u(x) du sousgroupe I. b) appartiendra
au groupe II de ’ensemble M (n).

B) Les intégrales du sousgroupe 1. b) ont le méme caractére comme celles du
groupe II.

Les intégrales du groupe I1 de I’ensemble M(n) ont, d’aprés o), le méme
caractere. Envisageons maintenant 'intégrale y(x) qui satisfait aux conditions:
y(xy) = y'(%,) = 0, y(n) = 0. Cette intégrale appartient au groupe II de I’en-
semble M (z,). D’aprés[1], Th. 1.2, les nombres y'(n), y"(n), ¥”(n) sont différents
de zéro et ont les mémes signes. Par conséquent, y(z) est du gronpe II de
Pensemble M (7). I en résulte que les intégrales du groupe II de ’ensembie
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M(z,) et celles du groupe II de Pensemble M (%) ont le méme caractére. Ainsi
Paffirmation B) est démontrée.

y) St une intégrale arbitraire du sousgroupe 1. a) est oscillatoire, alors y,(x)
est aussi oscillatoire et, par suite, toutes les intégrales du groupe I1 comme aussi
du sousgroupe 1. b) sont oscillatoires.

Soit u(x) une intégrale oscillatoire du sousgroupe I. a). Soit 7,(z) non oscilla-
toire. Soit @ = a; la racine de ys(x) qui est la derniére, c’est-a-dire & droit de
@, y3(x) n’a aucune racine plus. Si @ > x,, il est, d’apres [1], Th. 1.2, ys(a) .
. Ys(@) y5 (@) + 0, sgn ys(a) = sgn y,(a) = sgn ¥y (). On prouve sans difficulté
que pour z>a on a yy(®) y4(@) ys(@) %5 (@) + 0, sgn yy(@) = sgn ya(x) —
= sgn y,(x) = sgn ¥, (¥). La méme affirmation vaut pour x > z,, si @ = z,.
Pour ces z, I’équation (5) peut s’écrire

u .
. (yg) 0. (6)

w”\’ n ?L;;: 2
Ys Ys
Soient «, f, @ << « < f§, deux racines voisines de u(x). En intégrant cette équa-

tion entre x et f§, et en appliquant la méthode de I'intégration par parties au
second terme du premier membre, on a

B

wf) W)y [ (1) g, 7
wb) ) f s (u) i @

o

Soit u(x) > 0 dans lintervalle (x, ). Alors, u'(x) > 0, u'(8) < 0 et, par
hypothése, u"(x) < 0, u"(f) > 0. Le signe du premier membre de I’équation
(7) est donec celui de y,(x) . D’apres le lemme 2, y3y; — ysy; est une fonction
décroissante dans tout I'intervalle (— oo, o0). Puisque cette fonction a dans
le nombre x; la valeur zéro, elle est négative dans l'intervalle (x,, o). Il en

suit que (%‘i est négative dans (x,, ). La fonction a intégrer du second
3

membre de 1’équation (7) a donc le signe contraire & celui de y; dans tout
Pintervalle (x, ). Par suite, I’équation (7) nous donne la contradiction qui
prouve qu’aussi y;(z) est oscillatoire.

8) Si ys(x) est oscillatoire, chaque intégrale du sousgroupe 1. a) est oscillatoire.

Soit ys(x) oscillatoire. Soit u(x) une intégrale non oscillatoire du sousgroupe
1. a). Alors, il y a une racine de u(x) qui est la derniére. Désignons la par b, b =
> a,. Il est, par hypothése, :

w'(b) w"(b) w”(b) £ 0, sgnu'(b) = sgn u”(b) + sgn u”(b) .

Soit #’(b) > 0, w"(b) < 0, w”(b) > 0. Il est, par hypothése, u(x) + 0 dans
(b, 00). De u(b) = 0 et w’(b) > 0 il résulte que u(x) > 0 dans tout I'intervalle
(b, ). Alors, en tenant compte de ’équation (a), on a «""(x) =< 0 pour x > b.
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Par suite, »”(x) est décroissante pour z > b. u”(x) reste positive pour
x> b. En effet, s’il existait un nombre 7,7 > b, tel que u”(7) < 0, il
serait u”(z) < w”(r) pour x > 7, d’ou il resulterait lim u(z) = — oo. Il exis-

>0
terait alors une racine de u(x) qui serait plus grande que b. Mais ¢a serait une
contradiction. Il est done «”(x) > 0 pour x > b. Par conséquent, u"(x) croit
dans l'intervalle (b, c0). Puisque «"(b) < 0, il y a deux cas possibles:

1° w"(x) < 0 pour x > b.
2° Il y a un nombre = > b tel que w"(r) = 0, u"(x) > 0 pour 7 < x.

Nous allons examiner, tout d’abord, le cas 2°. Soit w > 7. Alors «"(z) >
> u"(w) > 0 pour x > w. On déduit de cette inégalité que lim u'(x) = oo,

T—> 0

lim u(x) = oo. 1l existe alors un nombre r, r > w, tel que u(r) > 0, w'(r) > 0,
T—0

“w'(r) > 0, w”(r) > 0. Examinons les intégrales du groupe II de M(r). Parmi
ces intégrales il existe une qui appartient aussi au groupe II de M(x;). Par
exemple I'intégrale qui a x; pour une racine double et » pour une racine simple.
ys(x) étant oscillatoire, les intégrales du groupe II de M(x;) sont, d’aprés
«), oscillatoires. Mais, en tenant compte de [1], Th. 1.2 et en appliquant «)
a M(r), on a que les intégrales du groupe II de M(r) ont le méme caractére.
En conséquence de l'existence de I'une untégrale oscillatoire du groupe II de
M(x,) qui appartient aussi au groupe II de M(r), il en vient qu’aussi les in-
tégrales du groupe II de M(r) sont oscillatoires.

Soit z,(x), ¢ = 0, 1, 2, 3, I'intégrale de (a) qui satisfait aux conditions ini-
tiales

() _./ 0 pour ¢ £7,

. . ) =0,1,2,3.
1 pour ¢ =7, 1=0123

Les intégrales z,, z,, z; appartiennent au groupe II de M (r). Par suite, elles sont
oscillatoires. On démontre sans-difficulté, en tenant compte de [1], Th. 1.7,
que Wi(zy, z3) > 0, W(zy, 25) > 0, W(z,, 2z3) > 0 pour & > r. On démontre en-
core aisément que l'intégrale u(x) peut étre écrite dans la forme u(zr) =
= u(r) zy + w'(r)z, + u"(r) z, + w”(r) z;. Il est alors
W, z5) = u(r) W(zy, z5) + w’(r) W(z,, 25) + "(r) W(zy, 25) > 0 pour x> r.
Donc, u(x) et z4(x) ont le méme caractere. z, étant oscillatoire, u(x) I'est aussi
1° Dans ce cas il est done «”(x) > 0, «"(x) < 0 pour z > b. Par suite, u'(x)
décroit dans lintervalle (b, c0). Puisque u'(b) > 0, la dérivée u'(x) parcourt
tout d’abord les valeurs positives. Nous allons démontrer que «'(x) > 0 pour

z > b. En effet, §’il existait un nombre ¢ > b tel «'(q) < 0, il serait u'(x) <
< u'(q) < 0, d’out il résulterait que lim u(x) = — o0. Ce serait en contra-

xr-—>w
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diction avec I’hypothése que u(x) > 0 pour z > b. En résumé, pour x > b
il est u(z) > 0, w'(z) > 0, u”(x) < 0, w”(x) > 0. Par suite
w”(x) u(x) — w'(@) u"(®) > 0 pour x> 0.

”

Done (}L) > 0 pour z > b.
u
L’équation (5) peut étre écrite, pour x > b, dans la forme

"\ r " 2 ’
(%) + (EL—) (7"’) —0. (6")
u u u

Soient &, 5, b < & < 7, deux racines consécutives de y,. En intégrant I’équation
(6") entre les extremités & et 7, et, en appliquant la méthode de I'intégration
par parties au second terme du premier membre, nous obtenons

7

Ysm)  ys(&) o [ys (v .
v~ e~ 2f () o )

&

Soit y4(x) > 0 dans (&,7%). Le second membre de 'équation (7') est donc
positif. De yy(x) > 0 pour & <z < 7 il résulte que (&) > 0, ys(n) < 0.
Drapres [1], Th. 1.2, il est alors y;(£) > 0, 4/5(y7) < 0. Par suite le premier mem-
bre de l'équation (7') est négatif. Nous avons donc une contradiction qui
démontre que wu(x) est aussi oscillatoire. Ainsi I'affirmation §) est démontrée.

Lemme 3 résulte de a), B), v), 3).

Théoréme 1. Toutes les intégrales de Uéquation (a) ont le méme caractére.

Démonstration. Il résulte du lemme 1 que toute l'intégrale de 1’équation
(a) appartient & un ensemble M(x). Soient M(x,), M(x,), ;, + x,, deux en-
sembles d’intégrales. Ils ont, au moins, un élément commun. En effet, il est
toujours possible de trouver une intégrale de I’équation (a) qui a z, et z, pour
racines. Il en vient, en tenant compte aussi du lemme 3, que les intégrales de
Iensemble M (x,) et celles de I'ensemble M(x,) ont le méme caractére. Par
conséquent, les nombres x, et x, étant arbitraires, en poursuivant l'idée, on
déduit que les intégrales de tous les ensembles M (x) ont le méme caracteére.
Ainsi le théoréme est démontré.

II

Nous allons maintenant examiner 1’équation

Y +Q@)y=0. (b)
Lemme 4. Soit z,(x) une intégrale de Uéquation
2" —Qx)z =0 (b")
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qui satisfait aux conditions initiales: z,(x,) = 21(%,) = 0, 2(x,) > 0. x, est une
nombre arbitraire de Uintervalle (— oo, o). Alors, lim z,(z) = lim z;(x) = . La

o >0
limite lim 2;(x) ewiste et est finie ou oo. Si lim 2j(x) < + oo, Uéquation (b')
T—>00 T—>0

n’'a aucune imtégrale oscillatoire.

Démonstration. En tenant compte des conditions initiales de z,(x) et de
I'équation (b’), il résulte immédiatement que z,(x), 2 (x), z;(x) sont des fone-
tions croissantes et possitives dans l'intervalle (z,, 00). Il est aisé en déduire
lim z,(x) = lim 2;(x) = oo et lexistence de la limite lim 2{(x) qui peut &tre

T—w T—>w

finie et positive ou co.
Supposons en ce qui suit lim z](x) = M < oo. z,(x) étant une intégrale
particuliére de I’équation (b") nous pouvons abaisser I'ordre de cette équation.

r

Posons y = zl»'fu dz, @ > x,. Nous obtenons de '’équation (b’) 'équation v"z, +
'z, + 3uz, -z 0. En la multipliant par 2z} nous avons

(ZBu’) + 32%2u = 0. (8)
Au lieu de cette équation examinons tout d’abord I’équation

(Bu') + 3MABu = 0. (9)
Posons p(x) = 3Mz:, r(x) = 25. On a

x x
lim [p(x) dz = lim [3Mz2dz = oo,
XT—>0 XT-—>C

. d
ljlflqr(x) “de [p(x) r(@)] = — T/% <—-2.

D’apres [2], Th. 1.7, les intégrales de 1’équation (9) sont non oscillatoires. Parce
que pour (¥, o0) il est 3232 < 3M2}, en comparant ’équation (8) avec ’équation
(9) on a, en vertu du théoréme de comparaison de Sturm, que les intégrales
de I’équation (8) sont non oscillatoires.

Soient u,, u, deux intégrales de ’équation (8) qui sont linéairement indépen-

T @

dantes. Alors z,, 2, f uy dz, 2, [u, dz forment un systéme fondamental d’inté-
a a

grales de 'équation (b’). L’intégrale générale de 1'équation (b’) est alors

x x x
z = 42y + o2y [uy Ao 4 g2y [u, A ou 2 = z[¢; + [(cu; + cuy) dx], ol ¢y,
a a ' a
¢,, €5 sont des constantes.
T
Posons @ = ¢, + [(cyuy + cyu,) dz. On a G = cyuy + cyu, ce qui est une
a

intégrale générale de l'équation (8). Parce qu’elle est non oscillatoire, elle
garde le signe pour les x grands. Pour ces z, G est une fonction monotonne.
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Pour les x assez grands elle garde aussi le signe. z, étant non oscillatoire garde
aussi le signe pour les z assez grands. Il en résulte que I'intégrale générale
z(x) de I’équation (8) garde aussi le signe pour z assez grands. Ainsi le lemme
4 est démontré.

Lemme 5. Les intégrales de Uéquation (b) qui admettent une racine, ont le
méme caractére.

Démonstration. Soit #, un nombre arbitraire de l'intervalle (— oo, c0).
Soient u,, u, deux intégrales de I’équation (b) qui satisfont aux conditions
initiales suivantes:

Uy (29) = ulll(xo) =0, ulx) =1,
Us(Ty) = Uy(x,) = 0, ulzl(xo) =1.

Elles sont évidemment linéairement indépendantes. D’apres [1], Th. 1.7, leur
Wronskien W(u,, u,) # 0 pour & > x,, donc selon la Remarque elles ont le
méme caractere.

Toute intégrale u de 1’équation (b) qui a x, pour une racine peut étre repré-
sentée comme une combinaison linéaire de u, et u,, c’est-a-dire on aura u =
= ¢,U; + €Uy, ¢ et ¢y sont des constantes. Il est W(u, w,) = — ¢, W(uy, uy) + 0
pour x > z,, si ¢, + 0 ou W(u, u,) == 0, si ¢, = 0. Par suite, v et %, ont le
méme caractere. Bref, les intégrales de (b) qui ont x, pour une racine ont le
méme caracteére.

Soit & # x, un nombre arbitraire. Il est toujours possible de trouver une
intégrale de (b) qui a & et x, pour racines. Il en résulte que les intégrales qui
ont £ pour une racine et celles qui ont x, pour une racine ont le méme caracteére.
Le lemme 5 est donc démontré.

Théoréme 2. St Uéquation (b) a une intégrale oscillatoire, tout intégrale y(x)
- de cette équation est ou bien oscillatoire ou bien elle n’admet aucune racine. Celle
qui n’admet aucune racine jouit des propriétés suivantes: y(x), y'(x), y"(x) sont des
fonctions monotonnes; sgn y(x) = sgn y"(x) + sgn y'(x); lim y(x) = lim y'(x) =
T—>0 X—>00
= lim y"(z) = 0.
XT—>0

Si Uéquation (b) a une intégrale non oscillatoire qui a aw moins une racine ou
une integrale y(x) sans racine avec lim y(x) =+ 0, Uéquation (b) n’admet aucune
wntégrale oscillatoire. o

Démonstration. Soit u,(x) 'intégrale de (b) qui satisfait aux conditions
initiales suivantes:

0 pour j * £k,

ulae) = < | pour § — &

j=0,1,2 k=012,

Les intégrales u,, u,, u, forment un systéme fondamental de (b). Il est, d’aprés
[1], Th. 1.7, W(ug, uy) £ 0, W(uy, uy) + 0, W(uy, u,) + 0 pour z > x,. On
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vérifie aisément que ces Wronskiens sont pour x > z, positifs. Par suite,
Uy, Uy, U, Ont le méme caractere.

L’intégrale générale y(x) de (b) est y(x) = couy + ¢,u; + cyu,, 0U ¢y = Y(),
¢ = Y'(x,), ¢, =y"(x,). Quant aux signes des constantes c, ¢;, ¢y, 8i ¢y .¢; . ¢, F
#+ 0, il y a quatre cas possibles:

a) sgnc, = sgnc¢; = sgnc,, b) sgne, +sinc¢, =sgne,,
c) sgnc, =sgnc, +sgnec,, d) sgne, =sgne, +sgnec, .

Les intégrales sub a), b), ¢) ont le méme caractére comme u,, u,, u,. 11 est, en
effet,

a), b) W(ug, y) = e, W(uy, uy) + ¢;W(uy, uy) + 0 pour z > z,,
¢) Wiy, ) = ¢ W (ttg, ) + ¢ W (s, 1y) + 0 pour @ > .

On prouve encore de pareille facon: si au moins une des constantes ¢, ¢;, ¢,
est nulle, 'intégrale y(x) a le méme caractére que wu,, u,, u,.

Supposons maintenant que I’équation (b) a une intégrale oscillatoire. Alors,
en tenant compte du lemme 5 et de ce qui était dit plus haut, nous pouvons
énoncer ceci: Toute intégrale y(x) non oscillatoire de ’équation (b) 1° n’a
aucune racine, 2° elle doit étre du type d) en tout z ¢ (— oo, o), c’est-a-dire
elle doit satisfaire aux conditions y(x) . y'(x) . ¥"(x) + 0, sgn y(x) = sgn y"(x) =+
+ sgn y'(x) dans tout 'intervalle (— oo, o). Soit, pour fixer Iidée, y(x) > 0,
y(x) < 0, y"(x) > 0 dans tout I'intervalle (— oo, o0). Il est alors y” = —@Q(x) .
.y = 0. Par suite, y"(x) est décroissante tout en restant positive. S’il y avait
lim y"(x) = m > 0, il serait y"(x) > m > 0, d’otl on déduirait que y'(x) > k +

T—>w

+ m(x — x,). Par conséquent, y'(x) serait positive pour les x grands ce qui
contredirait & ’hypothése. Done, il est lim y”(x) = 0. Par le méme raissonne-

o
ment on prouve que lim y’(x) = 0.

T—>0

Pour démontrer qu’aussi lim y(x) = 0 envisageons W(y, u,). Cette fonction

T— 0

est oscillatoire. En effet, serait-il W(y, u;) + 0 pour les z grands, y(x) et u,(x)
auraient le méme caractére et par conséquent y(x) serait oscillatoire se qui,
par hypothése, n’est pas vrai. On vérifie aisément que W(y, u,) est une inté-
grale de ’équation (b’). L’équation (b’) a donc une intégrale oscillatoire.

Puisque ¥y, u,, u, sont linéairement indépendentes, on a, d’aprés la formule
de Liouville, W(y, u,, u,) = y(x,), ce qui peut s’écrire sous la forme

YWy, wy) — y' Wiy, uy) + yW(uy, wy) = y(%) . (10)

On démontre sans difficulté que W(u,, u,) est une intégrale de I’équation
(b") qui satisfait aux conditions initiales:

W(uh uz)lm,:z‘, = Wl(ul, u.z)

zox, T 0 s W”(up "I’Z)I.t» z, 1.
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D’aprés le lemme 4, il est lim W(u,, u,) = lim W’(u,, u,) = o0 et parce que
X —oL T—>L

l’équation (b’) a une intégrale oscillatoire, il est aussi lim W"(u,, #,) = 00.

rT—w

Supposons maintenant lim y(x) > 0. En tenant compte de ce que nous
T—0

avons démontré plus haut, le premier membre de I’équation (10) donne pour

x — oo la limite oo ce qui est en contradiction avec le second membre de cette

équation. Cette contradiction prouve que lim y(z) = 0. Ainsi la premiére
&r—>w
partie du théoréme 2 est démontrée.
Si ’équation (b) a une intégrale non oscillatoire qui a au moins une racine,
il résulte du lemme 5 que cette équation n’a aucune intégrale oscillatoire.

Soit z(x) une intégrale de I’équation (b) qui n’admet aucune racine et telle
que lim z(x) == 0. Trois cas sont possibles:

T—>00
1° 11 existe un nombre £ e (— o0, ) tel que I'un au moins des nombres
2'(£), 2"(&) est nul.

2° 1l existe un nombre 5 € (— o0, o) tel que 2() . 2'(n) . 2"(n) + 0 et

a) sgn z(n) = sgn z'(y) = sgn 2"(n), ou

b) sgn z(n) = sgn 2'(n) + sgn z"(y) ou

c) sgn z(y) % sgn z'(n) = sgn 2"(n).

3° Il est z(z).z'(x).2"(x) + 0, sgnz(x)=sgn=z"(xr) + sgnz'(x) en tout
Z e (— 00, 0).

1° Posons x, = &. Soit 2'(x,) = 0. Alors, z = couy + cu, et W(z, u,) =
= ¢y W(uy, uy) + 0 pour z > x,, (¢, = z(z,) + 0 d’aprés I’hypothese.) Il en
vient que z(x) et u,(x) ont le méme caractere et, par suite, u,(x) et u,(x) ont le
méme caractére comme z(x)'. Elles sont alors non oscillatoires. D’apres le
lemme 5, toute intégrale de ’équation (b) est alors non oscillatoire.

On démontre de méme qu’aussi dans le cas ou 2"(x,) = 0, toute intégrale de
I’équation (b) est non oscillatoire.

2° Posons z, = 7. Nous avons déja démontré plus haut que les intégrales de
types a), b), ¢) ont le méme caractére que les w,, u,, u,. Or, dans ces cas u, est
non oscillatoire, d’oti, d’aprés le lemme 5, il vient que toute intégrale de
I’équation (b) est non oscillatoire.

3° Soit z(x) > 0, z'(x) < 0, z"(x) > 0 dans lintervalle (— oo, c0). Nous
avons démontré plus haut que dans ce cas lim 2"(x) = lim 2'(x) = 0. z(x) étant

T—>0 T—>x

linéairement indépendante des u,, u,, d’apres la formule de Liouville, on a la
relation

2TW (uy, wy) — 2" W'y, u) + 2W7(uy, uy) = 2(%)

460



d’otr il résulte que lim zW”(u,, u,) < 00, et de la, que lim W"(uy, u,) < co.
T —w0 T— L

En tenant compte de ce que W(u,, u,) est une intégrale de 'équation (b’) et
en tenant compte du lemme 4, I'équation (b’) n’a aucune intégrale oscilla-
toire. W(z, u;) étant une intégrale de I’équation (b’), il est W(z, »;) + 0 pour
les z grands. Il en vient que z(x) et u,(x) ont le méme caractére, donc «; est non
oscillatoire, de 13, d’apres le lemme 5, il résulte que toute intégrale de I’équation
(b) est non oscillatoire. Ainsi la deuxiéme partie du théoreme 2 est aussi
démontrée.

I :

Si on considére l'équation y™ 4+ Q(z)y = 0, n > 4, on démontre sans
difficulté que le théoréme analogue au théoréme 1 ou au théoréme 2 n’est

pas valable. Il suffit considérer I’équation y™ -+ :n y = 0 avec k > 0 choisi

convenablement.
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Peswowme

OB OAIIOM CBOMCTBE MITETIPAJIOB YVPABHEHUS]
Y + Q@) y =0, n =34

MAPKO HIBEI[ (Marko Svec), Bparuciana.

(Moerynuio B pegaxuumio 16/ X1 1956 r.)

Har nsBectHO, jmneiinsie pud@epeHnnaibHble yPaBHCHUSA BTOPOIO HOPAAKA
y' + p@)y + q(x)y = 0 obnajaior cHepylomuM cBOHCTBOM: cciu Kodddhu-
nueHThbl P(x) 1 ¢(x) — HenpepsiBHBE HA UATEpBaJe (¢, c0) YYHKUUYU, TO MU Bee
MHTETPASIBL OYAYT KOJEOIONUMICS NI Bee OHU OyAyT HEROJCOIIONMMUCH.
Mur GyjeM roBopuTh, 4TO OHM OJMHAKOBOrO Xapawkrtepa. B pabore mokasamo,
uTO MHTErpasbl ypasHenust ¥y ++ Q(x)y = 0 must n = 3, & 00y31210T MO0~
HBIM CBOMCTBOM, eciin (yHKIma @(x) HenpephiBHA M HeEOTpUIATeIbHA HA MH-
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TepBaje (— 00, 00) U TaKkas, YTO HU HA KAKOM YaCTHYHOM MHTepBajle He paBHA
TOKIECTBEHHO HYMo. [[okasaHsl ciefyonime TeopeMsl:

Teopema 1. Hnmeepan dudgepenyuanviozo ypasnenus
Yy + Q@) y =0 (a)
HOCAM 00UHAKOBHLIL Tapakmep.

Teopema 2. Ecau dugpepenyuanvroe ypasrerue

YO+ Q)y =0 (b)
obaadaem K0OACOAIOUWUMCE UHMESPALOM, TNO KaAHCOLiL ce UHMESPAL UAU I68ASeMCS
Kosebaowumcs Uil ne umeem kopreii. T'akoii unmeepas y(x), Komopuii ne umeem
Kopueli, obaadaem caedywwumu ceoiicmeamu: y(x), y'(x), y"(x) — mornomonnse
dynkquu;

sgn y(x) = sgny”(x) # sgn y'(x); limy(x) = lim y'(x) = lim y"(z) = 0.

T >0 T—>0 >0

Ecau ypasuenue (b) umeem neroaedbarwwuiics unmezpas y(x), umerouui romo
00UN KOpeHb, UAU MGKOU, Komopuli He umeem kopueil u lim y(x) £ 0, mo sce

L0
unmezpaisvt YypacHenHut — I'l(’h'O./L€6./HO’Ll4 uecs.
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