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YexocnoBankmii MaTeMaTHIeCKHi kypHa€, T. 7 (82) 1957, Ilpara

UBER DIE ERSTE RANDWERTAUFGABE
FUR EINE SINGULAR PERTURBIERTE ELLIPTISCHE
DIFFERENTIALGLEICHUNG

MILOS ZLAMAL, Brno.
(Eingelangt am 15. X. 1956.)

Es wird die erste Randwertaufgabe fiir die Gleichung
— a (z, &) Au + u = F (x, ¢) untersucht, wo a (z, ¢) eine

positive Funktion des Punktes x = (x;, %, ..., x,) ist und
lim a (z, &) = 0 gilt.
&0+

Es sei & ein beschrianktes Gébiet im n-dimensionalen Euklidischen Raume
E, und Au der n-dimensionale Laplacesche Differentialausdruck. MORGEN-
STERN hat in [1] ausser anderem bewiesen (siehe Satz 4), dass die Losungen
der Randwertaufgabe

—edu+u=0, [u]=]") (1)
bei ¢ — 0 4+ in jedem abgeschlossenen Teilbereich von & gleichmissig gegen
Null streben. Zu dieser Behauptung fithren wir zuerst einen kurzen elementaren
Beweis ein. Dabei erhalten wir eine effektive Abschétzung fiir die Schnellig-

keit der Konvergenz. Dann werden wir uns mit einem allgemeineren Fall
beschiaftigen, ndmlich mit der Randwertaufgabe

—a(x, &) Adu + uw = F(z, &), [u] = f(e). (2)

Hinsichtlich des Gebietes & setzen wir voraus, dass es bechrinkt ist und
dass die erste Randwertaufgabe fiir alle stetigen Randwerte 16sbar ist. H sei
seine Grenze und wenn D den gewihlten abgeschlossenen Teilbereich von & be-
deutet, o > 0 sei die Entfernung ® von H. x bedeute den Punkt (z,, z,, - .., 2,)
in £, und u(z, ¢) eine Losung von (1).

Es sei jetzt M, = max|f|. Weil die Losungen der Gleichung (1) in & weder
den kleinsten negativen noch den grossten positiven Wert annehmen, so ist

lu(z, &)] < M, . (3)

1) [u] bedeutet immer die Randwerte.
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Wir benutzen die Mittelwertgleichung, wobei x ¢ D der Mittelpunkt und o der
Radius der Kugel @ ist, so dass das Innere der Kugel 2 immer in & liegt. Es
gilt (siehe [2], S. 261, Formel (40)):

(1@)"—22—
u(x,e):—;k——io—éfudg, (4)
PR )

wo J,(z) die »* Besselsche Funktion ist. Daraus und aus (3) erhalten wir

7;0 n 2
= Ve
2

lu(z, &)] = M, 7——7]/8— Tl (5)

)

Aus (5) folgt u(x, £) — 0 gleichmiissig in D bei ¢ — 0 4.

Richten wir jetzt unsere Aufmerksamkeit auf die Randwertaufgabe (2). Es
seien a(zx, €), F(x, &) und Fy(x) fir x ¢ @ und 0 < & < ¢, definiert und a(x, &)
sei in & einmal und Fy(z) zweimal stetig differenzierbar; f(¢) sei stetig auf H.
Dann gilt der folgende

Satz. Es sei a(x, ¢) > 0, lim a(z, ¢) = 0 und lim F(x, &) = Fy(x) gleichmissig
e—0+ &0+

in & und f(e) gleichmissig beschrinkt auf H. Es existieren die (wie bekannt
eindeutig bestimmten) Losungen w(x, €) von (2), und zwar bei jeder Wahl der
rechten Seite F und der Randwerte f. Dann streben wu(x, €) bet € — 0 + in jedem
abgeschlossenen Teilbereich von & gleichmissig gegen F(x).

Beweis. Setzen wir 2z == u — F,. Wir erhalten
— a(x, ) Az + 2z = Q(x, ¢y, [2] = g(e),
wo G(m &) = F(x, &) — Fo(x) + a(x, &) . AFy(x) — 0 gleichmissig in & und
g(e) = f(e) — [F,] gleichmissig beschrinkt auf H ist, |g(¢)] < M,. Es seien
2 (2, €) und z,(z, ) die Losungen der Randwertaufgaben '
—a(@, &) Az + 2, = 0, [z]=g(e), (6)
— a(x, e) Az, + 2, = G(x, ), [2,] =0, (7)
so dass z = 2; 4 z,. Wir beweisen: a) z,(z, &) — 0 gleichmiissig in jedem ab-
geschlossenen Tellberelch von ®&; b) z,(x, ) — 0 gleichmissig in &.
a)?) Man kann g(e¢) = 0 voraussetzen. Denn wenn z, und z, die Losungen
von — a(x, &) Az, -+ 2z, = 0 bedeuten, wobei
[2:] = }(max|g(e)| 4 g(¢)) und [z,] = H(max]g(e)] — g(e)),
dann ist z, = z; — z,.

2) Mein urspringlicher Beweis war ein wenig komplizierter. Die Vereinfachung ver-
danke ich dem Herrn J. NEGaAS.
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Die Losung 2(x, &) nimmt wieder nicht den kleinsten negativen und den
grossten positiven Wert in & an und darum

0 < z(x,¢) < M, . (8)

Es sei &, eine beliebige ganz in & liegende Kugel und & die konzentrische mit
dem halben Radius. Es bedeute z,(x, ¢) die Losung von Az, = 0, die auf &,
dieselben Randwerte wie z,(x, ¢) annimmt. Nach dem Prinzip von Maximum
und mit Riicksicht auf (8) gilt 0 < zy(z, &) < M,.

Nun' schreiben wir (6) folgendermassen:

1
Azy = —(#h) (9)

Dann ist

2, (2, €) = 2o, &) — f K(z, zl((éf &) g (10)

wo K(x, &) die Greensche Funktion des Laplaceschen Differentialausdruckes
bedeutet. Weil z,(z, &) = 0 und 0 < zy(x, &) < M, gilt, folgt aus (10)

. (£ ,¢)
K(z de < M, . 11
JECEE ()
A
K(x, &) nimmt als eine Funktion von & auf & ein positives Minimum %, an und
darum . )
- (68 oo ky o
[R5 % e | 2604
8, G &
so dass aus (11) folgt
M
co

£,

wo M(e) = max a(z, ¢) — 0 und &, nur von dem Radius der Kugel & abhangt.

Jetzt geniigt es den Kunstgriff von Morgenstern zu benutzen. Nach (8)
und (9) ist nédmlich z,(x ¢) eine subharmonische Funktion. Deshalb folgt aus
(12) auf Grund der Mittelwertungleichung fiir subharmonische Funktionen,
dass z,(z, ¢) - 0 gleichméssig in jedem abgeschlossenen Teilbereich von & bei
e—>0 4.

b) Was die Behauptung z,(z, &) — 0 gleichmissig in & betrifft, folgt sie
unmittelbar aus der Abschitzung

|2o(x, )| < max|Q(z, )], (135
«®

die wieder eine Folge der bekannten Maximum- und Minimumeigenschaften
der Losungen von (7) ist.

415



Bemerkung. (13) gibt eine effektive Abschitzung fiir die Schnelligkeit
der Konvergenz. Ist speziell a(z, &) = ¢ und F(x, ¢) = Fy(x), dann ist G(z, &) =
= ¢ . AF,, so dass

[22(x, €)| = e . max|4AF| .

Fiir 2, (x, ¢) gilt die Abschitzung (5), wo |f(e) — [4F,]| < M, und ¢ die Ent-
fernung © von H ist. Dabei -

u(z, &) = Fo(@) + 2,2, &) + 2z, ¢) . :
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Pesome

O [HEPBOII KPAEBOW NPOBJIEME IJIfA OJJHOTO
SQJIITUIITUYECHOIO JUOOEPEHIIMAJIBLHOTIO YPABHEHU A
C OCOBBIM BO3SMYUIEHNEM

MUJIONI 3JTAMAJI (Milo§ Zldmal), Bpuo.
(IMoctynuio B pegaxnuo 15/X 1956 r.)

Iycrs & — orpanuyenuas, cBA3HAsA U OTKperas obmacrs B K,, mycts Au
oGo3unavaer n-MepHHIi oneparop Jlammaca m ¥ — roury (x4, ..., #,) B B,. [Iycrs
Gynrnun a(z, €), F(x, ¢) u Fy(x) onpenenensl mua x e ® n 0 < &< g, nepsuie
nBe 06JafaloT HellpepHBHHIME YacTHBIME HPOM3BOXHBIME IIEPBOTO IOPAKA,
a Fy(x) — Broporo mopsanka, a(x, &) > 0, lima(zr, &) = 0 u lim F(z,¢) = 0

e—>0+ &e—0 4
paszomepHO B &. Hpome toro, mycts f(¢) — HempepsiBHast pyHKINS HA TpaHULE
H o6nactu &. IIpm sTuX ycnoBuAX JOKazaHO, 4TO pemreHusi u(x, &) KpaeBoil
3a7a9u

—a(z, &) Au +u = F(z, ¢), [u]=f(e)

CXOMATCA B KaKIOM 3aMKHYTO#W wactm obnarcm & pasHOMepHO K Fy(x) npnm
&€ — 0 4. JlorkasaTenascTBO faeT OMHOBPEMEHHO 3((PeKTHBHYIO OIEHKY OLICTPOTHI
cxogmmoct. Tak Hamp., B yacTHOM cirydae a(z, &) =¢ u F(z, ¢) = Fy(x) nmeer
MecTO

u(x, &) = Fo(x) + z,(2, &) + 25(x, €),
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HpuyeM Bo Beein &
[zo(z, €)] = & max |AF,|

¥ B Ka;KIO# 3aMKHYTOHI YacTd D o6mactu G

el

e o > 0 ects paccrosiame O ot H, My = |f(e) — [AF,]| n J,(z) — Beccenena
$YHKIUA IOpALKa ».

[y, €)| = M,
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