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Yexocaopankmii MaTeMaTHYeCkHii :kypHax, T. 7 (82) 1957, IIpara

MATHEMATISCHE THEORIE DER TORSIONS-UND
BIEGUNGSSCHWINGUNGEN ANISOTROPER STABE

ALOIS APFELBECK, Praha.
(Eingelangt am 18. September 1956.)

Diese Arbeit kniipft an eine Abhandlung von E. KaMkE [3] an.
Es wird ein System von partiellen Differentialgleichungen (1,1) mit
den Anfangsbedingungen (1,2) und den Randbedingungen (1,3) unter-
sucht. Zuerst wird ein Eindeutigkeitssatz bewiesen. Weiter befasst sich
der Verfasser mit der Existenz von Eigenwerten und Eigenpaaren der
Randwertaufgabe (3,4), (3,5) und beweist endlich, dass das System der
Eigenpaare vollstandiges Teilsystem im System der Randpaare bildet.

1. Formulation des Problems

In der theoretischen Physik werden die Transversalschwingungen von Sta-
ben und Platten unabhingig von den Torsionsschwingungen der Stébe unter-
sucht. Bei anisotropen Stoffen muss man aber diese beiden Schwingungen ge-
meinsam untersuchen.

Es sei ein anisotroper Zylinderstab von der Lange ! vorgelegt, dessen Durch-
messer im Vergleich zu seiner Linge [ sehr klein ist. Das entsprechende System
von Schwingungsgleichungen findet man bei W. VoieT [5]. Dieses System
besteht aus drei Differentialgleichungen fiir drei unbekannte Funktionen.
Der lineare Elastizititsmodul s,; ist praktisch sehr klein. Man kann deshalb
in erster Anniherung s,; = 0 setzen. Dadurch wird das urspriingliche System
im wesentlichen auf ein System von nur zwei Differentialgleichungen fiir zwei
unbekannte Funktionen reduziert. Dieses System werden wir im Weiteren
naher untersuchen. '

Im Falle eines beiderseits freien Stabes erhdlt man nach kurzer Rechnung
folgendes System:

&o  ow o
T % o o3’
o*n 030 *n (L1)

= Va O
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Unsere Aufgabe ist nun Losungen dieses Systems aufzusuchen, die erstens
den Anfangsbedingungen

U(CE, O) = (]?(3?) > n(x’ 0) = /‘(x) 5 } (1 2)
vy(x, 0) = (@), mnx, 0) = »(x) ’

und zweitens den Randbedingungen

v &*n
X Pad oxz
P o : (fir =0, =0 und x =1, t = 0) (1,3)
= =0
ox? ox

geniigen.

Dabei ist die Funktion v(x, t) bzw. n(x, t) der transversalen Biegungsabwei-
chung bzw. der Torsionsabweichung proportional. Mit ¢(x), (), u(z), v(z)
sind reelle Funktionen einer reellen Veranderlichen bezeichnet; «, f,y, 6 sind
reelle Konstanten, die von der Beschaffenheit des Stabes abhingen und fiir
welche die Relationen

x<<0, 60<0, Pfy<<0, AdA=xd—Ppy <0 (1,4)
bestehen.

Um ein praktisch anwendbares Resultat zu erhalten, muss man folgende
Aufgaben 16sen:

1. Die Eindeutigkeit der Losung von (1,1) bis (1,3) beweisen.
2. Die Eigenwerte und Eigenschwingungen des vorgelegten Systems auf-
finden.

3. Es sind Bedingungen fiir die Funktionen ¢(x), v(x), u(x), »(z) anzugeben,
durch welche die Losbarkeit von (1,1) bis (1,3) sichergestellt wird.

2. Eindeutigkeitssatz

In diesem Abschnitt wird ein Eindeutigkeitssatz tiber die Lésung des Systems
(1,1) bis (1,3) bewiesen.
Wir beweisen zunichst den folgenden

Hilfssatz 1. Die Funktionen v(x, t), n(x, t) verschwinden tdentisch im Bereich
0=z =1,t =0, falls fur die reellen Konstanten «, 3, y, 0 die' Beziechungen (1,4)
bestehen, die Funktionen v(x,t), n(x, t) dem System (1,1) mit verschwindenden
Anfangsbedingungen und den Randbedingungen (1,3) geniigen, und ausserdem
die partiellen Ablestungen v,, n,f v,, Ny, Voy, Mgy Vo, Ngay Vgzy Nyzy Vgays Vgoy Ny Ve
tm Bereich 0 < x < 1, t = 0 vorhanden und stetig sind.
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Beweis. Wir setzen

o on y [0\ | A [én\*  xy (v B on\?
o= [l 5T 2 L)
0 .
Nach den gemachten Voraussetzungen erhalten wir fiir die Ableitung

l
, on Pn oy wdw  Aon Pn
F(t)”f{ﬁ'ﬁ“?ﬁﬁ ~aw ewor |

Y P B &*n
+E(W+ﬂ)(wm+2%ﬁh$

Nach teilweiser Integration erhdlt man

1 1
4 fom &n o0 Alon ]t A fEn on
x| ow cxot T alowdt|, o) ox ot
0 )

0
Weiter beniitzen wir die Randbedingungen éﬁ "

L= = 0 und gel
= und gelangen

x-=1

schliesslich zu der Identitét
1
, onfo*n A &*n y [ov 82'0
F(’)ﬁf{ﬁ(w—; E}xz) F[
0

v on v p *n
- (“5;2 + f’%) (mt +;m)]}d”

Ahnlich berechnen wir

v v b P®n
ﬁf(w wa*Z%am_
l

ot 33n ov Y A o*n\on d
ﬁf(w %ﬂx (w B i)t 47
[

Diese Resultate liefern endlich die Beziehung

l
, on [0Pn *v 2n y ov [0 o Pn _
F(t):f{’éi(ﬁ”yb?ﬁ'aéﬁ)_Fﬁ(ﬁ—“a—xi"ﬁ% =0
0

Fiir alle nichtnegativen ¢ gilt also F'(t) = 0, woraus F(t) = konst =F0)=0
folgt.
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Aus den gemachten Voraussetzungen folgen weiter die Beziehungen

on o on ) g on
=" @ =% mtia=-"

l
I

I

d. h.
n(x,t) =k, , v(x,t) =k + ky (2,1)

fiir alle z € €0, I> und ¢ = 0. Nach Voraussetzung ist aber n(z, 0) = v(z, 0) = 0.
Dies und (2,1) liefert sofort die zu beweisenden Identititen n(x, t) = 0, v(x, t) =
= 0.

Satz 1. Dre reellen Konstanten «, 3, y, 0 sollen wieder den Bedingungen (1,4)
geniigen. Dann gibt es héchstens ein Paar reeller Funktionen v(z,t), n(z,t),
welche den folgenden Bedingungen geniigen:

a) 9m Bereich 0 < x <1, t = 0 sind die partiellen Ableitungen v,, n,, v,, n,,
Uty Mgy Vgoy Nigay Vi, Mgz, Vgayy Vgs, Mg, Ve VOThAMdeEn und stetig;

b) sie geniigen dem System (1,1), den Randbedingungen (1,3) und reellen
Anfangsbedingungen (1,2) (d. h. wir setzen voraus, dass die Funktionen @(x),
w(x), u(x), »(x) reel sind).

Beweis. Wir setzen

v(x, t) = v¥(x, t) 4w, 1), n(x, ) = ¥z, ) + nt¥(, )

(die Funktionen v*, p** n* n** sind reel). Da es sich um lineare Differential-
gleichungen, lineare Randbedingungen und reelle Anfangsbedingungen handelt,
geniigen die Funktionen »** n** allen Voraussetzungen des Hilfssatzes 1.
Es gilt also

v¥E(x, 1) =0, n¥¥(x,t) =

Die Funktionen v(z, ), n(z, t) sind deshalb reel.

Wir setzen nun voraus, dass es zwei verschiedene Funktionenpaare (v,(z, ¢),
n4(x, 1)), (v5(, t), ny(x, t)) gibt, die den Voraussetzungen des Satzes 1 geniigen.
Dann geniigen aber die Funktionen

V(x7 t) = vl(x9 t) - vz(x: t) ’ N(.’L‘, t) = ’I’Ll(!I), t) - n2(x7 t)

den Voraussetzungen des Hilfssatzes 1. Es gilt also V(z,?) = N(z, t) = 0,
d. h. v (x, t) = v,y(x, t), ny(2, t) = ny(z, t), was sichtlich ein Widerspruch ist.
Damit ist der Satz 1 vollstindig bewiesen.

3. Das Problem als Eigenwertaufgabe
Im § 2 wurde die Eindeutigkeit der Losung des Systems (1,1) mit den Neben-
bedingungen (1,2), (1,3) und (1,4) bewiesen. Es handelt sich jetzt um die

Konstruktion der Funktionen »(z, ¢), n(x, ¢). Man kann dazu verschiedene
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Methoden beniitzen. Nur muss man, je nach der beniitzten Methode verschie-
dene Voraussetzungen iiber die Funktionen ¢(x), y(x), u(z), »(xr) machen.

Fiir unser Problem. ist die Methode von Fourier wohl am bequemsten .
Wir werden deshalb die Eigenwerte des Systems (1,1) mit den Randbedingun -
gen (1,3) untersuchen. Zunéchst liegt also folgende Aufgabe vor:

Es ist eine Losung v(x, t), n(x, t) des Systems (1,1) aufzustellen, welche erstens
den Randbedingungen (1,3) geniigt und welche zweitens in der Form
v, t) = V(x). Ty(t), n(z, t) = N(x). Ty (3,1)

geschrieben werden kann, wobei V(x), N(x) bzw. T,(t), Ty(t) Funktionen nur
einer Verinderlichen x, bzw. t sind.

Wenn wir (3,1), (1,1) und (1,3) beachten, beweisen wir ohne Schwierigkeit
die Identitiaten
T.(¢) = Ty(t) = T(t) (3,2)
und die Relationen
()  «V@®(x) + pN"(x)

T V(z) =—% (3.3)
") _ V") +oN"(@) . o
Tw — N(z) -

2 ist eine konstante Grosse, die weder von , noch von ¢ abhingt. Aus (3,2),
(3,3) und (1,3) erhélt man nun das System gewohnlicher Differentialgleichungen
(@) + N (@) = — V(@) |

V(@) + oN"(z) — — aN@) | O =T=D (3:4)

mit den Randbedingungen
aV”(0) 4+ FN"(0) = «V"(l) + pN"(l) = 0,
V"(0)=V"(l)=N'(0)=N'(l) =0.
Wir suchen also eine nichttriviale Losung (V(z), N(z)) des Systems (3,4) die
den Randbedingungen (3,5) gentigt.

(3,5)

Wir fithren jetzt folgende Definitionen ein:
Definition 1. Das Funktionenpaar (V(z), N(x)) werden wir ein -Randpaar
nennen, falls die Funktionen V(x), N(x) folgende Eigenschaften besitzen:

1. @m abgeschlossenen Intervall (0,1> sind die Ableitungen V() (x), N®)(x)
vorhanden und stetig,

2. sie geniigen den Randbedingungen (3,5);

3. die Identititen V(x) = 0, N(x) = 0 gelten nicht gleichzeitig.

Definition 2. Die Zahlen A, fiir die das System (3,4) mit den Randbedingungen
(3,5) etne nichitriviale Lésung (V(x), N(x)) besitzt, nennen wir Eigenwerte. Die
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Losung (V(x), N(z)), welche etnem Eigenwert A entspricht, wird ein Eigenpaar
genannt.

Offenbar ist jedes Kigenpaar ein Randpaar.
Mit diesen Definitionen stellen wir den folgenden Hilfssatz auf.

Hilfssatz 2. Falls die Funktionenpaare (V. (x), Ni()), (V,y(x), Nyo(x)) den Rand-
bedingungen (3,5) geniigen, gilt

ufl{(aVﬁ“ + BNT) yVy — oV + BN) Vi — (VY + 0N} BN, (3,6)
4+ (yVy + 0N, N} dx = 0 .
Diese Relation erhélt man leicht durch teilweise Integration und Beachtung
der Randbedingungen (3,5).
Satz 2. Die Eigenwerte der Randwertarufgabe (3,4), (3,5) kommen nur reel
sein.

Beweis. 4 # 0 sei ein Eigenwert, (V(z), N(x)) das entsprechende Eigenpaar.
Wenn man die Linearitit von (3,4) und (3,5) beachtet und wenn man die
konjugierten Zahlen und Funktionen mit einem Strich bezeichnet, sicht man
sofort, dass 4 auch ein Eigenwert ist, welchem das Eigenpaar (V(x), N(x))
entspricht. Nach Hilfssatz 2 gilt also

(A —2) f(yVT7 — BNN)dz = 0. (3,7)

Da das Integral in (3,7) wegen py < 0 nicht verschwindet, muss A — A = 0
sein. A ist also reel. _

Bisher wissen wir nicht, ob die Funktionen V(x), N(x) reel sind. Unsere
Randwertaufgabe ist aber linear und die Parameter «, f, y, ¢, A sind reel; die
Realteile V,(x), N,(x) sowie die Imaginiirteile V,(z), Ny(x) der Funktionen

V(@) = Vi(x) + iVy(x), N(x)= N,(2) + iN,()
geniigen deshalb auch der Randwertaufgabe (3,4), (3,5). Wir konnen also
ohne weiteres voraussetzen, dass die Funktionen V(x), N(z) reel sind.

Satz 3. Es gibt keine negativen Eigenwerte der Randwertaufgabe (3,4), (3,5).

Dem speziellen Eigenwert A = 0 entsprechen die Eigenpaare (0, 1), (1,0),
(I — 2z, 0). o

Beweis. Wir fithren in das positive Integral

l
[(Vz—g—Nz)dx>0
o
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eine Substitutéen nach (3,4) ein und integrieren danach teilweise. Mit Benu-
tzung wron (3,5) erhalten wir

1

e B oNae— [ B _
zof(v yN)dJc_ B[( lV)de+y6[( AN) N da

i 12
- — f (V@ + BN")V do + 3,5‘ f (V" + ON") N do =
0 0

l
_ f ((xV”z 1 28VN' + é;NZ) de .
0

Der letzte Integrand ist in den Verdnderlichen V"(x) = & N'(x) = 7 eine
quadratische Form mit negativer Diskriminante

afo
Y

Da « negativ ist, schliesst man sofort, dass dieser Integrand eine positivdefinite
quadratische Form darstellt. Es gilt also
l

Af(VZ—gNz)dxgo,
0

Der zweite Teil des Satzes ist evident.

B
2 X0 P g0,
p 7

woraus A = 0 folgt.

Aus diesem Beweis folgt, dass man den Eigenwert aus dem entsprechenden
Eigenpaar nach der Formel

(f((xyV”Z 1 2BV N’ + BON"?) da
A= — — . (3,8)
[(V? — pN?) do

0

berechnet.
Ahnlich wie in [1] bezeichnen wir fiir ein beliebiges Randpaar (U(z), M(x))
den Ausdruck

1
[(xyU" + 28yU" M’ + pOM™) dx
RU, M) = —°

: (3,9)
of(yUz — ﬁMz)rdx

als den verallgemeinerten Rayleighschen Quotienten unserer Randwertauf-
gabe.
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4. Eigenwerte und Eigenpaare

Definition 3. Die Funktionenpaare (Vi(x), Ny (x)) (1 <¢ < k) nennt man
Fmear-abhingig, falls es komplexe Zahlen c,, c,, ..., ¢, gibt, die nicht gleichzeitig
verschwinden, so dwss

k k
DceVi@) =0, >eNyx)=0
i-1 i-1

gilt. Andernfalls nennt man die Funktionenpaare (V (x), Ni(z)) (1 <1 < k)
linear unabhdingig.

Definition 4. Die Funktionenpaare (V(x), N,(x)), (V;(x), N;(x)) nennen wir
orthogonal, falls die Beziehung

1
f(’VViVj — BN;N;)dx = 0
0

besteht.

Hilfssatz 3. 1 sei eine positive Zahl. Weiter setzen wir voraus, dass die Funktio-
nen g(x), h(x) wm abgeschlossenen Intervall <0,1> stetige Ableitungen ¢"(x),
k9 (x) besitzen. Dann gilt:

1. Es ¢ibt eine von A unabhingige Funktion Hy(x), fir welche die Ableitung
H{(x) 9m Intervall <0, 1> stetig ist und welche den Randbedingungen

Hy(0) = Hy(l) = Ho(0) = Hy(l) = Hg(0) = Hy(l) = 0;

2.4

Hy0) = S h0); Hy(h) = % b |

n” (0 R"(l "(l } o
Hp(o) — OO gy MO 'O JI
geniigt.
2. Das System
aV® + yN" = — AV 4+ g, 9V"+O0N"= — AN+ h, N=H+ H,
(fir 0 <2 <) (4,2)

mat den Randbedingungen
V"(0) 4 BN"(0) = aV"(l) + BN"(I) = V"(0) = V() = N'(0) = N'(l) = 0 (4.3)
st mit dem System

AH® - xAH® + H" + 12H =
= &h® — pg" + b — (AH® + «AHP + 0AH} + 22H,),

N =H+ H,, 0= <1l (44)
1

V = — (AN” 4 &AN’ + yqg — b’
7 ( + o vg ) |
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und den Randbedingungen

H'(0) = H'(l) = AH"(0) + xAH(0) = AH"(l) 4+ a2H() = 0, | (4,5)
AH®(0) + «2H"(0) = AHO(1) + «2H"(l) =0~ | ’
dquivalent.

Beweis. Um die erste Behauptung des Satzes zu beweisen, geniigt es die
Funktion Hy(x) einem Polynom 9. Grades gleichzusetzen, dessen Koeffizienten
nach (4,1) gewéhlt sind. »

- Die zweite Behauptung folgt aus der ersten und aus den Voraussetzungen
des Satzes.

Unser néchstes Ziel ist die Form der Eigenpaare zu untersuchen. Wir miissen
zwei verschiedene Fille unterscheiden: ’

1. 2, = 0 ist ein Eigenwert. Aus (3,8) folgt dann, dass V"(z) = N'(z) = 0,
d. h. es muss V(x) = ax + b, N(z) = ¢ sein.

Zu dem Eigenwert 4, = 0 gibt es also genau drei zueinander orthogonale
linear unabhéngige Eigenpaare, z. B. .

0,1), (1,0, (— 2x,0).

2. 1 sei ein beliebiger positiver Eigenwert. Im Hilfssatz 3 setzen wir nun
g(x) = M(x) = Hyx) = 0, d. h. N(z) = H(x). Nach diesem Hilfssatz ist die
Randwertaufgabe (3,4), (3,5)' mit' dem System

AN® 4 s AN® L 0AN” 4+ 2N = 0 (fir 0 < 2 < 1), (4.4)
N'(0) = AN"(0) + &AN(0) = ANG(0) + xAN"(0) = 0, (4,5")
N'(l) = AN"(l) + xAN(l) = ANG(1) + aAN"(l) = 0

dquivalent.
Die charakteristische Gleichung der Differentialgleichung (4,4") ist dann
AES 4 xAEE 4 008 4+ A2 = 0. (4,6)
Wir setzen & = 5 und erhalten die Gleichung dritten Grades
An® 4 adn® + 0Ap + 22 = 0. (4,7)

Mit D,(4) bezeichnen wir die Diskriminante dieser Gleichung und mit #,, %,,
73 ihre Nullstellen. Bekanntlich ist dann

o o2 2
Myt e s = —E s s T alls = s ey = —Z;]

oA (lez)s . (12 xdA® 2 oc3ﬁ)2 B

ey
v =l l

DM):—‘*( A 738 T2

wo wir zur Abkiirzung
f(A) = — 4022 + (x20% + 18x64 — 2742) A — 4463 (4,9)
gesetzt haben.
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Weiter setzen wir fy = ¢ . xd. Aus den gemachten Voraussetzungen iiber
die Zahlen «, 8, %, 8, A folgt, dass & zwischen Null und Eins liegt. Fiir die
Diskriminante D, der quadratischen Gleichung f(4) = 0 erhélt man leicht

D, = x*% 9(99 — 8)3.
D, ist negativ, falls 0 < 9 < § ist; wegen — 4x® > 0 ist in diesem Falle
f(4) positiv fiir alle reellen Zahlen A.
Ist aber —g— < ¥ < 1, hat man f(1) = — 4x3(4 — 4,)(A — 4,), wobei 4,,, =

3 | e e————— .
= 68«' (2792 — 369 + 8 -+ |/ 9(99 — 8) ). Wir setzen g(#) = 279> — 369 —+

+ 8. Falls ¢ = g, erhilt man ¢'(9) = 18(39 — 2) = 12; die Funktion ¢(9)

ist also im halbgeschlossenen Intervall ’ é, 1) zunehmend und deshalb gilt

N9
— % = g(¥) < — 1 fir %g 9 < 1. Nach diesen Ungleichheiten sind beide

3

0 .
S > 0 ist,

Ausdriicke 2792 — 369 + 8 + V 9(99 — 8)® negativ und da

sieht man leicht, dass die Zahlen 1,, 1, negativ sind.
Fiirv positive 1 sind also die letzten zwei Faktoren in
fA) = — 434 — 4y) . (A — 4,)
positiv, also ist auch (1) positiv.
Nach (4,8) ist also die Diskriminante D,(4) der Gleichung (4,7) positiv fiir

alle positive 1. Hieraus folgert man, dass die Nullstellen der Glelchung (4,7)
reel und paarweise verschieden sind. Wegen (4, 8) ist auch

7 A2

N+ N+ = — A<0 7]1’772>773:‘“2>0-

Diese Ungleichheiten sind aber nur dann erfiillt, wenn eine Nullstelle der
Gleichung (4,7) positiv und die iibrigen negativ sind.

Man kann also

M= 0, Np= — 0%, N3 = — 05 (0,04, 03 > 0; 0; + o; fiiri +7) (4,10)
schreiben. Offensichtlich gllt Gy F O5. Wegen (4 8) und py < 0 gilt aber auch
01 F 0y, 01 F 03,

Fiir positive 2 kann man das allgemeine Integral der Differentialgleichung
(4,4') in der Form - :

N(z) = a, cosh oy& + a3 cos o,x + a; cos azx +
+ a, sinh 0,2 + a, sin 0,2 + a4 sin o, Co(411)

schreiben.
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Nach den Randbedingungen (4,5') miissen die Zahlen a; (1 = ¢ = 6) dem
Gleichungssystem :
01y + 0504 + 0306 = 0,
(465 + &) ay — (Aoy — &) ay — (Ao — ad)a; = 0,
(463 4 xlat) ay + (Aoh — xdol) ay + (Acy — xdod) ag = 0,
o1(a, sinh 6,0 + a, cosh o,l) — o,(a; sin a,l — a, cos o,l) —
— 03(as sin o5l — a4 cos oyl) = 0,

" (Ao? ++ x2)(ay cosh o, + a, sinh o,0) — (4,12)

— (doi — xl)(ay cos oyl + a, sin ¢,l) —
— (Adk — a)(ag cos o5l + agsin oy l) = 0,

(A6% ++ wid?)(a, sinh ¢,! 4 a, cosh ¢,1) —

— (4o — xAod)(ag sin o,l — a, cos o,l) —
— (Aoy — xlal)(ay sin o4l — ag cos o,l) = 0

geniigen. Die Determinante dieses Systems ist

0 oy 0
Ay + A 0 — (doy — xA)
0 Acy 4 xo; 0
D(2) = | o, sinh o, o, cosh a4l — 0, 8in g,l
(462 4 xd) cosh ol (Ao} + ad)sinh o] — (dos — &) €OS 6yl
(40% + xdo?) sinh ol (Ao} + xAa}) cosh o,l — (Aol — xdob) sin ol
Oy 0 O3
0 — (da§ — &2) 0
Aol — xAoh 0 Aoy — xAod
g, COS Gyl — 04 8in o4l 04 COS 04l . (4,13)
— (do — xA) sin g, - — (402 — xd) cos oyl — (AoZ — xA) sin g4l
(403 — xAod) cos 6,0 —(Aoh — xAod)sin gyl (A6 — xAol) cos oyl

Wenn man (4,7), (4,8), (4,10) beachtet, erhilt man fiir (4,13) die Formel
3
D) = A3}.2[~ %i— (a2) — 30) sinh o,] sin o,] sin oyl -+ i

+ 20,00(n — 755 — 73)(1 — cosh a,l cos o,l) sin oyl +

+ 20,0572 — 7272 — 121 — cosh oyl cos oyl) sin oyl + | *.14)

+ 20,045(77 — 13)(1n; — 13)(1 — cos 6,4l cos a4l) sinh all] |

Eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir das Vorhandensein einer
nichitrivialen Losung von (4,12) ist das Bestehen der Gleichung
D@A)=0. (4,15)
Wir erhalten so eine Bedingung fiir die Eigehwer‘oe. Zugleich sind wir imstande
die entsprechenden Eigenpaare zu konstruieren.
Deshalb werden wir uns in den folgenden Abschnitten mit der Losbarkeit
der transzendenten Gleichung (4,15) beschéftigen.
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5. Die Orthogonalitiit der Eigenpaare

Hilfssatz 4. 4, sei ein positiver Eigenwert. Die zugehorigen Eigenpaare (V,(z),
N, (%)), (Vy(x), Ny(x)) stnd dann und nur dann linear abhingig, falls die Funktio-
nen N(x), N,(x) linear abhingig sind.

Der Beweis folgt sofort aus der Definition 3.

Hilfssatz 5. Zu jedem positiven Eigenwert 2, der Randwertaufgabe (3,4),
(3,5) gibt es hichstens zwei linear unabhingige Eigenpaare, die man orthogonal
wéhlen kann. :

Beweis. A, sei wieder ein positiver Eigenwert. Wir miissen'vbeweisen, dass
fiir 4 = 1, die Determinante (4,13) wenigstens den Rang vier besitzt. Wiirden
namlich alle ihre Subdeterminanten vierter Ordnung verschwinden, so wiirden
auch die Subdeterminanten, welche man aus der Determinante (4,13) durch
das Wegstreichen der vierten und fiinften Zeile und der dritten und fiinften
Spalte, oder der fiinften und sechsten Zeile und der dritten und fiinften Spalte,
erhilt, verschwinden. Dies fithrt aber zu der Gleichung cosh o;l = cos g/,
welche mit der Beziehung 4, > 0 im Widerspruch steht. Damit ist der erste Teil
des Satzes bewiesen.

Die linear unabhéingigen Eigenpaare (V,(z), N(x)), (Vi(x), Ny(x)) mogen
einem positiven Higenwert A, entsprechen. Im Falle, dass das Integral

J(Vi(x) Vy(x) — BN, (x) Ny(2)) dz nicht verschwindet (d. h. dass die Eigen-
0

paare (Vi(x), Ny(x)), (Vy(x), Ny(x)) nicht orthogonal sind), konstruieren wir
das Eigenpaar (Vi(zx), Ni(x)) = (cVi(x) + V,(@), cNy(x) + N,(z)) mit

[V1(@) Vo(x) — BN, (2) Ny(2)) dx

[OVi@) — ) do

Man sieht gleich, dass die Eigenpaare (V,(z), N,(z)), (Vi (), N¥(x)) linear un-
abhingig und zueinander orthogonal sind. Damit ist der Hilfssatz 5 bewiesen.

Satz 4. Unter der Voraussetzung, das 0 = Ay < Ay < A, < ... < 4, Higen-
werte der Randwertaufgabe (3,4), (3,5) sind, kann man alle, diesen Eigenwerten
entsprechende, Higenpaare (Vi (x), Ny (x)) (0 =<1 < s) paarweise zueinander
orthogonal wihlen, d. h. dass fir © + § die Relationen

fl (Vi) Vix) — fN(x) Ny(x))dz =0 (5,7=0,1,2,...,8)

bestehen. ‘ N
Beweis. Fir 1) = 0 sind die entsprechenden Eigenpaare (0, 1), (1, 0),
(I — 2z, 0) linear unabhéngig und paarweise orthogonal. Dem positiven Eigen-
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wert 1, entsprechende Kigenpaare kann man nach Hilfssatz 5 zueinander
orthogonal wihlen (vorausgesetzt, dass zwei Eigenpaare vorhanden sind).

Fiir zwei Eigenpaare (V,,(x), N,.(x)), (V,(z), N,(x)), die zwei verschiedenen
Eigenwerten 2, + A, entsprechen, erhalten wir unter Benutzung von Hilfs-
satz 2 und der Beziehung (3,4) die Gleichheit

(Zk - Zr) f(yVm(x) Vp(x) - ﬂzvm(x) ‘Z\Tp(x)) der =0 5

0

‘welche zu beweisen war.

6. Die Greensche Funktion und ihre Eigenschaften

Um eine Losung der Randwertaufgabe (4,2), (4,3) zu finden, geniigt es
nach Hilfssatz 3 die Randwertaufgabe

AH® - xAH® + 03H" + 221 = ahi — pg" + ik — (6,1)
— (AH® 4 adH 4 6AHy 4 12H,) ,

H'(0) = AH"(0) + xAH(0) = AH®(0) + «AH"(0) = 0, 6
H'(l) = AH"(l) + sAH(l) = AH®() 4 «AH" (1) = 0 (6,

2)

zu l6sen. Es ist bequem dazu die Greensche Funktion I'(z, &, 1) zu beniitzen.

Die Greensche Funktion I'(x, &, 2) wird durch folgende Bedingungen de-
finiert: :

1. I'(x, & 1) verschwindet nicht identisch;
~k

2. I'(z, £, 2) und ihre partielle Ableitungen g;]: (1 =k <4) sind im Be-

reich 0 < x; &£ < 1 stetige Funktionen beider Verdnderlichen x, &;

al

3. die funfte partielle Ableitung all besitzt in jedem Punkt der Diagonale

ox®
x = & einen endlichen Sprung,

. oI .05 1
lim — — lim

,ac->5,‘-6‘x° w»SAéEE:Z;
i allen dbrigen Punkten des Beéreichs 0 < x; & <1 ist die Ableitung 0795];
0

stetig; -

4. fur x + £ genigt I'(x, &, 2) in der Verinderlichen x der homogenen Diffe-
rentialgleichung

A2O) + xdz® 4 042" + A2z = (6,3)
;md den Randbedingungen (6,2): . ’
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Bekanntlich liefert die Formel

H(z, ) = ff(x & AxhD(E) — yg" (&) + (&) — - (64)
— (AHP(E) + ~AHP(E) + HYE) + RH(E)} dé
die Losung der Randwertaufgabe (6,1), (6,2).

Hilfssatz 6. Die positive Zahl 2 sei kein Eigenwert der Randwertaufgabe (3,4),
(3,5). Dann gibt es genau eine Greensche Funktion I'(x, &, 1), welche reel ist, den
Bedingungen 1 bis 4 geniigt und welche man in der Form
Kz, &, 1)

D(2)
schreiben kann. Dabei ist K(x, &, 2) eine 1m Bereich 0 < x; £ <1, 2 = 0 stetige
Funktion der drei Verdinderlichen x, &, A und

I(x, & 2) = + sglx — &) K*(x, &, ) (6,5)

— Al(x7 5: A) -
K*(x, &, ﬂ-) Y ("71 - ,'72)(171 — ,'73)(772 — 7]3) s ‘ (6,6)
A1<x,s,z>=<n2-n>%‘i§1i O p gy S

+ (7 — 7 gr}%(%@ :
3

Fiir einen beliebigen michtnegativen Eigenwert 2, kann man
I &2 = z e 0 — B BN ()

schreiben, wobei wy, eine passende naturlwke Zahl ist, die Funktionen q.:(x, &)
(— wp =<1 < 0) 9m Bereich 0 < z; & <1 beliebig oft differentierbar sind und
die Reihe (6,7) in einem gewissen Bereich 0 < |A — 4] < ri absolut konvergiert.

Beweis. Wenn wir im Hilfssatz 3 g(x) = h(x) = H,(x) = 0 setzen, sehen
wir, dass die Randwertaufgaben (3,4), (3,5) und (6,1), (6,2) dieselben KEigen-
werte besitzen.

Die positive Zahl 1 sei kein Eigenwert der Randwertaufgabe (3,4), (3,5).
Nach (4,6), (4,7) und (4,10) bestimmen wir die positiven Zahlen o, 0y, o3
und konstruieren ein Hauptsystem von Integralen der Differentialgleichung
(6,3):

2 (x, A) = cosh o2 ; 2z4(x, 1) = cos o, ; 25(®, A) = cos o2 ; } (6.8)
2o(x, A) = sinh o,z ;  2z,(x, 1) = sin o, ; 24(®, 1) = sin o, .

Nach Bedingung 4 kann man fiir alle z + &£
6
I'(x, & 2) = Zl[ai(f- A) + sg(@ — &) by(&, A)] zi(w, 2) (6,9)

schreiben.
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Damit die Funktion I'(x, &, ) noch den Bedingungen 2 und 3 geniigt, muss
6
Zm&@#%Jhd)W§k§®,Zba 4 (6,2) = 55 (6.10)
21

gelten. Daraus erhilt man fiir die Funktionen b,(¢, 1) (1 =< ¢ < 6) die Glei-
chungen

inh ¢,& cosh o 1
b 1) — — sinh o, o b(E ) = 3
(& 4) 24(n, — 7_]1)(773 — 1) 0y o5 4) 24(ny — m1)(ns — M) 01
ba(Ed) — — sin 0,& b)) — ©OS 0,8
(5 4) 24(n, — 12)(ns — 73) 02 & 4) 24(n, — 12)(15 — 72)
sin o,& cos 043¢
bs(&,2) = — - - = ,  bg(&, A) = 8 .
OB = 9dt = o, — e )ZMm—wm—mws,

(6,11)
In (6,9) setzen wir nun nach (6,8), (6,11) ein, beachten noch die Randbe-
dingungen (6,2) und erhalten schliesslich fiir die Funktionen a, = a,(&. 1)
(1 = ¢ = 6) das Gleichungssystem
0185 + 0504 + 0306 = By(§, 1),
(46% + &) a; — (Ao — xA) ay — (Aos — &) ay = By(&, A),
(40} + xdol) ay + (Aol — xid}) ay + (A0} — aloj) ag = By(é, ),
a4(a, sinh o,l + a, cosh ;) — o,(a; sin 6,0l — a, cos a,l) —
— 04(a; sin o4l — ag cos oyl) = B,(E 1),
(463 + xi)(a, cosh o,l + a, sinh ¢,l) — (6,12)
— (Ao — &d) (ag cos a,l + a, sin o,l) —
~ — (Ao} — ad)(as cos a5l — ag sin o5l) = By(&, ),
(40} + aldol)(a, sinh 6,0 + a, cosh o,l) —
— (403 — xAo3) (agsin .l — a, cos o,l) —
— (40y — xAol)(as sin o5l — ag cos o4l) = By(&, 1),
wobei nach (6,11)

By(& 1) = (5 — ns) cosh ;& + (5 — 11) €OS 03 + (1, — 1) €08 03¢

e 2A(’71 — N2) (s — N3)(nz — 7M1)

Ay, A)

e m—

(&4 A(’?l — M)y — 773)(773 )

h
mw»=Mm+m<~%ﬁ%ﬂf+
(g + o) o““* (Any + a2)(ny — ng) S2%E 1 (013
3

Byt ) = — As(6, 1)

24(, — )2 — n3) (s — n1)’
Ay(&, 2) = (An + xdn,)(n, — 75) cosh 0,& 4

+ (413 + xdng)(ns — m1)eos 65é + (A + xAng)(n, — 1,) cos ogf,
By(§,2) = — Bi(l—&,2), By(§,2) = By(l — £,2), Bg(&,2) = — By(l—&,4)

ist.
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Die Determinante des Gleichungssystems (6,12) ist aber gerade die Deter-
minante D(A), welche durch (4,13) bzw. (4,14) bestimmt ist. Da 1 kein Eigen-
wert ist, verschwindet D(A) nicht. Das Gleichungssystem (6,12) besitzt also
genau eine Losung a;(&, 1) (1 = ¢ < 6), durch welche die Greensche Funktion
I'(x, &, ) eindeutig bestimmt wird. Die Funktionen a;(&, 1), b;(£, 1) (1 =< ¢ < 6)
sind offenbar reel, deshalb ist auch I'(z, &, 1) eine reelle Funktion der reellen
Veranderlichen z, &, 2.

6
Weiter setzen wir K(x, & 1) = D(4) > a,(&, ) 2%, 2) und K*(z, &, 1) =
i=1

6
= Z b;(&, 1) zi(x, A); nach (6,8), (6,9), (6,11), (6,13) erhalten wir die Beziehun-
i1 ,
gen (6,5), (6,6).

Im folgenden Teil des Beweises werden wir voraussetzen, dass A auch eine

komplexe Grosse sein kann.

2
Mit Ausnahme der Werte Af =0, Af, = — ;% (2792 — 369 + 8 +

+ ]/5(?)3’5 — 8)?) ist die Diskriminante D,(1) der Gleichung (4,7) von Null ver-
schieden. In diesem Fall besitzt also diese Gleichung nur einfache Nullstellen.
Die Zahlen o, 0,, 05, welche nun auch komplex sein kénnen, sind dann paar-
weise verschieden und von Null verschieden. (6,8) ist also wieder ein Haupt-
system von Integralen der Differentialgleichung (6,3). Man kann deshalb das
eben beniitzte Verfahren auch fiir die zuldssigen komplexen Grossen A =+ AfLs
beniitzen.

Fiir jede zuldssige Zahl 1 und die ihr entsprechenden Zahlen o, 6,, o3 sind
die Reihen

h @ 72k . . h © 12k+1 .
CO = —e = —
sh 0,7 kzo 20! 7y, sinhot =0y ’ZO @k 1) 7t s
© 72k k . © T2k+1 . (6 14)
COS 0,7 = ,  SINO,T =0y > =k, >
= 2 R 2 2 @ F
© Tzk . i © T2k+1 .
COS 04T = kZQm% , sinogr = oy kzo [ nk

absolut konvergent. Dabei wurde mit v eine beliebige reelle Zahl bezeichnet.
Durch Addition und Multiplikation zweier oder mehrerer dieser Reihen ge-
langt man wieder zu absolut konvergenten Reihen.

Wir untersuchen nun die Determinante D(A) etwas niher. Aus der zweiten,
vierten und sechsten Spalte heben wir der Reihe nach die Faktoren o,, — 0,,

— o5 heraus. Nach (4,8) und (4,10) ist 0,0,0; = T/—:l,—_ Die Determinante
— A4

D(2) ist also das — Vielfache einer Determinante, die nach Einsetzen

A
=4
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von (6,14) eine symmetrische Funktion in den Verdnderlichen #,, 1,, ; dar-
stellt. Wir berechnen die eben genannte Determinante weiter und sehen, dass
sie gleich der Summe einer absolut konvergenten Reihe ist, welche in jedem
Glied ganze nichtnegative Potenzen der Zahlen 7y, 7,, n; enthilt. Offensicht-
lich kann man die Glieder dieser Reihe beliebig gruppieren. Wir machen dies
nun so, dass in jeder Gruppe nur alle die Glieder vorkommen, die in der Form
Qo pymym, M1 N2 25 mit fester Summe m; + m, 4- my; geschrieben werden
konnen. Man iiberzeugt sich sofort, dass die Summe der Glieder jeder dieser
Gruppen wieder eine symmetrische Funktion in Verdnderlichen 7, ,, 3 dar-
stellt und kann also durch die elementarsymmetrischen Funktionen (4,8) aus-
gedriickt werden. Aus all diesem folgt, dass D(4) durch die Potenzreihe

D) = > dg (6,15)
i-0

dargestellt werden kann, wobei w, eine gewisse nichtnegative ganze Zahl
ist. Die Potenzreihe (6,15) konvergiert absolut fiir alle komplexe A. Falls wir

noch D(2]) = Zdoil;"“’“'=i setzen, stellt die Determinante D(1) eine ganze
izo
transzendente Funktion in der Veridnderlichen A dar.

Wir berechnen weiter den Grenzwert lim D;(j)
=0 A
. ‘ . D(A)
vorhanden und gleich dem Grenzwert lim —*.
-0
2>0

Fiir positive 4 hat man aber nach (4,8)

0<ni+nm-+n5= 0+ n+ 0 — 20000 + Mms + 12Ms) =
)

I I

. Dieser Grenzwert ist sicher

woraus die Relationen
. =00 (A->04), i=1,23

folgen. Durch das Verfahren, das bei der Herleitung der Formel (6,15) beniitzt
wurde, gelangen wir schliesslich zu der Relation

D PP 6 1005 (=04
= e o 2 —> N
| )= = gy 00T 0
welche die Beziehung '
. D) . D) o305
e 24 16
1;3(1) 28 11151) A8 3] —4 (6,16)
i>0 ]
nach sich zieht. Wir erhalten also:
(=6, d 2 (6,17)
Wy = 5 = = ——e——, y
0 00 3V — A
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A sei wieder eine zuldssige komplexe Zahl. Nach einer kurzen Zwischen-
rechnung erhalten wir fiir jede nichtnegative ganze Zahl k die Beziehung

(2 — ns) 7]’1C + (15 — 11) 777; + (1 — 12) 71730 =
= (nx — 1)1 — 1) (M2 — 0s) [x(4) 5 (6,18)
im Falle k£ = 0 oder k& = 1ist f,(1) = 0; fiir alle tibrigen £ ist f(1) ein Polynom.
Durch Einsetzen nach (6,14), (6,18) in (6,6), (6,13) gelangt man mit dhnli-
chem Verfahren, wie beim Ableiten von (6,15), zu den Darstellungen

K*(xy 5: l) == Z gOi(xJ ‘S) }'7’ ’ (6)19)
-0

B(& D =3 bu&) 2 (1=]=6); (6,20)
=0

Goi(x, &), b;;(&) sind beliebig oft differentierbare Funktionen.
. Schliesslich gelangt man leicht noch zu der Gleichheit

0 cosh o,z sinh o2
Bl(f’ l) 0 o5}
B,y(&, %) Any + 4 0
K(x, & 2) = — | By(&, 1) 0 o (A} + adn,)
By(&, 4) o, sinh oyl g, cosh a,1
By(&,2) (A, + «l) cosh ol (An, + «A) sinh 0,1
Bg(&, 2) (Ant + xdn,) oy sinh 0.l (A + «dy,) oy cosh oyl
COS 0,% sin oy
0 0y
Any + i 0
0 ay(Ana 4 xdn,)
— 0y 8in 0,l G5 COS 0yl
(Any + «A) cos a4l (Any + xA) sin o,l
— (A + adn,) oy 8in 0,0 (Ans + xAn,) 0, €OS 0,l
' €OS 05T sin o3
0 ' o3
Ang + 0
0 03(A77§ + adns) . (6,21)
— 03 8in o] G4 COS 05l
(4Ans + xA) cos a4l (Ans + «A) sin o4l
— (Ans + xldng) oy 8in oyl (A3 + xAn,) 05 COS 05l

Ein ganz analoger Gedankengang wie bei der Herleitung von (6,15) liefert
K(x, & 2) = > hy(, &) 4%, (6,22)
i=0
wobei ho:(x, &) wieder beliebig oft differentierbare Funktionen sind.
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Selbstverstandlich konvergieren die Reihen (6,19), (6,20), (6,21) auch fiir
die ausgeschlossenen Werte A = Ag, Ay, A43. Diese Potenzreihen liefern also
ganze transzendente Funktionen der Veranderlichen 4.

Mit 4, sei wieder ein Eigenwert bezeichnet. Die Funktionen D(1), K(x, &, 1),
K*(z, &, 1) kann man in Potenzreihen

D) = > duld — 27, (6,23)
K@, &) = > halw, O — 4", (6.24)
K*(z, &) = 5 gul, A — 1) (6,2

entwickeln, die wiederum fiir alle komplexe A absolut konvergieren. Dabei ist
oy, eine natiirliche Zahl und %, (x, £), gn(x, &) beliebig oft differentierbare
Funktionen.

Die Funktion ,,,(;'(}%7}“) kann man in Laurentsche Reihen
Kz, & A) ; ;
*“‘Da‘)_“ = . ,ZJ,A @i, E)(A — 4)* + Z qr (@, ) (A — At

entwickeln, die in einem gewissen Bereich 0 < |4 — 4,| < 7 absolut konver-
gent sind. Hierbei sind die Funktionen ¢(z, &) (— o =1 < 0) beliebig oft
differentierbar. Dies, verbunden mit (6,5) und (6,25), liefert (6,7). Damit ist
der Hilfssatz 6 vollstindig bewiesen.

Nebenbei haben wir noch folgenden Hilfssatz bewiesen:

Hilfssatz 7. Die Determinante D(1) ist eine identisch micht verschwindende
ganze transzendente Funktion der komplexen Verdnderlichen A.

Bekanntlich bilden die Nullstellen dieser Funktion etne hochstens abzihlbare
Menge, die keinen endlichen Hdufungspunkt besitzt.

Hilfssatz 8. Die positive Zahl A sei kein Eigenwert der Randwertaufgabe (3,4),
(3,5). Dann besitzt die Greensche Funktion I'(x, &, A) noch die weiteren Eigen-
schaften:

1. far x % & geniigt F(z, &, 1) in der Verdinderlichen & der Differentialgleichung
>

+ 2L T

+61

+2r=0; (6,26)

35“ 054

dze Ablestungen — (1 < k < 4) sind im Bereich 0 < x; &£ <1 stetig;

orr
FES (
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3. die funfte partielle Ableztung 5 55 besitzt in jedem Punkt der Diagonale

x = & einen endlichen Sprung,

hmﬂ- lim er_ L
x-—>E 4 855 L—>E — 855 - Z’

5
wn allen dibrigen Punkten des Bereichs 0 < x; & <1 ist die Ableitung %
stetig;

o &' or

4. fu'r§:0und¢:lgzlt:—ﬁ?_ PR

=

or+s
5. falls v -+ s eine gerade Zahl oder r -+ s < 4 ist, ist die Ableitung o T@g{:

im Bereich 0 < x; & < [ stetig oder besitzt hier nur hebbare Unstetighkeiten;

6. falls r + s eine ungerade Zahl und r + s > 4 ist, gilt

lim el lim o
oty GaT GE e Gar B
r4+8-1 r+s—1 r+8-1
M=) 2 (s —m)ne 2 (g — ) 2
= (— 1) . (6,27
=D Ay — ma)(n — n3) (5 — 15) )

Beweis. Die Eigenschaft 1 folgt aus (6,5) und aus der Tatsache, dass
mit den Funktionen B;(&, 1) (1 =< ¢ = 6) auch die Funktionen K(x, &, 1),
sg(x — &) . K*(x, & A) in der Verinderlichen & der Differentialgleichung (6,26)
geniigen.

Die zweite bzw. dritte Eigenschaft ist eine Folge der fiinften bzw. sechsten.

Da D(4) nicht verschwindet und die Funktionen K(z, &, 1), K*(x, &, 1) be-
liebig oft differentierbar sind, folgt aus (6,5)
li or+s[’ I or+s[’ — 21im ¢ or+s K*
e BT OB et BT OB o Gar 08
Wenn wir hier nach (6,6) einsetzen und die Ableitung mit dem angegebenen
Grenziibergang berechnen, sehen wir, dass I'(x, &, 1) auch die Eigenschaften
_5 und 6 besitzt.

Die Eigenschaft 4 beweisen wir leicht durch Benutzung der Relationen
(6,5), (6,6), (6,21).

Hilfssatz 9. Die positive Zahl A sei kein Higenwert. Mit g(x) wrd h(x) be-
zeichnen wir beliebige Funktionen der Verinderlichen x, die 1m Bereich 0 < x <]
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die stetigen Ableitungen §”(x) und h®(x) besitzen. Dann kann man die Lésung
(V(z, A), N(x, 1)) der Randwertaufgabe

OCV(4) + /SN/” —_ }.V + g

V/// + 6N” I A‘N + h (0 g x g l) b (6 28
aV”’ ) + ﬂN” 0) S (xV’”(l) + ﬂN”(l) V/I( ) Vll(l) — N/(O) — b )
N'(l)=0
durch diese Formeln
. .
« or 3F
Vi, 1) = 2 f (4 gstat 2 o i) MO a2 45 f (4% + g 0 ae +
o8I orr
+ f ( w3 353) 9(€) e,
N(x,m:yfa? g(6) az +f( G T e as
(6,29)

berechnen.

Beweis. Nach Hilfssatz 3 konstruieren wir die Funktion Hy(x) und befassen
uns mit der Randwertaufgabe (6,1), (6,2), welche nach Hilfssatz 3 mit (6,28)
aquivalent ist. Die Losung H(z, ) dieser Randwertaufgabe erhalt man aus
(6,4) durch teilweise Integration und Benutzung des Hilfssatzes 8:

l

1
o3 4
Hz, 1) = y f R s+ f (oc o+ zr) h(E) dé — Hyw) -
0 0

Wenn wir noch die zweite und dritte Gleichung in (4,4) beachten und noch-
mals den Hilfssatz 8 beniitzen, erhalten wir die zu beweisenden Relationen
(6,29).

Hilfssatz 10. Unter den Voraussetzungen des Hilfssatzes 9 und der weiteren
Voraussetzung, dass das Funktionenpaar (g(x), h(x))!) zu den Eigenpaaren (0, 1),
(1, 0), (I — 2z, 0) orthogonal tst, gilt:

hmVx;,):ﬁf & ey as — ﬁf ffffffff d§+ax+b,}
-0+
i<6,30)
lim N(z, 2) :»fo—;z—.—g@)ds+Zf(x—§>h(5)d§+¢, |
(1] 0

1) Das Funktionenpaar (¢(®), 2(x)) braucht kein Randpaar zu sein.
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wobei die Konstanten a, b, ¢ durch die Gleichungen
1

a= Ala [6(“]{5) l(lf)‘)g(aﬁﬂ(‘tzi”— (l~s>3)h<s>]ds,

1 10— 8¢ B gy
b:m;f[—a( e [OR
0

+p (l“ L 1 A 5)3) h(f)] de,

2

| R R G R RG] K
0

(6,31)
bestimmt sind.

Beweis. Durch Beachtung von (6,29) und ganz dhnliche Grenziibergénge,
wie bei der Berechnung des Grenzwertes (6,16), denen in (6,29) die Greensche
Funktion I'(z, &, 1) und ihre Ableitungen unterworfen wurden, erhalten wir
nach einer liangeren, aber nicht komplizierten Rechnung, die zu beweisenden
Formeln (6,30) und (6,31).

7. Die adjungierte Randwertaufgabe. Weitere Eigenschatten
der Greenschen Funktion :

Im weiteren filhren wir der Abkiirzung wegen den linearen Differential-
operator

Liu, 1] = Au® 4 xiu® + iu" + 22u (7,1)
ein.
Definition 5. Die Randwertaufgaben (6,1), (6,2) und
L[N, 2] = Y(x, 1), . (7,2)
N'(0) = N'(l) = N"(0) = N"(l) = N®(0) = N&() = 0 (7,3)

nennt man adjungert.

Falls wir in (7,2) ¥(z, A) = 0 setzen, sind wir wieder vor die Aufgabe ge-
_stellt, eine nichttriviale Losung der Randwertaufgabe (7,2), (7,3) aufzusuchen.
Dies fithrt selbstverstdandlich wieder zu dem Elgenwertproblem dieser Rand-
wertaufgabe.

Mit F(x, &, 1) bezeichnen wir nun die Greensche Funktion, die der adjun-
gierten Randwertaufgabe (7,2), (7,3) entspricht. Sie wird durch ein ganz
dhnliches Verfahren wie bei der Randwertaufgabe (6,1), (6,2) konstruiert.
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Hilfssatz 11. I'(z, &, 1) bzw. r (x, & A) set die Greensche Funktion der Rand-
wertaufgabe (6,1), (6,2) bzw. (7,2), (7,3). Dann:

L D, & 2) = (£, 2, 2) ;
2. beide Randwertaufgaben besitzen dieselben Eingenwerte;

3. die Anzahl der linear unabhingigen Eigenfunktionen N () der Randwert-
aufgabe (7,2), (7,3), welche dem positiven Eigenwert 1, entsprechen, ist gleich der
Anzahl von linear unabhingigen, demselben Eigenwert 2, entsprechenden Eigen-
paaren der Randwertaufgabe (6,1), (6,2);

4. die Eigenfunkiionen N wi(x) der Randwertaufgabe (7,2), (7,3) und die Eigen-
paare (Vi;(x), N,.(x)) der Randwertaufgabe (6,1), (6,2), welche demselben positiven
Eigenwert A, entsprechen, sind miteinander durch die Gleichung

Nii(@) = aVis(@) + BN (@) (7,4)

verbunden. Dabet ist die lineare Unabhingigkeit der Eigenfunkitonen N wi(®)
eine Folge der linearen Unabhingigkeit der entsprechenden Eigenpaare (Vs(x),
Nyi(x)).

Beweis. Die erste und zweite Behauptung des Satzes folgt sofort aus Hilfs-
satz 8, wenn man die Grossen xz, £ miteinander vertauscht.

Da die Anzahl der linear unabhingigen Eigenpaare der Randwertaufgabe
(6,1), (6,2) genauso wie die Anzahl der linear unabhéngigen Eigenfunktionen
der Randwertaufgabe (7,2), (7,3) durch den Rang der entsprechenden Deter-
minante D(4,) bestimmt wird, folgt die dritte Behauptung des Satzes aus den
ersten zwei, schon bewiesenen Behauptungen, und aus (6,5).

Um noch die Behauptung 4 zu beweisen, iiberzeugt man sich am besten
direkt, dass die durch (7,4) bestimmten Eigenfunktionen N;i(x) der Differential-
gleichung L[ZV,_,V,-; ] = 0 und den Randbedingungen (7,3) geniigen. Die li-
neare Unabhingigkeit der Eigenfunktionen N wi(x) folgt aus (7,4) und (4,4),
(4,5), wo g(zx) = h(x) = Hy(z) = 0 gesetzt wurde.

Hilfssatz 12. A, sei ein positiver Eigenwert der Randwertaufgabe (3,4), (3,5);
w;, set die Anzahl der linear unabhingigen, diesem Eigenwert entsprechenden,
Eigenpaare. Dann ist 1, eine w,-fache Nullstelle der ganzen transzendenten
Funktion D(Z).

Beweis. Es ist bequem die folgenden Bezeichnungen einzufiihren: z,(z, 1)
(1 =<7 =< 6) ist ein beliebiges Hauptsystem von Integralen der Differential-
gleichung L[z, 1] = 0;
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Yy (x, ) = ;11 (A2 (z, ) + xdzi(z, 2) (1 <0< 6);
Wz, 1) = Y@, 2), 2(z, 2)) ;. Uiz, 2) = (¥, 4), z:(x, 4)) (1
Wz, 1) = Z aWi(x, 1) = (Z ayi(x, 2), z az(x, 1)) ;
t=1 i=1 i=1

L) = 2'(0,4) ,  Ly(U) = ay”(0,2) + (0, 4) ,  Ly(U) = y"(0, 2),
L) =2'(2), LsA) = oay”(, 1) + B2"(L, ), Le(A) = y"(L, 7).
Damit erhalten die Randbedingungen (3,5) die Form:
LA =0 (1=i=6).

IA
IA
3

Nach dieser Bezeichnungsweise verlauft nun der Beweis ganz dhnlich, wie
bei E. KaMKE [3], Seite 242-—244, :

Wir fithren jetzt noch die folgende Bezeichnungsweise ein, welche wir
mit Ausnahme von Hilfssatz 13 in allen weiteren Ausfiihrungen beibehalten
werden:

;. set die Anzahl der linear unabhingigen Eigenpaare, die dem nichtnegativen
Eigenwert 2, entsprechen. Diese Eigenpaare, welche man nach Hilfssatz 5 und
Satz 4 orthogonal wihlen kann, werden mit (V,,(x), N () (1 <1 =< w,) bezeich-
net. Uberdies setzen wir noch voraus, dass die Eigenpaare (Vi(x), Ny(x)) (1 <
=1 = wy; kb = 0) so gewdihlt sind, dass die Formeln

; (7,5)

1 o ..
[V s — BN ) dit = { y fir ke =m und i = ’}

0 fir k &+ m oder 1 % §
gelten. Bet festem k bezeichnen wir noch mit (V(x), N.(x)) ein Eigenpaar, das
als lineare Kombination der Eigenpaare (Vi (x), Nii(x)) (1 =1 = w;) darge-
stellt werden kann: ‘

wy

(Vi(®), Ny(x)) = Z ¢i(Vii(@), Nii(w)) = (g}cmvm(m),.wzz crilNwi(®)) . (7,6)

i-1
Satz b. Fir jeden positiven Eigenwert A, der Randwertaufgabe (3,4), (3,5)
besteht die Gleichung '

LS N Nul®) + @) . (1)

I A= —
&4 Ya(d — &) <1

Fiir 2, = 0 gilt

1 ol a2l — )2 1
N, &)= 2 |28 —=% = F o -
( ) W~ 3d [ i 30] + I, & 2). (7,8)

Dabei ist jede Funktion Iy (2, & 2) (k = 0) in der Verinderlichen 4 regulir
in einer hinreichend kleinen Umgebung des Punktes 4,.

S

Der Beweis verlduft wieder ganz analog, wie bei E. Kamke [3], Seite
244—250. Man muss nur die Hilfssitze 2, 5, 9, 12 beachten und dic eben ein-
gefithrte Bezeichnungsweise beniitzen.
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8. Existenzsatz fiir die Eigenwerte und Eigenpaare

Im Hilfssatz 13 wird die Bezeichnungsweise der Formeln (7,5), (7,6) aus-
nahmsweise nicht beniitzt.

Hilfssatz 13. Ses kVi(x), N,(z)) (1 =1 =< k) ein System von k beliebigen von-

einander linear unabhingigen Eigenpaaren; weiter sei (U(x), M(x)) ein beliegiges
Randpaar, das zu allen diesen Eigenpaaren orthogonal ist, d. h. fir welches die

Relationen f yUV; — BMN,)dx = 0 (1 <t =< k) bestehen. Mit. c bezeichnen

wir weiter eine beliebige reelle Zahl. Endlich setzen wir moch voraus, dass wenig-
stens eine der Relationen

aU®(x) + pM"(x) — cU(x) == 0; pU"(x) + OM"(x) — cM(x) == 0
gilt.
Dann gibt es mindestens ein Randpaar (V(x), N(x)), fiir das die Relationen
12
f(yVV — BNN)de=0 (1= z =k (8,1)
und

l 1
[IU® 4 BU") yV — U” + 5M") N1 dz + ¢[(UV — BUN) dz (8,2)
0 0

gleichzeitig bestehen.

Beweis. Falls «aU®(x) 4 fM"(x) — cU(x) == 0 ist, gibt es im Interval
<0,1> mindestens eine Zahl x,, fiir die xU®(xy) 4+ SM" (xy) — cU(x,) *+ 0
gilt. Also in einer hinreichendfkleinen Umgebung des Punktes z, besitzt die
stetige Funktion aU®(z) + fM"(x) — cU(x) ein festes Vorzeichen. Mit I be-
zeichnen wir den Durchschnitt dieser Umgebung mit dem Intervall <0, 7>.
Wir konstruieren nun eine Funktion Uy(z), welche im Intervall <0,[> eine
stetige siebente Ableitung U{’(x) besitzt, den Randbedingungen Uj (0) =
= Ug(l) = Uy(0) = Ujy(l) = 0 geniigt und im Intervall I nur positive werte
annimmt und sonst verschwindet. Wir setzen noch My(x) = 0. Das Funktionen-
paar (Uy(x), My(x)) ist offensichtlich ein Randpaar und es gilt

1
8 = [[(xU® + BM" — cU) pUy — (yU” + SM" — M) BM,] dw = (8,3)
1]
A
— [(xU® 4 M" — cU) yU, dz = [(xU® + U" — cU) yUy dz + 0 .
(1} 1

Ist aber aU®(x) + BM"”(x) — cU(x) = 0, muss es mindestens eine Zahl
x, € <0, 1> geben, fiir welche der Ausdruck yU”(xy) + 6 M" (%) — cM (x,) nicht
verschwindet. Ahnlich wie im vorigen Falle kénnen wir ein Intervall I und
eine Funktion M(x) so withlen, dass sie fiir 0 =< x <1 eine stetige sechste
Ableitung M (z) besitzt, den Randbedingungen Mq(0) = My(l) = My(0) =
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= My(l) = 0 geniigt und im Intervall I nur positive Werte annimmt, aber
sonst verschwindet. Wir setzen nun Uy(z) = 0; (Uy(x), M,(x)) ist wieder ein
Randpaar, fir das (8,3) gilt:

1
8 = [[(xUD + gM" — cU) pU, — (U" + 6M" — M) fM,] da =
0
1
= — B[QU" 4+ oM" — M) Myde = — f[(yU" + OM" — cM) M, dz + 0.
0 1l

In beiden Fillen setzen wir
2

(V(@), N(x)) = (Uy(x), Mo()) + 2, ci(Vil®), N (@) ,

i-1

wobei

I3 -
J(yUOIfi — BM,N;) dz

6= — (1=1=k)

[V — pM?) da

0

ist. Man sieht leicht, dass das Funktionenpaar (V(z), N (%)) ein Randpaar ist,
welches den Relationen (8,1) geniigt. Wegen den Voraussetzungen und (3,6)
ist aber

1
JL&U® + M — cU) yV — (yU" + 0M" — cM) pN] da =
0
k l
— 8+ S el [[(\U® 4 BM") yV, — (yU” + 6M") BN,] da —
-0 0 .
l
— ¢[(yUV, — BMN,) da} =
0

k 1
= 8+ 3 e Jl(aVE + BN yU — (V] + ON)) pM] dw =
. i1 0 )

k L

=8 = X eafGUV, — UN) do =5 + 0.

Damit ist alles bewiesen.

Im weiteren wird wieder die Bezeichnung des vorigen Paragraphen beniitzt
und wir werden voraussetzen, dass. die Eigenpaare und Eigenfunktionen
(falls sie vorhanden sind) den Relationen (7,5) geniigen. Das triviale Funktio-

, nenpaar (0, 0) werden wir in den weiteren Untersuchungen ausschliessen.

Nach Hilfssatz 7 kann man die vorhandenen Eigenwerte der Randwertauf-

gabe (3,4), (3,5) in eine zunehmende Folge

0=12, <A <A<..<i<..

so anordnen, dass in jedem offenen Intervall (4;_;, 4;) (j = 1) kein Eigen-
wert liegt.
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Ist ein positiver Eigenwert 4, bekannt, konnen wir leicht den Rang der
Determinante (4,13) feststellen und die zugehorigen linear unabhéngigen
Eigenpaare aufstellen.

Definition 6. Die Eigenwerte 0 = Ay < Ay << Ay < ... < A, der Randwert-
aufgabe (3,4), (3,5) seien so angeordnet, dass jedes offene Intervall (1;_, 1;)
(1 =< j =< n) keinen Eigenwert enthilt. Hs set weiter (V. (x), N(z) (1 =<1 =< oy
0 < &k =< n) das System aller Eigenpaare, die diesen Eigenwerten entsprechen

und den Relationen (7,5) geniigen.

Wir sagen nun, dass das Randpaar (U(x), M(x)) der Menge &,., angehirt,
falls alle Relationen

l

[QUV —BUN)dz =0 (1=i=<w;0=k=n) (8,4)
0

erfillt sind. &, st speziell die Menge aller Randpaare. Offenbar gilt &, > &, >
26,>...06,,,.

Hilfssatz 14. Far die Eigenpaare (V(x), Ny(®) 1 <1 < 0,0 =k < n)
seien die Relationen (7,5) erfallt. Dann gibt es mindestens etn Randpaar (U*(x),
M*(x)), welches mit den Eigenpaaren (Vi (x), N(x) 1 =1 =< 0,0 <k = n)
ein linear unabhingiges System bildet.

n o

Bewels BEs sei > > ¢(Vii(®), Nys(2)) = (0, 0). Nach der Definition 3 muss
k 01 1
also
Z 2 V(@) =0 und > > ;N (x) =0
Oc 1 k=04=1

sein. Aus diesen Identitdten folgt

n

z Z Ckz J/Vn(x) VN Z‘) ﬂNkz(x) r.s(x)) = 0 (l g S g wr; 0 g r é n) .

kE=07-1

Diese Beziehungen liefern nach der Benutzung von (7,5) sofort ¢,, = 0 (1 <
< s < w,; 0 =7 < n). Die Eigenpaare (V,;(x), Nis(x)) (1 ¢ =< w,; 0 =k =
= n) sind also linear unabhingig.

ANIAY

Wir bezeichnen jetzt diese Eigenpaare mit U, U, ..., A, Da w, = 3 und
1o, =2firk =1, ist auchn 43 <h < 20 + 3.

Fiir jede natiirliche Zahl m ist aber %B,, = ([z(l — z)]™*3, 0) ein Randpaar.
Wir sehen leicht ein, dass die Randpaare B, (1 =< ¢ < b + 1) wieder vonein-
ander linear unabhéngig sind.

Um den Hilfssatz 14 zu beweisen, geniigt es ein Randpaar anzugeben, das
nicht als lineare Kombination der Eigenpaare U; (1 < ¢ =< h) dargestellt wer-
den kann.
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Wir setzen voraus, dass so ein Randpaar nicht vorhanden ist. Dann gibt es
sicher Grossen ¢{™ (1 < 14;m < h), so dass

h
z Cfim)mi == ﬁm (1 g m {; h‘)
i-1

und

h

D™ >0 (1 =m =h)

-1
besteht. Da die Randpaare 9B, (I < m = k) linear unabhéngig sind, ist die
Determinante Det |¢{™| gewiss von Null verschieden. Deshalb kann man jedes
Eigenpaar U, (1 <7 < &) als lineare Kombination der Randpaare %, (1 <
=< m = h) darstellen. Nach Voraussetzung gilt aber

h h
B = Zcﬁ-h:”%; >l P> 0.
i1 i1
B,., ist also auch als lineare Kombination der Randpaare B,, (1 =m < h)
darstellbar. Die Randpaare 9B,, (1 <m =< h + 1) sind deswegen linear ab-
hingig. Dies ist aber ein Widerspruch mit der Konstruktion der Randpaare
B,.. Damit ist der Hilfssatz 14 bewiesen.

Satz 6. Jede der Mengen &, (n = 0) ist nicht leer. Der Higenwert 2, wird
durch die Relation
Ay = min R[U, M] (n = 0) (8,5)
(U,M)eGn
berechnet. Ausserdem gilt immer A, > A,.

Beweis. Den Satz werden wir durch Induktion beweisen. Falls n = 0,
gehort das Funktionenpaar (1, 0) der Menge &, an; offenbar gilt dann auch
R[1, 0] = 0. In diesem Fall ist also der Satz richtig.

Der Satz sei schon fiir n = 0 bewiesen. Unter dieser Voraussetzung beweisen
wir den Satz fiir n 4+ 1.

Wie vorausgesetzt, sind uns schon alle Eigenwerte 4, (0 < k < n) bekannt,
die den Eigenwert 4, nicht iiberschreiten. Wir konstruieren weiter alle, diesen
Eigenwerten entsprechende, linear unabhéngige Eigenpaare (V. (x), N(x))
(1 <7< w; 0=k =<n). Nach Definition 6 kann man nun entscheiden, ob
ein gegebenes Randpaar (U(x), M(x)) der Menge &,,, angehort oder nicht.

Der Hilfssatz 14 sichert die Existenz eines Randpaares (U*(z), M*(x)),
welches man nicht als lineare Kombination der Eigenpaare (V. (), N.:(x))
(1 =<¢ =< wp; 0 <k < n)darstellen kann.

Wir setzen

(Ue), Mx)) = (U*(z), M*(x)) + +> z iV aal@), Noola))
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wobei

e f(U*th—MNM)dx NI<i<w;0<k<n)

ist. (U(x), M(x)) ist offenbar ein Randpaar, das die Relationen (8,4) erfiillt
und deswegen der Menge &, ., angehort. &, ist also nicht leer.

Sei (U(x), M(x))e ®,,, und R = R[U, M]. Wegen @,,, c®,, gehort
(U(z), M(x)) auch der Menge &, an. Deshalb ist

R=1,. (8,6)
Die Funktionen g(x), h(z) werden nun durch die Gleichungen
g(@) = «UN () + pM" (x) + RU(x), h(x) = yU"(y) + 0M"(x) + RM(x) (8,7)
erklart.

. Sei g(x) = h(x) = 0. Da (U(z), M(z)) == (0, 0) ist, ist (U(zx), M(z)) ein
E1genpaar und R ein Eigenwert. Wéare R = 4,, so hitte man (U(x) M(x)) =

Dp

= > ¢;(V,i(x), N,s(x)). Beachtet man noch, dass die Integrale f YOV, —
=1
— ﬂMNm) dz (1 £+ = w,) wegen (U( x), M(x)) € 8, simtlich Verschwmden,
erhilt man sofort die Gleichungen ¢; f (Vi — BNZYdx = ye, =0 (1 =i = w,).
0

Beide Funktionen U(x), M(x) verschwinden also gleichzeitig. Dies ist aber
ein Widerspruch. Es muss deshalb R > 1, sein. R ist also ein Eigenwert, der
grosser als 1, ist. Im eben untersuchten Falle ist der Satz bewiesen.

2. Falls (g(z), k(z)) == (0, 0), muss mindestens eine der Relationen
xUS() + M (x) + RU(x) == 0; yU"(x) + OM"(x) + RM(x) %= 0
gelten. Nach dem Hilfssatz 13 gibt es dann ein Randpaar (V(x), N(z)), fir

welches. die Beziehungen

l
of(yVVki —BNN)de =0 (1<i<ag0=<Fk=n), (8,8)

!
S = f[(sz(4) + pM" 4 RU) yV — (yU’” + 0M" + RM) pN]dx + 0 (8,9)
. 0

gleichzeitig bestehen.

Aus (8,8) folgt, dass das Randpaar (V(z), N(z)) der Menge &, ., angehort
und deshalb R[V, N] = 4, ist. Fir eine beliebige reelle Zahl ¢ ist aber das
Funktionenpaar (U(z) + 9V (x), M(x) + 9N (z)) ein Randpaar, das wieder in
®,,, liegt. Fir den Rayleighschen Quotienten R, = R[U + 9V, M 4 9N]
dieses Randpaares gilt also sicher R; = 4,.
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Wir zeigen nun, dass R = R[U, M] > A, gilt. Nach (8,6) ist immer R = 4,,.
Wire R = 4,, so miissten nach (3,9) die Rayleighschen Quotienten R, R, und
R[V, N] die Beziehungen

1
[(xpU" + 28yU"M' + BSM") dx
dp=R=—"1

[(U* — 1) da

13
[y (U4 V") 28y(U” 4 V") + ON") + O+ ON' d
- 7 b
[[(U + OV — B + ONY] da |
[(ayV™ & 2By V"N 1 BON") da
Jy < R[V,N]= —"°

ofl(yV2 — BN?) dx

erfiilllen. Hieraus und aus (8,9) erhilt man leicht

1 l

2m{f“W~ngw)muymthW—ugNﬁdng
0 0

1
< - %ﬁ‘ f (U@ + M) yV — (yU” + 8M") fN] dzx —
0

1

— 192f(sz”2 + 2V"N’" + /376 N’2) dz,
0

d. h.

1
0*?S§WMWM_MfW“$MP” (8,10)

Diese Ungleichheit gilt fiir eine willkiirliche reelle Zahl 9 = 0. Deswegen kann

) man 9so wihlen, dass %%g > 0 ist. Wenn man nun (8,10) durch |[¢] > 0 divi-
l 2

diert und ¢ so gegen Null konvergieren lisst,” dass immer der Quotient %

. . N
positiv ist, erhidlt man offensichtlich einen Widerspruch: 0 < 2 (;i =0.
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Die Voraussetzung, dass R = 1, ist, ist also falsch. Deshalb folgt aus (8,6)
RIU, M]=R> 4,. (8,11)
Diese Eigenschaft besitzt jedes Randpaar, das der Menge &, ,, angehort.

Weiter muss man beweisen, dass das halbabgeschlossene Intervall (4,, R)
mindestens einen Eigenwert enthalt.

Die stetigen Funktionen g¢(z), h(x) seien durch die Formeln (8,7) erklirt.
Wir werden nun das Randwertproblem

&V, 1) + pN"(x, 2) = — AV (=, ) + g() ,
V", 3) + ON"(x, A) = — AN(z, 2) + h(z)
aV"(0, 2) + BN"(0, 1) = aV"(l, 2) + AN"(1, 2) = V"(0, 2) =
— V" (1,2) = N'(0,2) = N'(1, ) = 0

mit 4, < 4 < R16sen.

(8,12)

Wire im Intervall (1,, R) kein Eigenwert vorhanden, so hitte dieses Rand-
wertproblem nach dem Hilfssatz 9 genau eine Losung (V(z, 1), N(z, 1)) fir
jede Zahl 2, 4, < 1 < R, die durch Formeln (6,29) erklart ist. Wegen der
Stetigkeit der Greenschen Funktion I'(z, &, 1) und ihrer, in den Formeln (6,29)
auftretenden, Ableitungen, sind beide Funktionen V(z, 1), N(x, 1) in der
Verianderlichen 1 stetig im Intervall 4, < 1 < R. Aus (8,12) und (8,7) folgt
speziell

Vi,R)=U(x); N, R)= M(x). (8,13)

Durch Benutzung von (8,7), (8,12) und Hilfssatz 2 erhdlt man weiter

O~

gV — PhN ) dze =0 (1 =1 = w0 =k =n), (814)
. ,

A—2)[(VV —BNN)de =0 (1=i=Zw;0=k=n). (815)
0

Aus (8,15) folgt aber fir A > An =2 (0 =k < n), dass (V(z, 1), N(z, 1))
der Menge &, ,, angehort. Wegen (8,11) muss also R[V (z, 1), N(z, 1)] > A, sein.

Da fiir » = 0 das Funktionenpaar (g(x), 2(x)) nach (8,14) orthogonal zu
den Eigenpaaren (0, 1), (1, 0), (! — 2z, 0) ist, sind nach Hilfssatz 10 die Grenz-
funktionen V(z, 0) = lim V(z, A) und N(x, 0) = lim N(z, A) vorhanden und

2A—0 4+ 2—0+

beschrinkt.

Weiter sei n eine natiirliche Zahl (d. h. 4, > 0). Nach (7,7) ist

1 on

— )W:Tn) izl Nni(x) Nm(é:) + P:.k(-% £ 2).

I, & 2) =
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Durch Benutzung des Hilfssatzes 9 erhéilt man leicht fiir die Losungsfunktionen
V(x, 1), N(z, ) der Randwertaufgabe (8,12) die Formeln

, L

Vi, 2) = V¥, 1) — 1 (AN’”(x)+aW () f N.u(2) h&) de

N(z, ) = N*(x, 1) —

ni(®) f N,i(&) k(&) d& .

Dabei sind die Funktionen V*(x, 1), N*(x, 1) im Punkte 2 = 1, stetig. Die
Grenzfunktionen V(z, 1,) = lim V(z, 1), N(x, 4,) = hm N(z, 2) sind wieder be-

A2y +
schrankt und bilden offenbar ein Randpaar (V(x, 4 ) (x 4,)), das dem System
von Differentialgleichungen

aV®(z, 4,) + PN"(z, A,) = — LV (2, A,) + g(2) , } (8,16)
V@, 4,) + ON"(2, 4,) = — 4. N(z, 4,) + h(z) ’
geniigt.
V(z, 1), N(z, ) sind also im Intervall 1, < 1 < R stetige Funktionen des
Parameters .

Aus (8,14) und (8,16) folgt, dass fiir jede ganze Zahl k < n

1
U — 2 [OV (@, 1) Vial@) — BN (@, ) Nys(@) dz = 0 (1 =i < w3 0 < & < m)
0
gilt.
(V(z, 4,), N(z, 4,) (n = 0) gehort also immer der Menge &, an und deshalb
ist
RV (z, 4,), N(=, 4,)] = 4, - (8,17)
Wire R[V(x, 4,), N(z, 4,)] = A,, so kénnte (V(z, 4,), N(z, 4,)) wegen (8,11)
nicht im &,,, liegen. Wie setzen nun

(7*(@), N*(@) = (V(e, 2,), N 1) + 3, elVae), Moo . (8.18)

wobei
12

ist. Man tiberzeugt sich leicht, dass (V*(z), N*(x)) wieder ein Randpaar ist
welches der Menge &,,, angehort.

Nach einer lingeren, aber einfachen Rechnung erhélt man
@ 1

i . p
— [(ayV*"2 4 2ByV¥"N* 4 BON*2) da = A,([ (V2 — pN?) dz — y D ¢7) ,
0 \ 0 i=1
1 l Oy
J@V* — pN*3) dz = [(yV? — fN?)dz —y > ¢; + 0
[ 0 i=1

@
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hieraus folgt sofort fiir den Rayleighschen Quotienten des Randpaares (V*(z),
N*(z)) die Relation R[V*, N*] = 1,, welche mit der Beziehung (V¥(x),
N*(x)) e &,,, im Widerspruch steht. Es muss also

R[V(z, 2,), N(x, 2,)] > 2, (8,19)

sein.

Wir konstruieren noch eine Hilfsfunktion
1

o) = — f [g(x) Ve, 2) — £ o) Ve, z)] a. (8,20)
o
Aus der Stetigkeit der Funktionen V(x, ), N(x, 1) folgt sofort, dass die
Funktion o(4) im Intervall (1,, R) stetig ist.
Seil + 1*, 1, < A= R, 1, = A* =< R. Die Funktionenpaare (V(z, 2), N(z, 1)),
(V(z, A*), N(z, 4*)) sind offenbar Randpaare und nach (8,12) oder (8,16) und

Hilfssatz 2 erhalten wir weiter
o(A¥) — o(2) = 0fl[(“V“’(Jc, %) + BN"(x, A*) + 2%V (2, 2%)) V(x, A) —
— V(= A%) 4 ON"(x, 2*) | A*N(z, %)) g N, 1) —
— PO, 2) + AN, 2) + 2V (@, 1) Vi, 4%) 1
V", 1) + ON"(z, 1) + AN(z, ) g Nz, 2)] da —
— (% —2) fl (V(x, 1) Vi, *) — gzv(x, 2 N, A*)) .
)

Aus dieser Beziehung berechnen wir nun die Ableitung
l

do . o(A*) — o(2 ' |
3= im R0 = (e — v ) a0,

o(4,) ist positiv. Dies folgt sofort aus (8,16), (3,9) und (8,19):
l
o(A,) = -f[(ocV(4>(x, An) + BN"(x, ) + LV (x, 4,)) V(z, 4,) —
0

— 5OV k) + 0N, ) + AN 1) N, zn)] do —

i

— (R[V(z, 3,), N(@, 1,)] — 1) f (V%c, A) — g N, m) dr > 0.
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Durch éhnliche- Rechnung erhalten wir nach (8,13) und (3,9):

o(R) = *f(gU— IZM) dx = —f(o([]’@ + 28U M+ 2 /3 M'Z)d

—Rf(U" ) ~0.

Aus diesen Ausfithrungen folgt nun, dass die Funktion ¢(1) im abgeschlos-
senen Intervall (1,, R) stetig und zunehmend ist. Dies steht aber zu ¢(4,) > 0
und o(R) = 0 im Widerspruch. Die Voraussetzung, dass im Intervall (4,, B)
kein Eigenwert liegt, ist also falsch; deswegen gibt es in diesem Intervall
mindenstens einen Higenwert. Den kleinsten unter ihnen bezeichnen wir
mit 4,.,. Offensichtlich gilt 4,., > Ay.

Wir vergleichen nun die Resultate unter 1 und 2 und sehen, dass es immer
einen HKigenwert 4,., gibt, der grosser als 4, ist. Ausserdem gilt fiir jedes
Randpaar (U(x), M(x)), das in der Menge @,,, liegt, die Relation 1,,; =<
= R[U, 111] Fiir den Eigenwert 2,,, hat man deshalb die Ungleichung

i = inf  R[U, M].
0.6, .,

Wir sind aber imstande die dem schon sicher bekannten Eigenwert 4, .,
entsprechenden, linear unabhéngigen Eigenpaare zu konstruieren. Die Rayleigh-
schen Quotienten, welche diesen Eigenpaaren entsprechen, sind sdmtlich
gleich 1,.,. Uberdies folgt aus Satz 4, dass jedes dieser Eigenpaare der ] \lenge
&, angehort. Es gilt also

Ansp = min  R[U, M].
0, M,
Damit ist der Satz 6 in allen seinen Teilen bewiesen.

Die vorangehenden Resultate erlauben uns dem Wortlaut des Satzes 6 eine
etwas handlichere Form zu geben:

Satz 7. Die Eigenwerte der Randwertaufgabe (3,4), (3,5) bilden eine zunehmende
Folge 0 = Ay << Ay < Ay < ... << Ay, < ...mit lim 4, = + oo.

N—>00
Jedem positiven Eigenwert entspricht ein oder hochstens zwei voneimander
linear unabhingioe Eigenpaare.

Fir jedes Randpaar (U(x), M(x)) aus &, gilt R[U, M| = A,.

9. Die Vollstindigkeit des Systems der Eigenpaare

Wir beschéftigen uns in diesem Abschnitt mit der Frage, ob man ein will-
kiirlich gegebenes Randpaar (U(x), M(x)) nach Eigenpaaren (V,;(x), N,;/(x))
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(1 =<4 =< wi kb = 0) ,,entwickeln* kann, d. h. ob man fiir die Funktionen U (x),
M(z) die Darstellungen '

U =3 S adu@, U@ =3 > adu@, ©o.1)
oder kiirzer
(U(x) M(x)) - z Z akz(sz(x) Nkz(x)) (9’2)

&1
auffinden kann. Mit a,; (1 <7 < w,; k = 0) sind hierbei passend gewéahlte
Konstanten bezeichnet.

Definition 7. Die Zahlen

1
i = f (ka,- - %MN) dr (1=i<awgk=0) 9,3)

nennt man Fourier-Koeffizienten des Randpaares (U(z), M(x)).
Satz 8. (U(x), M(x)) sei ein beliebiges Randpaar, ¢; (1 = ¢ = wy; k = 0)

0 g
die ihm entsprechenden Fourier-Koeffizienten. Dann sind die Reihen z zcii
E-0i=1

0 Dy
und 3 A > cy; konvergent und es bestehen die Relationen
=0 é=1
1

i wZ Chi = f(m — §M2)dx (9,4)

k=04i=1

(Parsvalsche Gleichung ),

l
sSadens— [(sr o Daja o9
k=0 i-
0

(Besselsche Ungleichung ).

Beweis. Wir setzen

n o

(Ppi1(2), Quis(2)) = (U (), MU (x)) — Z Z%(Vm(w) Nii(x)) »

d. h.
Pn+1(x) = U(ﬁ}') Z z cMsz(w)
-Ot 1 (9,6)
Qn+ l(x) M(x Z z Glcz kz ;

n ist dabei eine beliebige nichtnegative ganze Zahl.

Das Funktionenpaar (P,.;(x), @,.;()) ist offenbar ein Randpaar, das der
Menge &,,,, angehort. Nach Satz 7 ist also

R[Py 11, Quia] = A - (9,7)
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Deshalb gilt fiir die ganzen Zahlen k,7, 1 < i = w3 0 =k = n

_fl: P"+1Vki + ﬁ(P"*‘l + QIL+1 f ) _“_ﬁf; Q'/H— 1Nk7’] d =
== f [W“" + BN Poy — g GV + 5N;;~)Qn+l] e —

= lkf(Plem’ - g Qn+1Nki) dz = 0. (9,8)
0

Wir gehen von der Definition (3,9) aus, beniitzen die Relationen (7,5), (9,6),
(9,8) und erhalten so durch teilweise Integration

R[U, M] f (U2 _ —/; M2) dz —

— B[P, Q] f (Pz - i’iQ,,,l) S aSa.

k=0 -1

Dies liefert aber sofort fiir n = 0 die Beziehungen

1
233

\“ Sk = f (ocU"2 128U M+ /—3/9 M’z) de,
1]

kal

P,.1 Qn+1]f( i1 — — &, 1) de < —f(chrrz + QﬂU"M’ ﬂ MIZ) dz .

Durch einen Grenziibergang fiir n — co0 in der ersten dieser Beziehungen
erhilt man (9,5); die zweite zusammen mit (9,7) liefert dann

l !
0 < Apis f (P3,+1 — _f_Q:+l) de < — f (w"z 1+ 28U M + %Mz) dz
0 0

(9,9)
Ahnlich berechnen wir
14

(e B . B
f(U_gM)dx:f(PM— m)dx+kzmzc. (9.10)

Aus ( 9) folgt wegen 4,,; > 0

1

0 <j( : m) dv = — l:ﬂf(aU”z + 280" M +%§M’2) dz . (9,11)
0
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Die Relation
l

lim (Pfh1 _ 8 Qn+1) =0
0

ist also eine Folge der Beziehung lim 1, = 4 oo und (9,11). Deshalb erhilt

man die zu beweisende Relation (9,4) aus (9, 10) durch einen Grenziibergang
fir n — oc.

Satz 9. (U(x), M(x)) bzw. (U*(x), M*(x)) sei ein willkiirliches Randpaar;
cri bzw. ¢y (1 <1 < wig kb = 0) seien die entsprechenden Fourier-Koeffizienten.
Dann gilt die Gleichung

1

f S et — f (UU* _ g MM*) e (9,12)
0

=04=1

(verallgemeinerte Parsevalsche Gleichung ).

Beweis. Das Funktionenpaar (U(x) + U*(x), M(x) + M*(x)) ist offensicht-
lich ein Randpaar, dessen Fourier-Koeffizienten durch die Formeln
. :

f [(U + U9 VL 4 ) NM] o = o + oy (10 < gk =0)
0 y

berechnet werden. Nach (9,4) gilt aber
14

i wz (Crs + c)* = f [(U + U*)2 — g (M + M*)z] dx
0
1

1
chkz__f(U2_éM2)dx; chzzzf(U*zwﬁM“)dx
k=04 Y k=0:=0 J b4 .

woraus (9,12) folgt.
Satz 10. Die Eigenpaare (V;(x), Npi(x)) (1 < i < w5 k = 0) bilden ein voll-
stimdiges Teilsystem vm System der Randpaare.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass es kein Randpaar gibt, welches zu allen
Eigenpaaren (V. (x), N;(x)) (1 =4 = w;; k = 0) orthogonal wire. Wenn es ein

solches Randpaar, z. B. (U(x), M(x)), gibe, wiirden alle seine Fourier-Koeffi-
l

zienten verschwinden. Aus (9,4) folgt dann die Beziehung f (U 2 — gM 2) dz =

= 0, welche die Identititen U(x) = M(x) = 0 zur Folge hat. Deshalb ist
(U(x), M(x)) kein Randpaar. Dieser Widerspruch beweist unseren Satz.

%k
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Das am Anfang dieser Arbeit aufgestellte Problem ist damit bei weitem noch
nicht vollstandig gelost. Dazu miisste man namlich einen Existenzsatz iiber
die Losung von (1,1) bis (1,3) beweisen. Es ist naheliegend dazu die Reihen
(9,1), (9,2) eingehend zu untersuchen. Insbesondere wire es notig die Frage der
Konvergenz und gliedweisen Differenzierbarkeit dieser Reihen zu beantworten.
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Pesowme

MATEMATUYECKAST TEOPUSI KOJEBAHUN TPU KPYYEHUN
N N3TUBE AHU3O0TPOITHBLIX CTEPHHEN

AJIONC ATTIOEJIBBEKR (Alois Apfelbeck), ITpara.

(ITocrynuao B pegarnuio 18/IX 1956 r.)

B upensnaraemoit pabore aBTOp 3aHMMaeTcs U3yYeHHEM clcTeMbl Juddepen-
LIMaJIbHBIX YPaBHEHUI B YACTHBIX 1Ipom3BOAHLIX (1,1) ¢ mpucoenmHeHHBIMU Ha-
vanpHbIMu yeaosusamu (1,2) u kpaessimu yenosusimu (1,3). TIpurom mocrostaabie
«, B, v, 0 ynosiersopsiior yenoBusam (1,4). Ha ocHoBammu cBoiicTB QyHKIUN
F(t), mocTpoenHON BJiemMMe 2, JIOKABHIBACTCS MHCTBEHHOCTH PEIICHIS CVCTeMBbI
(1,1)—(1,3).

B cnenyomeit wactu paGoTsl aBTOp M3ydyaeT HpohiIeMy COOCTBEHHBIX 3Ha-
YeHHH ¥ (YHKIWOHAIBHBIX TIap JUIs KpaeBoil mpobiemsl (3,4), (3,5). Onpese-
JigeTcAa HOHATHE cODCTBEHHOTO 3HAaYeHMs, cOOCTBEHHOIT MapBl ¥ KpaeBoil maphl.
N3 coornomenns (3,6), cupaBemnBoro Uit JOOBIX JBYX KpPacBLIX Tap, Bbl-
BOJIUTCS, YTO COOCTBEHHBIE 3HAYEHNsI A KpaeBoii 3afgaun (3,4), (3,5) BemecTBeHHI
M HEOTPUIIATeJILHEL. ’

Ifa ocnoBanmu coorHomenus (3,6) onpegensiercsi Kpome TOro 0900NeHHBIH
KBomnueHT Pajen (3,9) miig NpousBOIBLHON KpaeBoil mapbl M BBOJUTCs TOHATHE
OpPTOTOHAJBHBIX Tap (onpefenenue (4)).

Hlanee mokasaHo, 4TO MHOKECTBO COOCTBEHHBIX 3HAUEHMIT WIIM KOHEUHO WJIM
CYCTHO M YTO OHO He COJICP/KUT B KOHEUHOI obnacTé Touek crymernda. Mrak,
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MOCKOJIKY CYMIECTBYIOT COOCTBeHHbIC 3HAYCHUS, MX MOKHO PACIOJIOKATH
B BO3pacTaomeil II0c/efoBaTeILHOCTH. Ay = 0 ecTh cobGcTBeHHOe 3HAUCHHE,
KOTOPOMY COOTBETCTBYIOT TP¥ He3aBHCHMbIe cOOCTBEHHEIe Haphl. [y Kakmoro
TOJIORATEIHFHOTO COOCTBEHHOTO 3HAUEHMA TOT[A CYIIECTBYeT WJIM OfHA WA
NBe He3aBUCHUMEIE cOGCTBEHHEIE Maphl, JONycKalolue nocrpoenne. [lpurom Bee
coGCTBeHHBIE TIapBl MOKHO BHIOpATh TaK, YTOGH OHE OBIIM B3aWMHO OPTOIO-
HaJIbHBL.

B §§ 6 u 7 crponrca ¢ymrmua I'puAa u u3ydgaoTes ee cBOMCTBA, IPH IOMOIIA
KOTOPHIX Jajlee pemraercs TpoOieMa coOCTBeHHLIX 3HadeHmit. Oupemernenue
6 BBOJUT MHO;KEeCTBO &, HEKOTOPHIX KPaeBHIX IIap, ¥ B TeopeMe 6 JOKa3BIBATCH,
970 HW OJHO W3 HTUX MHOKECTB He IYCTO M YTO MMEIOT MeCTO COOTHOMICHWS
(8,5). Orcioma ciemyer, 9To CYHIECTBYET CUETHOE U TOJBKO CYETHOE MHOMKECTBO
cOOCTBeHHBIX 3HaU4eHMH 4, n 9ro lim 4, = - co. (8,5) BEIpaskaer T. HA3. MEHHU-

Nn—>00

MaJIbHOE CBOKCTBO 7%-T'0 COOCTBEHHOI'O 3HAYCHUS.

Haxonen omnpenensaorca obobmenuble Kodppunmentsr Dypre (9,3) mia
KasKIoi KpaeBoii Iaphl I MOKa3bkiBaeTcd, UTO 3T KOd((UIMeHTH yIOBIETBOPS-
1oT m3BecTHOMY pasencTBy Ilapcesana (9,4) m HepaBemcrBy Beccema (9,5).
Orciofa cileflyer, 9To cucreMa BceX COOCTBEHHEIX Iap fABIAETCA NOJHON 110
OTHOMIEHMIO K MHOKECTBO BceX KPaeBBIX Iap.
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