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Чехословацкий математический журнаж, т. 7 (82) 1957, Прага 

D E R GREENSCHE SATZ 

J O S E F KRÄL und JAN MAÔÏK, Praha. 

(Eingelangt 26. I I . 1956.) 

In diesem Artikel wird unter gewissen Voraussetzungen über die 
Funktionen P , Q die Formel 

f r IdQ dP\ 
j Pdx -i- Q dy = J Ij- — —1 . mdjc d^ dy 
к G 

bewiesen, wo К eine beliebige geschlossene rektifizierbare Kurve, 
ind^: z den Index des Punktes z in bezug auf К und G die Menge 
E[z; indj: z Ф 0] bedeutet. 

1. Es sei / = 99 + iip (99, yj reell) eine komplexe im Intervall <a, b} stetige 
Funkt ion. Wir nennen / von beschränkter Variation, wenn die beiden Funktionen 
(p, y) von beschränkter Variation sind. Die Menge aller in <a, 6> stetigen 
Funkt ionen von beschränkter Variation bezeichnen wir mit F(a, b). Wenn 
jetzt F = Ф + iW (Ф, W reell) eine komplexe in (a , 6> stetige Funktion ist, 
so setzen wir 

ь ъ ь ъ ь ь 
fF(t) df(t) = fFdf = /Ф dcp - JWdyj + i(f0 dip + JW df) . 

Es gilt die Beziehung 

jFdf = \im2F(tnj)A„,,, (1) 
a n->oo j = 1 

wo 

tnj = CL Л-j -~r~ (? = 0, 1, . . . , n), A^j = f(t^j) - /(^nj-i) (j = 1, •.-. n); 

ha t / ausserdem eine stetige Ableitung, so ist 

lF{t) dm = jF{t) fit) dt . (2) 
a a 

Ь 

Beim konstanten / ha t man also fF df = 0. 
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Wenn /i, /2 è V(a, Ь), so gilt ocj-^ -}- «3/2 e V{a, b) und 

jF d(«i/i + «2/3) = «1 /V dh + ОС, IF d/ 

für Je zwei komplexe Zahlen oci, oc^, insbesondere hat man 
ь ь 

fF d(«i/i + «2) = «1 JF d/i • (3) 
a t a 

Ist / e F(a, 6) und Fj_, -Fg» • • • ®î ^ gleichmässig in <a, 6> konvergente Folge 
von stetigen Funktionen, so haben wir 

jF„df~>jFdf, 
a a 

WO F = lim Fn ist. 
n->oo 

Wenn weiter / e F(a, b) und F eine komplexe auf der Menge /«a , 6>) stetige 
Funktion ist, dann ist auch F(f(t)) eine komplexe in <a, fe> stetige Funktion 
und wir setzen 

jF dx = jFim) dcpit) , jFdy = /V(/(0) dy,(t) , 
f a f a 

lFdz = iF(m)dm 
f a 

(wo f = (p + iyj, (p, гр reell). Es ist jF dz =: jF dx -\-i fF dy. Statt /i^^ dx -j-
/ / / / 

+ /#g dy schreiben wir kürzer JF-^ dx + î g dy. 

Wenn / € F(a, 6), g e V{c, d), f(b) = g(c) ist, dann verstehen wir unter 

die folgendermässen in <[a,b + d — c} definierte komplexe Funktion h: 

h{t) = f{t) , wenn a ^t ^b , 

h(t) = g(t -}- с — b) , wenn b <t <b + d — с . 
Es ist h€V{a.,ß), wo .oc = a, ß = b + d ~ c, und f((a,b))Ug{(c,d}) = 
= h{{(x,ß}). Wenn jetzt i^ eine komplexe auf der Menge М(ос, ß}) stetige 
Funktion ist, so haben wir 

J Fdx=: jFdx + jFdx, f Fdy = f ... + f ..., 
fUg f g fUg f g 

I Fdz = J... + j . . . . 
fug f g 

Es ist klar, was 
fiU...Ufn 

bedeutet, wenn fj € F(%, bj) (j = 1, ..., n) und /ДЬ )̂ = /i+i(%+i) Ü "^ 1> --.y 
^ — 1) ist. 
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Jedem / e V(a, Ъ) können wir die Funktion 

m = / ( - t) i-b^t^-a) 
zuordnen; es ist / e F(— b, — a), / « — b, — a)) = / « a , 6>) und 

^Fàx= - ^FAx, fFdy= - I ..., fFdz=^-l 

7 f f f 7 f 

für jede komplexe auf der Menge f{(a, b}) stetige Funktion F. 

Wir beweisen noch die elementare Abschätzung 

| П ( 1 + « , ) - 1 : | ^ е х р ( | к | ) - 1 

(4) 

(5) 

(oc-i, ,.., осп beliebige komplexe Zahlen). Setzen wir nämlich 

so gilt 

Y\ {l + o^Tc) ~ '^ = (Уг + ' ' ' + <Уп \ 
fc = i 

weiter haben wir offensichtlich 
1 '^ 

Darans folgt leicht die Ungleichung (5). 

2. Es sei / e F(a, b). Wenn die komplexe Zahl с nicht der Menge f{(a, b}) 
angehört, dann besteht die Gleichheit 

exp / r ^ - U (̂̂ )-̂ ^ (6) 

B e w e i s . Nach (1) gilt 

Г--^~ = hm i ^,f^ , 
J Z с n-»oo 3 = 1 Zj с 
/ 

wo zj =^ fia -\- j — — I . Es gibt ein (3 > 0 mit 

1 / ( 0 - c | è (5 

für jedes t e (a, 6>. Da / von beschränkter Variation ist, kann man eine Kon
stante W so bestimmen, dass 

n 

^ \^^ -— T!^ \ <r W 
Z^\^Q ^i - 1 I ^ ^^ 

für ^ = 1, 2, . . . ist. Wegen der gleichmässigen Stetigkeit von / gilt 

max |2^-z ,^„ i t = l f ^ - - > 0 . 
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Wenn wir noch die Funktion g mittels der Vorschrift 

e'(l - 2) = 1 + z^9(z) {g{0) = - i ) 

definieren, so ist g für alle z (auch für z = 0) stetig und es gilt 

f(a) - с 

m exp \ Д z- - с J 
zi — z: з~г = П ^f~—y • exp - V - ^ = П (1 + inf • Жт ' wo Vf 

Ans den Ungleichungen l^f | ^ —^— ^- ^ --r^ folgt, dass die Menge sämtli

cher Vf beschränkt ist. Es existiert also eine positive Zahl A mit der Eigen-
n 

Schaft, dass \g{vf)\ < Л für alle n, / i s t . Wir haben daher s^ = ^ \vf\^ . Ь(^?)1 ^ 

^ u»» ™ 2^ J Ж MAW 

wo (wegen (5)) \вп\ ^ e"^^ — l -> 0. Durch Limesübergang folgt nun aus (7) 
die Beziehung (6); damit ist der Satz bewiesen. 

3. B e z e i c h n u n g . Die Gesamtheit aller Funktionen f e V(a, b), für welche 
f(a) = f(b) ist, bezeichnen wir mit У^(а, b). Es sei ferner E^ die Menge aller 
(endlichen) komplexen Zahlen. 

4, Sei f € Vo{a, b). Wir setzen 

für jedes i^ e E^ — t{(fl, ЬУ). Dann nimmt die Funktion ind/ nur ganzzahlige 
Werte an und ist konstant auf jeder Komponente der Menge E^ -— f{(^a,b}); wenn 
|C| genügend gross ist, so gilt ind/ С = 0. 

Es sei weiter oc reell, ZQ komplex, w{z) = e^^z -\- ZQ (Z € E^), f'^{t) =• w{f(t)) 
{t € (a, b}). Dann ist /* e Fo(a, b) und 

ind/* w(C) = ind/ С (9) 

für jedes CeE^ — f{(a, b}). 

B e w e i s . Wegen (6) ha t man 

m - с , 
exp (/Ä) 
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für jedes С e ^ , - / « « , 6 » ; die Zahl ^ . Г - ^ ist also ganz. Wenn С С, 

f 
Сз, . . . € £'2 — / « а , &» und 1:^-^1: (resp. |^^| -> 00) ist, dann gilt 

gleichmässig für t ç <a, b>, so dass ind^^ Cn ~> ind^ С (resp. ind/ Cn -> 0) ist. 
Daraus ergibt sich folgendes: Die Funktion (8) ist auf der Menge E^ — f{(a, 6>) 
stetig und daher auf jeder Komponente dieser Menge konstant; ist |C| genügend 
gross, so hat man jind/ С| < 1 und folglich ind/ С = 0. Weiter erhält man nach (3) 

ъ 

(С € E2 —- f((a, b})). Damit ist alles bewiesen. 

5. B e z e i c h n u n g . Es sei yj eine reelle Funktion im Intervall (a,b}. Für 
t € (a, b} definieren wir die Funktion ^^ folgendermassen: Is t t e (a, b) und ip 

wachsend (resp. fallend) im Punkte t, sei r]^{t) = 1 (resp. 7]^(t) = — 1); in allen 
übrigen Punkten t von <a, &> sei r]^{t) = 0. Es ist also insbesondere rj^(a) = 

= %{b) = 0. 

6. Es sei f € Fo(a, b); es sei f(t) (reell und) ^ 0 für genau einen Wert t = to€ 

€ (a, b). Weiter setzen wir voraus, dass /(^0) < ^ ^^^ г}^^^) Ф 0, wo ip(t) = 
= Im f{t) ist. Dann gilt 

m d , 0 - - > 7 ^ ( g . (10) 

B e w e i s . I . Es sei zuerst ^^(^0) = 1- ^^ also а < t^ < b und ausserdem 
/(^0) reell, daher ^(^0) = ^ ist, können wir eine natürliche Zahl q so bestimmen, 
dass die Relationen 

a+^<t^< b--~, (in 

teL-~,t,\^yj(t)<0, (12) 

teLto+^\^W{t)>0 (13) 

bestehen. Für jedes n> q definieren wir nun erstens 

fni(t) = m U^t^t,~-IY 

tnS) - m к + \<1^ь\, 
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zweitens 

\ n nj 

und drittens 

Ki(t) = (1 - t) A, + tC, , KS) ^{l-^t)D, + tB^ (0 ^ ^ ̂  1) , 

wo 

Es gilt Im Cn < 0, Im D„ > 0; aus (12) und (13) folgt Im A^ < 0, Im B^ > 0, 
so dass Im KS) < ^^ "^^ K%{^) > ̂  für jedes t e <0, 1> und jedes n> q ist. Es 
sei nun 

n̂ =^ Im ^ ^nl ^ 9n^ %2 ^ /п2 

(dieses Symbol wurde im Abschnitt 1 definiert). Es ist leicht zu sehen, dass 
4 

In € Fo(^nj ßn)^ WO a^ = a, ßn = b [- 2 + 2л, und dass ln(t) ̂  0 für kein 
t € (^ocn, ßn} ist. Die zusammenhängende Menge der ;г ̂  0 ist daher ganz in 
einer einzigen Komponente von E^ — ̂ „«^n? ßn)) enthalten; man schliesst 
daraus nach Abschnitt 4, dass ind^„ z = 0 für jedes :г ̂  0 ist. Speziell hat man 
also ind^^ 0 = 0, d. h. 

•^/(1 '^ni Яп "•П2 • '«2 

Es gilt offensichtlich 

laut (2) hat man ferner 
1 

/T^ / H ^ ' - ( - ! ) - » • <"> 

Da Л , -> /(̂ o) Ф 0, C^ -> ~ |/(^o)| = /(̂ o) ^nd hnt(t) •= An + t(Cn - An) ist, so 

gilt j~-~j7z -> т7г\ gleichmässig in <0, 1>. Daraus ergibt sich 

1 1 

f ^^ г ^(^n + 4Gn - An)) .^ A^ г ^^ ^(). / 17 \ 
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desgleichen gut 

^ ^ ^ 0 . (18) 
/ г 

Aus (14)—(18) folgt unmittelbar 0 = ^~~.l I — + 2лг\, so dass in der Tat 

/ 
ind^. 0 = — 1 =: — rj^{tQ) ist. 

I I . Je tz t betrachten wir den Fall rjy^ito) — — 1. Wir bilden die Funkt ion 

/ (gemäss (4)); es ist ip{t) == Im f(t). Es gilt indj 0 = --—, i -^ = ~ --_^ . 

ZTZI J Z ZTCÎ 
f 

Ù.Z 

= —- ind^ 0; da Щ {— to) = 1 ist, so erhalten wir nach I. die Beziehung / 
indf 0 = -— > ;̂(— IQ). E S ist aber fjj;(— î o) = — ^^(^o)- Daraus folgt wieder 
indf 0 = — г1у,{1о), womit der Beweis beendet ist. 

7. Es sei f € Fo(a, 6), ip{t) = Im f{t)', x^, x^, у seien reell, x^ < x^] es sei J = 
= E[z; z = X -^ iy,x^ ^x -^x^). Wir setzen voraus, dass die Punkte Zj = Xj + 
+ iy (j = 1, 2) ausserhalb von f({a, b}) liegen und dass ri^{t) #= 0 für jedes 
t € f~^{J) ist. Dann ist die Menge f~^(J) endlich und es gilt 

ind^ Zj_ = indy ^ 2 + 2 %(^) • (1^) 
f{t)€j 

B e w e i s . Die Menge /~^(J) ist kompakt . Weil ip{t) = у und r]^{t) Ф 0 für 
jedes t € /"^(J) ist, sieht man leicht, dass jeder P u n k t von f~^{J) isoliert ist. 
Deswegen ist f~^(J) endlich. 

Es sei zunächst z^ = 0 (also у = 0, z^ = x^^ < 0). Die Formel (19) ist richtig, 
wenn die Menge f~^{J) leer ist. (Dann ist nämlich die Funktion ind/ konstant 
auf J und die Summe in (19) ist leer.) Es sei jetzt n ganz, ^ ^ 0; wir setzen 
voraus, dass unser Satz für den Fall, dass f~^(J) höchstens n Elemente hat , 
bereits bewiesen ist. Wir betrachten eine Funkt ion /, welche die Voraussetzun
gen des Satzes erfüllt und für welche die Menge /~^(J) aus n -\- l Elementen 
^1, . . . , t^, t^+^, wo t^< ... <tn< ^̂  + 1, besteht. Wegen ^{K+i) + 0 gilt 
ty^+j € {a, b). Es gibt ein ô > 0 {ô < min (6 — f^+j, t^+x ~ ^)) derart, dass die 
Zahl y)(t) für jedes t e (t^+i •— ô, t^+i -{- ô}, t + t^+i von Null verschieden ist. 
Wir setzen nun 

h(t) = m für te(a,t^^,~ô}, 

Ш = т für te{t^^, + ô,by, 

Шп,-1 - ô) = A , f{t,^, + ô) =^ в , 
hS) = -4(1 - о + ^, hS) =l-'t + Bt (0 ^ ^ ^ 1) , 

g = huhuh^uh. (20) 
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Es ist g e VQ{(X, ß), WO a = a, ß = Ъ -\- 2 — 20] àdblm A = ip{tn+i — ^) Ф 0 Ф 
Ф Im В, gilt weder \{1) ^ О noch h^{t) ^ 0 für ein t e <0, 1>. Daraus folgt 
g-i(J) ^ {̂ j, ..., Q. Aus rii,{t^) -= ri^{tj,) (k = I, ..., n), wo iu(t) = Im g{t), er
gibt sich nach der InduktionsVoraussetzung die Gleichheit 

n 

ind, z^ - ind, ^ 2 = 2 ^^(^) == 2 ^ (̂̂ )̂ • (21) 

Wenn wir noch 

Ш = т für te(t,^,~~-ÔJ,^, + ôy, 

h.^t) = hj(~t) für ^ € < - ~ l , 0 > , :?-=.l,2, 

Ä = /o и ^2 U Ä̂ i (22) 

setzen, so haben wir h € У^(у, s), wo y = t^.^^ — ô, e = t^^-j_-{- ô -\- 2. Es ist 
Ä(0 ^ ö für genau ein t e (y, s}, nämlich für t — t^+i; man hat (̂̂ n+x) "= 
= fi^n+i) < ö- Es gilt daher ind̂ ^ 2; == 0 für jedes z < f(tn+i); insbesondere ist 

ind;, z^ = 0 . (23) 

Wird v(t) = Im A(̂ ) gesetzt, so gilt 

Weil die Funktion h alle Voraussetzungen im Abschnitt 6 erfüllt, haben wir 
laut (10) 

ind;, z^= — r]y,{tn+i) . (24) 

Da 

f=^hUfoUU, (25) 

so folgt aus (20), (22), (25) die Gleichheit 

ind/ Zj = indg Zj + ind/̂  Zj (j = l, 2) , 

so dass (wegen (21), (23), (24)) 
n n-if-l 

indf z^ — inàf 2̂2 == 2 %{k) + 0 - (~ ^ (̂̂ ^+1)) == 2 ^^fe) 
к = 1 fe = 1 

ist. Damit ist der Satz für den Fall 2̂3 = 0 bewiesen. Der allgemeine Fall 
wird mittels der Transformation w{z) = z — ZQ und der Relation (9) erledigt. 

Bemerkung . Ein ähnlicher Satz gilt natürlich auch für ,,vertikale'' Strek-
ken; an Stelle von (19) tritt jedoch die Formel 

ind^ z^ = ixidf 2 :2—2 ^<p(^) (2^) 
f(t)eJ 

(wo Re z^ = Re 2:3, Im z^ < Im 2:3, (p(t) = Re f{t) und J = E[z; 2; = Re г̂  + 
+ iy, Imz^ ^ у ^Im z^] ist). Wenn wir nämlich w(z) = — iz, f^{t) = 
= îv(f(t)), À(t) = Im f^(t) setzen, so ist Re w(z-^) < Re w{z2), Im w(zi) = Im wiz^), 
aber ^л(̂ ) = — V<pi^)' Nun liefern (9) und (19) leicht die Formel (26). 
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8. Beze ichnung. E^ sei die Menge aller (endlichen) reellen Zahlen. Wenn 
A с E^, t € El ist, so setzen wir 

A] = E[x; X€Ei,x + it e A] , A] = E[y; у eE^J + iy e A~\ , 
9. Es sei f € Vo(a, b), К = f{{a, b}), G = E[z; ind/ z + 0]; F sei eine reelle 

auf der Menge GUК stetige Funktion. Wir setzen voraus, dass es eine Menge 
А С G gibt mit der Eigenschaft, dass A^ für fast alle y e E^ abzahlbar ist und 

dass für jedes z = x-\-iy€G — A die (endliche) Ableitung —-—̂  ^ exi

stiert. Dann ist die Menge Gl für fast alle y € E^ Vereinigung endlich vieler (be

schränkter) offener Intervalle, es existiert ferner für fast alle y das Perronsche 

Integral 

S(y) = / indAz + iy) . ^ ^ ^ - ^ àx ,*) (27) 
У 

die Funktion S ist nach Lebesgue integrierbar und es gilt 
fS{y)dy = lFdy. (28) 

Beweis. Es sei / == 99 + iip ((p,ip reell). Aus [3] (vgl. die Beziehung (0)) 
folgt, dass es eine Nullmenge M^ С E^ mit fj^(t) Ф 0 für jedes t e y)~^(Ei — Mi) 
gibt. (Für jedes у e Ei — Mi ist also die Menge ip^^(y) endlich.) Weiter be
zeichnen wir mit M2 die Gesamtheit aller y e Ei, für welche Al unabzählbar 
ist. (Nach Voraussetzung ist auch M2 eine Nullmenge.) Wir wollen zeigen, 
dass für jedes y e Ei — (Mi U M2) die Beziehung 

s(y) = 2 nm) %it) (29) 
wit)- y 

besteht. Es sei also Kl ^ {l^, ..., | J , 1̂  < l^ < ... < ^^, r ^ 0 (die Menge 
Kl ist endlich, weil Kl = (p('^~^(y)))- Wir schreiben noch ^Q = — 00, ^r+i = 
= 00. Auf jeder Menge Bj = E[z; z = x + iy, ij < x < f^+i] ist die Funktion 
indf konstant; es sei ind/ z == Ij für z e Bj. (Es ist natürlich 1^ = 1^^ 0.) Sei 
C,- = Ij + iy, N, = f-ЦQ (j =1,..., r). Es gilt 

и N, == ip-^y) . (30) 

Wir wählen noch die Zahlen Xj e (ij, ij+i) und setzen Zj = Xj + iy. Dann ist 
Ij = ind/ Zj für / = 0, ..., r. Schreiben wir in (19) Zj__i anstatt Zi, z^ anstatt 
Z2, so erhalten wir 

/,_i - / , = 2 %{t) . (31) 

*) Ist D = и (ар bj), wo «1 < 61 ^ ag < 62 ^ . . . ^ a„ < 6„, so definieren wir das 

Perronsche Integral j g(x) àx als S / g(x) dx, soweit die Perronschen Integrale j g(x) dx 

existieren. 
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Aus (30), (31) folgt also 

2 nm) v,{t) = 2 2 (̂/(0) %{t) = 2 ncà 2 %{t) = 

= 2 i^{C,)(/,-i - /,) = 2 1АЩ^^г) - Щд) • (32) 
3=1 i^l 

Wir bilden jetzt die Menge R aller h mit /;, #= 0. Es sei h e R, Für x e (l/,, ^u+i) 
setzen wir }i{x) == F[x + 2̂/)- 3^^ die Menge A]^ abzählbar ist, besitzt die Funktion 
h mit Ausnahme von höchstens abzählbar vielen x e Q]c,h-\-i) eine (endliche) 

Ableitung ]ъ'{х) = ——^ ^ ; ausserdem ist h stetig. Nach [1], Seite 465 bis 

/

c)F(x + iy) —^ ^ àx und hat den Wert 
dx 

Mh^i) - Hh) = î (U4-i) - ^(C;.). Aus der Gleichheit GJ ^ U (|„ |,^i) er-

gibt sich nun 

S{y) = 2 f i n d , {X + iy) . ^ l ^ - ± ^ . dx = 2 /.(i^(C.+i) - i^(CJ) = 

= 2^.(^(C,4i)- i^(C,)) . (33) 

Aus (32) und (33) folgt sofort (29). Nach [3] (Formel (3)) gilt jedoch 

/ # ày = /V(/(o) d (̂o ^ /( 2 (̂/(̂ )) .̂(̂ )) d̂  ; (34) 

durch (29), (34) ist (28) und damit der ganze Satz bewiesen. 
Bemerkung . Unter ähnlichen Voraussetzungen könnten wir die Gleich-

- / / / ind, (x + iy) . ^^ "̂̂  + '^^ dy] dx = s F àx (35) 
^Ло1 ду j f 

beweisen; statt (19) müssten wir aber die Formel (26) benützen. Sonst wäre 
der Beweis nicht wesentlich verschieden. 

10. Es sei f € Vo(a, b), К = f{(a, 6» , G = E[z; indf z + 0]. Es seien P, Q 
reelle auf der Menge GU К stetige Funktionen; es soll weiter eine Menge А С G 
existieren, so dass die Mengen A], A.^ für fast alle t e E^ abzahlbar sind und dass 
. . . 7 , , r^ л 1- rr. 7 ЛП •. dQ(x + iy) dPix-\-iy) fur jedes z = x -{- гу e G — A die endlichen Ableitungen ^^ , —^—- ^^ 

vorhanden sind. Ausserdem sollen noch die Lebesgueschen Integrale 

f indf . —— d^ dy, J indf . —- dx dy 
G ^X G су 

existieren. Dann gilt 

Ij^'ifi^i: -'^)d^<^y - jPà^ + Qày . 

(Dieser Satz folgt unmittelbar aus (27), (28) und (35)). 
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Bemerkung . Aus [2], Satz 1 folgt leicht, dass die Mengen Ä], A^ sicher 
dann für fast alle t e E^ abzählbar sind, wenn A messbar und nirgends dicht 
ist und wenn A], A'^^ für alle t e E^^ nur abzählbar viele Komponenten besitzen. 

11. Es sei f € Уа(а, b), 0 = E[z; ind/ г Ф 0]. Dann gilt 
J\indf(x -}- iy)\dx dy < oo . (36) 
(} 

Beweis. Wir setzen К ^= f{(a,by). Da ind^ messbar (sogar stetig) auf 
E^ — К ist, existiert das (endliche oder unendliche) Lebesguesche Integral 

I == / |ind/(ir + iy)\ dx dy , 
G 

Nach dem Satze von Fubini gilt 
I = f { J \indf{x + iy)\ dx) dy . (37) 

у 

Es gibt ein zl > 0, so dass 
(GUK)IC(- Л,Л) (38) 

für jedes у e E^ ist. 
Es mögen ip, M^ dieselbe Bedeutung wie im Abschnitt 9 haben. Wird unter 

q{y) die Anzahl der Elemente von гр~\у) verstanden, so folgt aus [4], S. 280, 
die Ungleichung 

jq{y) dl/ < cx) , (39) 
Ex 

weil гр eine in <a, 6> stetige Funktion von beschränkter Variation ist. 

Es sei у eE^ — M^, x e G], Dann ist щ{Ь) Ф 0 für jedes t e ip~^{y). Setzen 
wir noch z^ = x + iy, z.^ ^ Л + iy, so ist nach (38) ind/ z^ = 0 und es folgt 
aus(19) 

|ind/(2: + iy)\ = \indf z^ — ind/ z^\ < ^ \fj^{t)\ ^ q(y) . 
f{t)eJ 

Deshalb hat man nach (38) 
/ lind/(x + iy)\ dx ^ 2Aq(y) . 

Nach (39) und (37) ergibt sich hieraus die Behauptung (36). 
Bemerkung 1. Es ist leicht zu sehen, dass /«a , 6>) eine Nullmenge ist; 

(36) ist daher äquivalent mit 

/ |ind/ {x + iy)\ dxdy < oo . 

Bemerkung 2. Aus 11 folgt leicht, dass die Integrale 

/ ind. . -^ dxdy , f i n d . . - ^ dx dy 
i ^ dx ^ ' i ^ dy 

(vgl. den Abschnitt 10) sicher existieren, wenn die Jbunktionen y - , ^ 

auf der Menge G beschränkt sind. 
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Резюме 

ТЕОРЕМА ГРИНА 

ЙОСЕФ КРАЛ (Josef Kral) и ЯН МАРЖИК (Jan Marik), Прага. 

(Поступило в редакцию 27/11 1956 г.) 

Пусть 99, t/; — непрерывные вещественные функции с ограниченным 
изменением в интервале <«, 6>; пусть f = q) + itp. Если F — непрерывная 
комплексная (или вещественная) функция на множестве /«Ö^, Ьу), то по-

ь ь 
ложим JFdx = JF(f{t))d(p(t), JFdy = f F(f(t)) dyj(t), JF dz = f F dx + 

f a f a f f 
-\~ifF dy. Далее, пусть E^ (соотв. E^^ означает множество всех (конечных) 
вещественных (соотв. комплексных) чисел. Если А С £'2> ^ ^ ̂ i» обозначим 
А] = Е[х € Е{, X -\~ite А], А].= Е[у с Е{, t +iy€ А]. Пусть еще Vo(a,b) — 
множество всех непрерывных комплексных функций / с ограниченным 
изменением в интервале (а, by таких, что f{a) = f(b). Если f€Vo{a,b), 
определим на множестве Е^ — f({(i, 6)) функцию ind .̂ формулой (8). В этих 
обозначениях имеет место следующая теорема: 

Пусть f € Vo{a, 6), К = f{(a, by), G = E[z\ ind^z =# 0]. Пусть F — непре
рывна на G и К; пусть А Q G такое, что А^ счетно для почти всех у € Е^ 

. ' П А О dF{x + iy) и что для z = x-{-iy€G—Л существует конечная производная . 

Тогда для почти всех у е Ei мномсество G^ является соединением конечного 
числа ограниченных открытых интервалов, существует интеграл Перрона 
S{y) {см. (27)) и имеет место равенство (28). 

При аналогичных предположениях справедливо равенство (35). Отсюда^ 
наконец, вытекает следующая теорема: 

Пусть / € Fo(a, b), К = f{(a, 6», G = E[z; ind^ z Ф 0]. Пусть P, Q -~~-
непрерывные функции на G U К; пусть A •— такое мноэ^сество {А С G)^ 
что А \ , A'^^ счетны для почти всех t е Е^ и что для всех z = х -\- iy i G — А 
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dQ{x +Чу) дР{х +iy) ^ ^ существуют конечные производные • ^ , . ПредполооФсим 

далее, что существуют интегралы Лебега 

J ind/ z . — i - i dx ày, f inàf z . dx dy . 
в äy Q ox 

Тогда 

Отметим еще, что / | i nd / ]da ;d^< со (см. теорему 11). Следовательно, 
G 

интегралы / indf . -— dx dy, findf . —— do; dy существуют, если функции 

дР dQ ^ -—, -— ограничены на множестве G. ду дх 
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