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Yexocaopankuii MaTemMaTHIeCEmil xypuax, T. ¢ (82) 1957, IIpara

DER GREENSCHE SATZ

JOSEF KRAL und JAN MARIK, Praha.
(Eingelangt 26. I1. 1956.)

In diesem Artikel wird unter gewissen Voraussetzungen tiber die
Funktionen P, @ die Formel
oQ oP

dex—}—Qdy:f(————~).index(1y
J ; ox oy

bewiesen, wo K eine beliebige geschlossene rektifizierbare Kurve,

indg z den Index des Punktes z in bezug auf K und G die Menge
E[z; indg z £ 0] bedeutet.

1. Es sei f = ¢ + iy (¢, p reell) eine komplexe im Intervall {a, b) stetige
Funktion. Wir nennen f von beschrinkter Variation, wenn die beiden Funktionen -
@,y von beschrinkter Variation sind. Die Menge aller in {(a, b) stetigen
Funktionen von beschrinkter Variation bezeichnen wir mit V(a, ). Wenn
jetzt F = @ + ¥ (D, ¥ reell) eine komplexe in {(a, b) stetige Funktion ist,
so setzen wir

b b b b b b
[F(t)df(t) = [Fdf = [@dp — [P dy + i([®dy + [P de) .
Es gilt die Beziehung
b n
[Fdf =1lim Y F(t,;) 4,,;, (1)

N—>00 j=1

wo
b—a . .
thi=a-+) 0 G=0,1,...,m), A,; = f(tp;) — [tni-1) G =1, ..., n);

hat f ausserdem eine stetige Ableitung, so ist
b b
JE() df(t) = [F(t) f'(¢) de . (2)

b
Beim konstanten f hat man also [F df = 0.
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Wenn f,, f, e V(a, b), so gilt «,f; + a.f, € V(e, b) und

b b b
de(O‘lfl +“2f2):“1def1+“2def2

fiir je zwei komplexe Zahlen «,, «,; insbesondere hat man
b b
[F d(oyfy + o) = oy [F df, . (3)

Ist feV(a,b) und F,, F,, ... eine gleichméssig in {a, b) konvergente Folge
von stetigen Funktionen, so haben wir

b b
[F,df — [Fdf,
wo F = lim F, ist

Wenn weiter f e V(a, b) und F eine komplexe auf der Menge f({a, b)) stetige
Funktion ist, dann ist auch F(f(t)) eine komplexe in {a, by stetige Funktion
und wir setzen

dex—wa))chp dey—fF (1) dy(t) ,

JF dz= f F(f(#)) df(t)
(wo f = @ + iy, @, p reell). Es ist fF dz = fF dx + szdy Statth dzx +
+ f F, dy schreiben wir kiirzer f F, dx + F, dy

Wenn f e V(a, b), g € V(c, d), f(b) = g(c) ist, dann verstehen wir unter

fug
die folgendermassen in (a,b -+ d — ¢)» definierte komplexe Funktion A:
h(t) =f(t), wemn a=t=5b,
ht) =gt +¢c—b), wenn b<t<b-+d—c.
Es ist heV(x, ), wo a=a, f=b-+d—c, und f({a,by)Ug((c,d)) =
= h({«x, f>). Wenn jetzt F eine komplexe auf der Menge h({x, f)) stetige
Funktion ist, so haben wir

[ Fde=[Fdo+ [Fdo, [ Fdy=[..+[..

FUg g

dez—ff...—|~f....

fug
Esist klar, was
hu...Ufa
bedeutet, wenn f; e V(a;, b;) (j = 1 .on) und f;(b;) = fii(@ie1) (3= 1,...,
n — 1) ist.
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Jedem f € V(a, b) konnen wir die Funktion
f=f—1 (—b=t<—a
zuordnen; es ist fe V(—b, — a), f((— b, — ay) = f({a, b)) und

!Fdxz—dez, [de:—f_“, dezz_#f.-
f f f I f f

(4)

fiir jede komplexe auf der Menge f({a, b)) stetige Funktion F.
Wir beweisen noch die elementare Abschétzung

n n 5
ITT(+ o) — 1 = exp(S o) — 1 ©)
k=1 k=1
(0¢15 -« .5 x, beliebige komplexe Zahlen). Setzen wir namlich
0, = z g, 05 (r=1,...,m),

1<5,<jy<..<i, SN

so gilt
[T +a) — 1 =0y + ..+ 0,5

k=1

weiter haben wir offensichtlich
1 n
IGrl = ﬂ (121 |“k})r .

Daraus folgt leicht die Ungleichung (5).

2. Es sei feV(a,b). Wenn die komplexe Zahl ¢ nicht der Menge [({a b)
angehort, dann besteht die Gleichhert

dz |\ f(b) — ¢ .
exp (fz#Z) — = (6)

f

Beweis. Nach (1) gilt

dz i n — zn
3 J j-1
f‘*‘*' = lim E s,

z—cC nswj-1 2y —C

wo z;l:f(a+jé;—a). Es gibt ein 6 > 0 mit

lfit) —c| =0

fiir jedes t € {a, by. Da f von beschriankter Variation ist, kann man eine Kon-

stante W so bestimmen, dass
n

214 — gLl < W
im1
firn = 1, 2, ... ist. Wegen der gleichmiissigen Stetigkeit von f gilt
max |2} — 2 4| =M,—>0.

1<jsn
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Wenn wir noch die Funktion g mittels der Vorschrift
e(l—2) =1+29() (§0)=—1)

definieren, so ist g fiir alle z (auch fiir z = 0) stetig und es gilt

f@—c ( S 4= z) _

f) —c¢ -’ T2t —c
p_z?—l

" 5 __om n
=1 5 Sy exp (g’—z;—%’-;—l) =TT + @me.g@r), wo v = i
_ i

- n o__ n __
i=1 %5 c j Z; c

Aus den Ungleichungen |v?| < IEZ_TZ?;II = Mgf folgt, dass die Menge sdmtli-

cher »? beschrinkt ist. Es existiert also eine positive Zahl 4 mit der Eigen-

schaft, dass |g(v7)| < 4 fiir alle n, j ist. Wir haben daher s, = . [v2[2. g(v7)| <
i-1

M, AW

5 — O und

IA
\%ZE

A=

|27 — 274 %
)

i1 0

L= exp (Z?{{T) —Tla+ep.gem =146,

wo (wegen (5)) |0,] < e» — 1 — 0. Durch Limesiibergang folgt nun aus (7)

die Beziehung (6); damit ist der Satz bewiesen.

3. Bezeichnung. Die Gesamtheit aller Funktionen f € V(a, b), fiir welche
f(a) = f(b) ist, bezeichnen wir mit V,(a, b). Es sei ferner £, die Menge aller
(endlichen) komplexen Zahlen.

4. Sei f e Vy(a, b). Wir setzen
. 1 dz
7

far jedes e By — f({a, b)). Dann nimmt die Funktion ind; nur ganzzahlige
Werte an und ist konstant auf jeder Komponente der Menge E, — f({a, b)); wenn
|¢] geniigend gross ist, so gilt ind; & = 0.

Es sev weiter o reell, z, komplex, w(z) = etz 4 2, (z € E,), f*() = w(f(¢))
(t € {a, b)). Dann ist f* € Vy(a, b) und

fir jedes { € B, — f({a, b)).
Beweis. Wegen (6) hat man

dz \ _fb) —¢
* ex"(fz—c):ﬂa)—-c:l
f
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fiir jedes ¢ B, — f((a, b>); die Zahl — _dz
2m z— ¢
7
Coporr€ By — f({a, by) und ¢, — ¢ (resp. [, — o0) ist, dann gilt
1 1 1
O —¢, ft)—¢ (,‘eSP' - 0)

gleichmissig fiir ¢ (a, b), so dass ind, ¢, —ind, { (resp. ind, {, — 0) ist.
Daraus ergibt sich folgendes: Die Funktion (8) ist auf der Menge E, — f({a, b))
stetig und daher auf jeder Komponente dieser Menge konstant; ist || geniigend
gross, so hat man |ind, | < 1und folglich ind, { = 0. Weiter erhilt man nach (3)

1 2 d(e=f(t) + z) df(t) N
lndf" w(C) o fei“f(t) + 20 — (ei"‘C + zo) ft) _fz in df S

ist also ganz. Wenn ¢, ¢,,

(e By, — f({a, b))). Damit ist alles bewiesen.

5. Bezeichnung. Es sei ¢ eine reelle Funktion im Intervall (a, b). Fiir
t € (a,by definieren wir die Funktion 7, folgendermassen: Ist ¢ ¢ (a, b) und y
wachsend (resp. fallend) im Punkte ¢, sei 7, (t) = 1 (resp. n,(f) = — 1); inallen
iibrigen Punkten ¢ von (a, b) sei 7,(f) = 0. Esist also insbesondere 7,(a) =
= 7,(0) = 0.
6. Es sei f e Vyla, b); es sei f(t) (reell und) = 0 fir genaw einen Wert { =ty «
e {a,b). Weiter setzen wir voraus, dass f(ty) < 0 und n,(t) + 0, wo () =
= Im f(¢) vst. Dann gilt
ind; 0 = — n,(%) - (10y

Beweis. I. Es sei zuerst 7,(t) = 1. Da also a <t, < b und ausserdem
f(to) reell, daher y(t,) = O ist, konnen wir eine natiirliche Zahl q so bestimmen,
dass die Relationen

1 1 ,
<t < b——, (11)
@ty <h q
te(t0~$, to):>lp(t) <o, (12)
te(to, ty +$):>1p(t) ~ 0 (13)

bestehen. Fiir jedes n > ¢ definieren wir nun erstens
1
ful®) = 1®) (a i<t ;) ,

b),

=t

I\

Fualt) = 1(8) (to +

S|~
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zweitens
it 1 1
ga(t) = |f(ts)] . et (-«n +- §t§n_ﬁ)

und drittens

wo .
1 1 1 1
Aan(to“;), Bn:f(to_*_ﬁ)) Cn———gn(——n—l—%), Dn:gn(n——ﬁ).

Es gilt Im C,, < 0, Im D,, > 0; aus (12) und (13) folgt Im 4,, < 0, Im B, > 0,
so dass Im A,,(t) < 0, Im A,,(t) > 0 fiir jedes ¢ € (0, 1> und jedes n > ¢ ist. Es
sei nun '

= fnlUanUQnUhnzufnz
(dieses Symbol wurde im Abschnitt 1 definiert). Es ist leicht zu sehen, dass
L, € Vo(cn, Bn), WO &, = a, ﬂn_b—~—+—2+2n und dass [,(f) = 0 fiir kein

t € {&y, B,y ist. Die zusammenhingende Menge der z < 0 ist daher ganz in
einer einzigen Komponente von E, — l,({«,, f,>) enthalten; man schliesst
daraus nach Abschnitt 4, dass ind,;, z = 0 fiir jedes z < 0 ist. Speziell hat man
also ind;, 0 = 0, d. h.

1 dz
Tm(f?Jrf...Jrf...+f...+f...):0 m>q. (14)
Fa hpy In [ Tna

Es gilt offensichtlich
f dz I f dz dz (15)

laut (2) hat man ferner

1
-
n

& flagieley 2 .
f—z—_ f »|7A—I ot —z(zn—h—)—>2m. (16)

da 1
=
n

Da A4, — f(t )4:0 C,— — [f(t,)| = f(t,) und h,,(f) = A + ¢(C, — 4,) ist, so

1
it —— leichméssig in (0, 1>. Daraus er 1bt sich
G T gin <0, - e

dz . +tC, — n)) .
f f 0] G — ")f Ty 0D

240



desgleichen gilt

dz
—~—0. (18)
hn!
. 1 dz . .
Aus (14)—(18) folgt unmittelbar 0 = 5 - + 2m1], so dass in der Tat
7
ind, 0 = — 1 = — y,(t,) ist.
II. Jetzt betrachten wir den Fall 5,({,) = — 1. Wir bilden die Funktion
e > 1 dz 1
iss (4)); es ist #(f) — CBsgilb ind; 0= — [ - 1.
[ (gemiass (4)); es ist 9(t) = Im f(¢). Es gilt ind; 0 50 > 5
d 7
. f ?z = — ind, 0; da %} (— {,) = 1 ist, so erhalten wir nach I. die Beziehung
¥
indf 0 = — n3(—¢t,). Es ist aber n;(— t,) = — n,(t,). Daraus folgt wieder
ind; 0 = — 7,(f,), womit der Beweis beendet ist.

7. Es sei f e Viy(a, b), w(t) = Im f(t); x;, @y, y seien reell, x, < xy; es sei J =
=Hzz=24 1y, 2, < v < x,). Wir setzen voraus, dass die Punkte z; = x; +
+ 1y (j = 1, 2) ausserhalb von f({a, b)) liegen und dass n,(t) + 0 fir jedes
t e f~YJ) ist. Dann ist die Menge f~1(J) endlich und es gilt

ind,z, =ind, 2z, + > 7,(). (19)
(e

Beweis. Die Menge f~1(J) ist kompakt. Weil y(¢) = y und 7,(f) * 0 fiir
jedes t e f~1(J) ist, sieht man leicht, dass jeder Punkt von f~(J) isoliert ist.
Deswegen ist f~1(J) endlich.

Es sei zunéchst z, = 0 (also y = 0, 2, = 2; < 0). Die Formel (19) ist richtig,
wenn die Menge f~1(J) leer ist. (Dann ist ndmlich die Funktion ind; konstant
auf J und die Summe in (19) ist leer.) Es sei jetzt n ganz, n = 0; wir setzen
voraus, dass unser Satz fiir den Fall, dass f~1(J) hochstens n Elemente hat,
bereits bewiesen ist. Wir betrachten eine Funktion f, welche die Voraussetzun-
gen des Satzes erfiillt und fiir welche die Menge f~%(J) aus » + 1 Elementen
by ceos by byypy, WO b < ... <t, <t,.;, besteht. Wegen 7#,(t,.,) =0 gilt
tni1€(a,b). Es gibt ein 6 > 0 (6 < min (b —¢t,.,, t,+; — a)) derart, dass die
Zahl y(¢t) fiir jedes t e (t,.; — 0,t,.1 + 6, t & t,,; von Null verschieden ist.
Wir setzen nun

hLt) = ft) fir teda, by —0),
fot) = f(t) fir tedt,iq +90,b),
f(t,H,l—(S):A, f(tn+1+5):B:
h(t) =40 —t) +t, h(t)=1—t+ Bt (0=t=1),
9=hHUkUhUF,. (20)
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Esist geVy(o,B), wox=a,f=b+2—25;daImA4 =y(t,,, —9) 0 =+
+ Im B, gilt weder h,(t) = 0 noch %,(t) =< 0 fiir ein ¢ € {0, 1). Daraus folgt
gJT) = {ty, ..., ta}. Aus () = n,(&) (k=1,...,n), wo u(t) = Im g(t)," er-
gibt sich nach der Induktionsvoraussetzung die Gleichheit

ind, 2, — ind, z, = ZmW=ZmM~ (21)
a(t)e k-1

Wenn wir noch
folt) = f(t) fir tedlyy — 0, by + 0y,
hi(t) = hy(— ¢t) fir te(— 1,00, j=1,2,
ho=foUhyUh, (22)
setzen, so haben wir A eV(y,¢), wo y =t,,;, — 8, e =t + 6 + 2. Es ist

h(t) =< 0 fiir genau ein te (y, ¢», ndmlich fir ¢ =¢,,,; man hat Ak, ,) =
= f(t,+1) < 0. Es gilt daher ind, z = 0 fiir jedes z < f(t,.,); insbesondere ist

ind,z = 0. (23)
Wird »(¢) = Im A(t) gesetzt, so gilt
"7w(tn+l) = nw(thrl) :*: 0 .

Weil die Fuﬁkt-ion h alle Voraussetzungen im Abschnitt 6 erfiillt, haben wir
laut (10)

ind;, 2 = — 7, (tu ) - (24)
Da
f=hVUfUfl., (25)
so folgt aus (20), (22), (25) die Gleichheit
ind;z; = ind, 2; + indy2; (J =1, 2),
so dass (wegen (21), (23), (24))

n n41
ind; 2; — ind, 2, =kzlnw(tk) + 0 — (— 1,(tns1)) =k21m(tk>

ist. Damit ist der Satz fiir den Fall z, = 0 bewiesen. Der allgemeine Fall
wird mittels der Transformation w(z) = z — 2, und der Relation (9) erledigt.

Bemerkung. Ein dhnlicher Satz gilt natiirlich auch fiir ,,vertikale* Strek-
ken; an Stelle von (19) tritt jedoch die Formel

ind, z, = ind; 2z, — > 7,(f) (26)
#(tyed
(wo Rez, = Rez,, Imz, <Imz, ¢¢)=Ref(t) und J = E[z;z2= Rez, +
+dy, Imz, =y <Imz,) ist). Wenn wir nimlich w(z) = — iz, f*() =
= w(f(t)), A(t) = Im f*(t) setzen, so ist Re w(z;) < Re w(z,), Im w(z;) = Im w(z,),
aber 7,(t) = — 7,(t). Nun liefern (9) und (19) leicht die Formel (26).
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8. Bezeichnung. £, sei die Menge aller (endlichen) reellen Zahlen. Wenn
AC E,, teE, ist, so setzen wir

At = Blx;xeB,x+ite A], Al =Ely;yeE,t+iyeA].

9. Es sei feVy(a,b), K = f(a,b)), G = E[z;ind;z * 0]; F set eine reelle
auf der Menge G U K stetige Funktion. Wir setzen voraus, dass es eine Menge
A C G gibt mit der Eigenschaft, dass A} fir fast alle y ¢ B, abzihlbar ist und

dass fir jedes z =z + iy e G — A die (endliche) Ableitung ?ﬂg—c—a—:i—w—) ext-
stiert. Dann ist die Menge G fir fast alle y € E; Vereinigung endlich vieler (be-
schrinkter) offener Intervalle, es existiert ferner fur fast alle y das Perronsche
Integral
. . oF(x 41
S) = [ indy(z + iy) . T W)
01} ax
die Funktion S ist nach Lebesgue integrierbar und es gilt
[Sy) dy = ffF dy . (28)
Ey
Beweis. Es sei f = ¢ 4 iy (¢, p reell). Aus [3] (vgl. die Beziehung (0))
folgt, dass es eine Nullmenge M, C £, mit 5,(t) = 0 fiir jedes t e p "1 (B, — M,)
gibt. (Fiir jedes y ¢ B, — M, ist also die Menge y~(y) endlich.) Weiter be-
zeichnen wir mit M, die Gesamtheit aller y ¢ E,, fiir welche A} unabzihlbar
ist. (Nach Voraussetzung ist auch M, eine Nullmenge.) Wir wollen zeigen,
dass fiir jedes y ¢ £, — (M, U M,) die Beziehung

da %) (27)

S(y) = Z F(f(0) n,(0) (29)

(i) ~y
besteht. Es sei also K = {&, ..., &}, &§ <& < ... <&, r =0 (die Menge
K} ist endlich, weil K} = ¢(y~'(y))). Wir schreiben noch & = — oo, &, =

= 0. Auf jeder Menge B; = E[z;z = x + iy, &; < « < &;,,] ist die Funktion
indf konstant; es sei ind, z = I; fiir z € B;. (Es ist natiirlich I, = I, = 0.) Sei
(=& + 1wy, N; = f1 7_] .., 7). Es gilt

U, =y (30)

Wir wihlen noch die Zahlen z; ¢ (£;, &;,) und setzen z; = x; + 4y. Dann ist
I; = ind,z; fir j = 0, ..., 7. Schreiben wir in (19) z,_, anstatt z,, z; anstatt
24, SO erhalten wir

L = I = 2 1,(0).- (31)

n
*) Ist D = U (a- b;), wo a; <b; <a, <b, <...<a, <b,, so definieren wir das

Perronsche Integral f g(x) dz als E f g(x) dx, soweit die Perronschen Integrale f g(x) dz
i-1a;
existieren. !
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Aus (30), (31) folgt also
2 FUO () = 2. 2 FHO) n,(0) = z &) 2 mh) =

v(t) =y
r-1

:ZIF Wy — 1) = 2117(17 iv1) — F(C,-)) . (32)

Wir bilden jetzt die Menge R aller k£ mit I;, &= 0. Es sei k ¢ R. Fiir x € {&, &1
setzen wir h(x) = F(x + 1y). Da die Menge A; abzéahlbar ist, besitzt die Funktion
‘h mit Ausnahme von héchstens abzahlbar vielen x € (&, &, ;> eine (endliche)
oF (x + 1y)

Ableitung A'(z) = o

; ausserdem ist h stetig. Nach [1], Seite 465 bis

Er+1
466, existiert das Perronsche Integral f W dz und hat den Wert

&
h(Epin) — B(E) = F(&pin) — F(E). Aus der Gleichheit G} :kU (&, Erv) €I

gibt sich nun
Skt
=3 [ind, @ + ). W@ LW 4y = 3 1,(F(E) — F(E) =

ker

= gllf(F(c,-H) — (&) (33)
Aus (32) und (33) folgt sofort (29). Nach [3] (Formel (3)) gilt jedoch
fF dy = fF (/(8)) du(t) = [( (g (1)) m,(8)) dy ; (34)

durch (29), (34) ist (28) und damit der ganze Satz bewiesen.
Bemerkung. Unter dhnlichen Voraussetzungen konnten wir die Gleich-

heit
~ f(fmdf vty TEE W g,
£\ g2 oy
beweisen; statt (19) miissten wir aber die Formel (26) beniitzen. Sonst wire
der Beweis nicht wesentlich verschieden.

10. Es sei feVya,b), K = f({(a, b)), @ = E[z;ind;z * 0]. Es seien P, Q
reelle auf der Menge G U K stetige Funktionen; es soll weiter eine Menge A C G
existieren, so dass die Mengen A}, A2 fir fast alle t € E, abzihlbar sind und dass
oQx +iy) oP@ + iy)

ox ’ oy
vorhanden sind. Ausserdem sollen mnoch die Lebesqueschen Integrale

. oQ . oP
(j;md, T da dy, !md, Ty dx dy

)dx dex (35)

fiir jedes z = x -+ 1y e G — A die endlichen Ableitungen

existieren. Dann gilt

fmd, (Q aag)dxdyszdx+Qdy.
¥

(Dieser Satz folgt unmittelbar aus (27), (28) und (35)).
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Bemerkung. Aus [2], Satz 1 folgt leicht, dass die Mengen A}, A% sicher
dann fiir fast alle ¢ ¢ £, abzéhlbar sind, wenn 4 messbar und nirgends dicht
ist und wenn A%, 42 fiir alle ¢ ¢ E, nur abzihlbar viele Komponenten besitzen.

11. Es sei f e Vy(a, b), @ = E[z;ind; z + 0]. Dann gilt
[lindy(z + iy)| de dy < oo . (36)

Beweis. Wir setzen K = f({a, b)). Da ind; messbar (sogar stetig) auf
E, — K ist, existiert das (endliche oder unendliche) Lebesguesche Integral

I = [ |indy(z + iy)| dz dy .

Nach dem Satze von Fubini gilt
I = [([|indy(x 4 ty)| dz) dy . (37)
A |

G
Es gibt ein 4 > 0, so dass !
(GUK)C (— 4, 4) (38)
fiir jedes y € £, ist.
Es mogen v, M, dieselbe Bedeutung wie im Abschnitt 9 haben. Wird unter
q(y) die Anzahl der Elemente von y~!(y) verstanden, so folgt aus [4], S. 280,
die Ungleichung

Jaly) dy < o, (39)

weil y eine in {a, b) stetige Funktion von beschrinkter Variation ist.

Es sei ye B, — M,, x ¢ G;. Dann ist 7,(t) + 0 fiir jedes t e p~1(y). Setzen
wir noch z, = x + 4y, 2z, = A + 4y, so ist nach (38) ind; z, = 0 und es folgt
aus (19)°

lind,(x + 4y)| = |ind, 2z, — ind; 2, éf(%ln.,(t)l =q() -

Deshalb hat man nach (38)
[ lindy(x 4 iy)| d < 24q(y) -

¢l
Y
Nach (39) und (37) ergibt sich hieraus die Behauptung (36).
Bemerkung 1. Es ist leicht zu sehen, dass f({a, b)) eine Nullmenge ist;
(36) ist daher aquivalent mit

[ |ind; (z + dy)| de dy < oo .

Bemerkung 2. Aus 11 folgt leicht, dass die Integrale
oP

. oQ .
Gfmd,.%dxdy, Gfmd,. Em dz dy

; . .. . . o oP
(vgl. den Abschnitt 10) sicher existieren, wenn die Funktionen o’ oy

auf der Menge @ beschriankt sind.
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Pesome
TEOPEMA T'PUHA

MOCE® KPAJI (Josef Kral) m SIH MAPKUK (Jan Maiik), Ilpara.
(IToctymnio B pegakmuio 27/I11 1956 r.)

[Iycrs ¢, 9 — HempepsBHBIE BemecTBeHHbe (YHKIMA ¢ OrPaHMYCHHBIM
u3MeHeHueM B wHTepBase {a, b); nycrs f = ¢ + ity. Ecim F — HempepuiBHas
KOMIJICKCHAS (mm BeIleCcTBeHHAsT) (l)ylmupm Ha MHOskectBe f({@, b)), To moO-

JIOKAM dex fF(f(t )) de(2), dey = fF(f(t)) dy(t), fF dz = dex +
+ sz dy ,Hanee, nycrs B (COOTB E,) oznagaer MHO}KGCTBO BCex (KOHe‘IHHX)

BemeCTBeHHHX (coorB. KoMmeKkcHBIX) yncen. Ecim A C E,, te B, o6o3Hauum
A} = ExeE;x +ite A, A} = Ely e Ej; t + iy e A]. Ilycrs eme Vo(a, b) —
MHOKECTBO BCeX HENPEPHIBHBIX KOMINIEKCHBIX (YHKIHMHA f ¢ OrpaHHYeHHBIM
u3MeHeHneM B umHTepBalie <@, b) Takmx, uro f(a) = f(b). Ecum fe Vy(a,b),
onpenenum Ha MHOKecTBe B, — f({a, b)) pynrunio ind; opmymoii (8). B arux
0003HAYEHUAX NMEEeT MEeCTO CJeyIomasa TeopeMa:

IIyemo feVy(a,b), K = f({a, b)), G = E[z;ind, z == 0]. Ilycmv F — nenpe-
puena na G U K; nyemv A C G makoe, wmo A} cvemno das noumu écex y € E,
u umo dan z=1x + 1y e G — A cywecmeyem KoOHeuHAS NPOUIBOOHAS aFLa:@l) .
Toeda dasn noumu ecex y € Ey muoncecmso G agasemes coedQunenuem KOHEUHO2O
UUCAA 02PAHUMEHHBLL OMEPLUMLLY UHMEP6anos, cywecmeyem unmeepan Ileppona
S(y) (cx. (27)) u umeem mecmo pasencmeo (28).

ITpm amamorm9HEIX IPERIOJIOKEHUAX cIpaBeiInBo paBeHcTBO (35). Orciona,
HaKOHell, BBITEKaeT CJIeLYIONasa TeopeMa:

IIycmy f e Vo(a, b), K = f({a, b)), @ = E[z; ind; z + 0]. Ilycmv P, @ —
nenpepuisnvie pynryuu na G U K; nyemv A — makoe muomncecmso (A C G),
umo Ay, A} cvemmuu daa noumu ecex t € Ey u umo 0asn 6cexz =z + iy e G — A
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0 iy) oP i
Cywecmeyiom KOHEeUHble NPOU3BO0HbBIE O +iy) , (@ +w) . IIpednoroncunm

ox oy
danee, umo cywecmeyom unmezpaavt Jlebeea
. oP(z) . 0Q(z)
Gfmd,z.wdx dy,efmd,z. o dedy .

Toeda

. oQ oP
!lndf'(%_@)dxdy =!de —|—!Qdy.

Ormernm eme, uro [|ind,|dz dy < oo (cm. Teopemy 11). CriemoaremsHO,
G
. oQ . oP :
wnTerpann [ ind, . —a;dx dy, [ind,. S dz dy cymecrByior, ecian ¢yHKOEA
G G

oP

— , — OTrpaHHYeHH Ha MHO;KecTBe (.
oy ' ox
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