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Yexocnopankuii MaTeMaTHYeckmii :kypHaux, T. 7 (82) 1957, IIpara

REMARQUES SUR LA THEORIE DES DEFORMATIONS
DES CONGRUENCES DE DROITES

ALOIS SVEC, Liberec.
(Recu le 10 décembre 1955.)

M. E. CecH en étudiant la déformation projective d’une congruence
de droites (voir son article Transformations développables des con-
gruences des droites dans ce Journal) a introduit certaines correspon-
dances entre deux congruences (la déformation focale, ponctuelle et
planaire). Dans le présent travail je m’occupe d’abord d’une caracté-
risation d’une déformation planaire des congruences dans des espaces
ponctuels, ensuite j’introduis une nowvelle caractérisation de ces défor-
mations. Le premier probléme m’a été posé par M. Cech.

1. Je vais considérer les correspondances entre deux espaces projectifs
& trois dimensions S, et S; du type que je vais décrire. Soit donnée dans S; une
congruence L de droites & deux surfaces focales non-développables (4,) et (4,);
je loriente en prenant (A4,) pour le premier foyer et (4,) pour le second. Une
congruence orientée L soit donnée de fagon analogue dans 'espace S;, soient
(B,) et (B,) ses surfaces focales non-développables. Je suppose qu’entre les
congruences L et L il y ait une correspondance développable; la congruence L
soit orientée de telle maniére qu’aux surfaces développables aux arétes de
rebroussement sur (4,) correspondent les surfaces développables aux arétes de
rebroussement sur (B,). Supposons en outre qu’une projectivité faisant corre-
spondre les premiers et les seconds foyers respectivement soit donnée entre chaque
couple de droites (ponctuelles) des congruences correspondant I'une & l'autre.
I’ensemble de toutes ces projectivités engendre d’une fagon évidente une cor-
respondance C entre S; et S;. La correspondance la plus générale de ce type
dépend de cing fonctions de deux variables.
On peut choisir les repéres d’une telle maniere que 1’on ait pour la congruen-

ce L

d4, = w34, + xwd, + o 4,,

d4, = x,w Ay + 0454, 4+ w4, )

ddy = wud; + 05pd; + 0pd; + fywd,,

dd, = ond, + 0pd, + fiwds + 0,4,
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pour la congruence L

d-Bl = 611B1 + &15232 + 6133 >
de = &2&3131 + 62232 + 5234 >

z _ — ~_ 2
dB; = wyuB; + wsB, + _wasBs + BBy, (@)
dB, = wuB, + w4uB: + p1w.B; + 64434.
En posant
61';' = wy + T4, (3)
j’obtiens la correspondance entre L et L donnée par les équations
Ty = Tog = 0. (4)
La correspondance C du type considéré sera alors
cCX =Y, (5)
ou
X = X(u,v,t) = A,(u, v) + t Ay(u,v), (6)
Y = Y(u, v, t) = By(u, v) + t o(u, v) By(u, v) .

Je vais calculer (partiellement du moins) la transformation linéarisante de la
correspondance (5) au point Y. J’ai

dX = (05 + toywy) Ay + (o, + b+ toy,) Ay + 04, + twyd,,  (7)

dY = (0, + 71y + atoyw;) By -+ (xywy + do .t 4 o dt + otwy, + Ty) B, 4
+ B, + dtw,B, . (8)

Une homographie K de S, sur S, soit donnée par
4
KA, = Swyd; (i=1,2,3,4). (9)
ic1

Cette homographie est tangente & la correspondance C au point Y, si A, 45, 44
existent telles que
KX =7, (10)
KdX = dY + (Lo, + Aw, + A3d) Y . (11)
On a
KX = (g + tovg)) By + (x15 + togg) By + (5 + fvgg) By +
+ (x1a + boxey) By .
En vertu de (10) il faut qu’on ait

ogg gy =0, oy + gy = 0. (13)

(12)

Partout dans ce qui suit M, = M, veut dire que M, = M, (mod B,, B,). En
partant de (11) et de (13) j’obtiens
KdX = (wvu + tb‘zwl)(* tngsBy — gy By) + (xy0y + db + tay,) .
< (x23Bs + x94By) + 01(x33B5 + x34By) + toy(xgsBy + x44B,) =
= 0B, + ctw,B,
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et puis en comparant les coefficients de B; et B,

Koy Ab + xp3(x105 + b0y — @1y — Poxow,) + xgay + xgglw, = oy,
oy At 4 Xgq(xy9 + by — @1y — Boxewy) + g7 + xgtwy, = oty .

(14)

Les équations (14) doivent &tre satisfaites identiquement en w,, w,, dt. De
[wy, @y, dE] + O s’ensuit que

Kz = Ogq = 0, (15)
Kag =1, Gy =033=0, ayy=0 (16)

et de (13) et (15)
Ky = 013 = 0 (17)

de sorte que I’homographie tangente K a la forme

KA, = o), By + x1,B,,

KA, = 0By + 0398, ,

KA4; = a5, B, + a3, By + By,

K4, = xy B, + ayB, + 6B, .

(18)

Maintenant je vais calculer (mod B, B,) la transformation K-linéarisante de
la correspondance C correspondant & ’homographie K. Je pose

K &X = @Y + 2000, + Aoy + A dt) dY + (...) Y +
+@,B; + 9,B;+ OB, (19)

ou bien encore
K d2X = d?Y + 2(A0, + Aw, + A;dt)dY + &,B, + D,B, . (20)
11 en résulte apres la substitution

(doy + tx,0% + 10} + 001 + wg3) By + 0(2df w, + ¢ dw, + fro} + x,0f +

+ twowey + wyy) By = oy(wy; + Ty + otayw,) By + wy(o dt + ¢ do + s +

+ 0taryy + Typ) By + dw; By + (do . tw, + o dt 0, + 0f dwy) By + w(ws5 + 735) -

. By + B,wiB, + otfwiB; + otwy(wyy + T4a) By 4+ 2(Awy + Aw, + A5 dE) .
. (wyB3 + otw,B,) + ®;B; + D,B, .

Une comparaison de coefficients de B; et B, donne

Dy = (tx, — otx, — 22;) w2 + H(B; — 0fy) W2 — 200,00, —

— 2230, dt — (T4 + Ta) (23)

D, = (o, — 32) w? + (o0, — oy — 24,0t) 0} — 24,0tw 0, —

— 2A40tw, At — tow,(Ty + T4y + dlog a) . (24)

Supposons que les repéres des congruences L et L aient été spécifiés compléte-
ment de sorte que

[0i010,] = [T50,05] = 0, (25)
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alors on a

Ty b Tag = — W07 — Ry, Tag + Tay + dlog 6 = — v,0; — v,0, (26)
et
Dy = (toxy — oty + py — 24,) w0} + H(py — (’31) Wi + (uy — 245) 0y, —

— 22,0, df , (27)

D, = (0fy — Bo) w2 + (o0; — &y + tovy, — 2A5t0) w2 + (tov, — 2A4,0t) .
. 0wy — 2A,0tw, di .

Il on résulte alors finalement que la droite K-linéarisante de la droite [Y, dY]
est [Y, ®,B, + ®,B;, + 93B; + D,B,] ou D3, D, sont déterminés par (27) et
D,, D, ne m’intéressent pas.

2. Je vais établir maintenant les conditions analytiques pour certaines
correspondances C du type considéré. Le premier plan focal de la congruence L
étant B, = [B,B,B,], la droite [Y, dY] est située dans E, si et seulement si
@, = 0. La droite K-linéarisante de cette droite située dans E, est

[Y,®,B, + ®,B, + (8, — fy) wiB; + (0ay — x, + tov, — 24,t0) .

28
2B, — 2ot dt B,] . (28)

Je demande maintenant que la correspondance C ait la propriété suivante:
toute droite K-linéarisante de toute droite [Y, dY] située dans le premier plan
focal de la congruence L est (pour une homographie tangente convenable) la
droite génératrice [B,B,] de la congruence L. Il faut alors que pour chaque
t, w,, dt on ait

tpy — ofy) w2 =0, (29)
(o0y — &y + tovy, — 2A,t0) wi — 2A30tw, dt = 0. (30)

De (29) résulte que B
fr = offy . (31)

On peut satisfaire & la condition (30) en choisissant convenablement 1, et
Ay = 0.

De la méme fagon on trouve que la condition pour que les droites K-linéari-
santes de toutes les droites [Y, dY] dans le second plan focal coincident avec la
droite de la congruence L qui passe par le point ¥ est que

By = P, - (32)

Or on sait bien (justement du travail de M. Cech) que si les congruences L*, L*,
duelles & L, L, sont en déformation planaire, ’homographie qui engendre cette
déformation est

H4, = B,,
HA, = B, ,

“ 33
HAs = ﬂ13Bl + Ba s _ ( )
HA4, = B24Bs + 0B,
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o= @ = By . (34)
B Be
Ainsi j’ai obtenu:

Les correspondances C du type considéré entre deux espaces S, et S, ayant la pro-
priété que pour chaque couple de points correspondants X et CX =Y il existe une
homographie tangente & la correspondance C et telle que la droite de la congruence L
passant par le point Y est la droite K-linéarisante de toutes les droites passant par
le point Y et situées dans les plans focaux de la congruence L, sont formées de fagon
suivante: Je considére deux congruences mon-paraboliques L et L qui sont en
déformation planaire. Toutes les homographies engendrant cette déformation pla-
naire déterminent une méme projectivité @ entre le couple de droites correspondan-
tes. La correspondance C est alors U'ensemble de ces projectivités ¢.

3. Je considére de nouveau deux congruences L et L en correspondance
développable. I’homographie tangente la plus générale de la correspondance
L — L est

KA, = oB,,
K4, = 0B, , (35)
KAy = yyuB; + y4aB;y + 0By,
KA, = yyuB; + 1B, + 07'B,
ou

K[A1Az] = [B1B2] s

K[4,4,] = oys[B.B,] + ¢*B.Bs] ,

K[A,4,] = oye[B\B.] + [B,B,],

K[A4,45] = — o7 'yn[B.B,] + [BBs], (36)

K[4,4,] = — o7 YyulBB,] + 07%[B,B,],
K[A4;4,] = (31722 — Vs¥a) [ BiBs] — va10[B1Bs] + 507 [B,B,] —
— Y420[ By B3] + y3207Y[ByB4] + [B3B,]

et en vertu de

d[A1A2] = (wy + 0122)[A1A2] 4 wo[A,4,] — w,[4,4,],
dz[AlAz] = (dwy; + gy + @y + w2§ + w03 + (1)2w42)[A1A2] + (ﬂlwg -
— xy0%) [4;45] 4 (dw, + @, 2045 + w4 + w44)[A1A4] - (37)

— (doy + @0, + 20,y + wy3)[Aod;] + (x0f — fyo}) .
- [4244] + 20,0,[434,]

on a

K d[4,4,] = d[BB,] + (ys107'0; + Y00y — T3 — 730)[BiB,] . (38)
J’introduis maintenant les expressions @;; par la relation (mod [B,B,])

K d*[4,4,] = d*[B,B;] + 2(y5,0 0, + Y4200 — Ty — Tap) -
. d[BB,] + D,5[B,B;] + D14[B,B,] + Dy3[ByB;] + @py[B,B,y] +  (39)
+ D34[B;B,] .
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Aprés la substitution il en résulte que

(Pro} — xy0}) 0*[B1B;] + (dwy + o, 201 F 0y + w4y)[B,1By] — (do; + oy .

c 01 T 205y F 055)[ByBy] + (x0f — fow}) 07 [B.B,] + 2601‘”2_{)’410[B1B3] +-

+ 72107 [BiBy] — y40[ByBs] + 75,07 [ByBy] + [ByB,]} = (f10f — x,09) .

[BiBs] + (dwy + @y 2045 + @y + 044 + 2715 + T + 744)[3154] — (dey +

+ 101y + 200 + w53 + T+ 2Ty, + Tyy)[BeBs] + (3103 — fy0})[BeBa] +

+ 20,0, B3By] + 2(y3107 01 + Y400y — Ty — To) {wu[B1By] — o,[ByBs]} +
+ @3By By] + D[ B1By] + Poy[ByB;] + Py B, B,] + @3y B3B,]

De 1a jobtiens

Dy, = (52 — 0%0) 0} — 200,05 + (B10° — ﬁ]) o, (40)
Dyy = (B — 07%6,) 0% + 2y507 00, + (71072 — &) 0,

Dy = (Tep — Taa) ©y — 240005 . (41)
Doy = (133 — T11) Oy + 2500}, .
By — 0. (42)

Soient S; et S5 deux espaces de Klein dont les hyperquadriques @ et ¢ sont
des images connues des espaces reglés dans les espaces S, et S;. Les images des
congruences L et L sont alors des surfaces L* et L* dans S; et S;. L’homo-
graphie (35) entre S, et S; engendre d’une maniére évidente entre Sy et S
I’homographie (36) tangente & la correspondance L* — L*; ensuite on déduit
facilement de (36,), (38) et (39) en posant

q:; = [B:B;] (43)
que la droite ’
(912 P13G1s + Pradia + Posas + Poafas + P3afsal (44)
est la droite K-linéarisante de la droite
[¢12> dgy5] - (45)

Le plan tangent & la surface L* est en vertu de (37,) [¢15 14> 723)- Les points
G135 924 ONt bien siir une signification géométrique, car ils représentent les trans-
formations de Laplace [B,, B,], [B,, B,] de la congruence L. Nous avons donc
dans S; les espaces

R, = [q12) Q10> Qo3 Qual s By = [qu2, 10 Q235 Q2 (46)
a signification géométrique bien déterminée.
La droite K-linéarisante de direction I, (v, = 1, w, = 0) est

(212, (32 — 0%%s) G13 + Praf1q + Posos + (ﬂ; — 07%5) ¢aal (47)
la condition nécessaire et suffisante pour qu’elle soit située dans Uespace R, ou R, est
Ny = 0%y ou By = 0%, (48)

respectivement.
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D’une fagon analogue, on obtient pour la direction I, (w;, = 0, w, = 1) lu
signification géométrique des conditions

fr0® = B—l ouU x0T =y . (49)
En les combinant convenablement j’obtiens une nouvelle signification géo-
métrique des déformations de congruences de droites considerées par M. E. Cech.

Peswome

3AMEYAHUA K TEOPUU U3IMBAHUN MTPAMOJIMHENHBIX
KOHTPYOHLIUN

AJIOUC TUBEIL (Alois Svec), ITpara.

(IMoctymuto B peparumio 10/X11 1955 r.)

B paGore paceMaTpmBalOTCSA TOYEUHbIE COOTBETCTBHA C ME;KILY ABYMS TPEX-
MEPHEIME TPOeKTHBHEIME TpoctpanctBamu Sy, S, caenyomero tuna: I[lycrn
B S; 1 S, MAHBL COOTBETCTBEHHO KOHTPysHIWMHK TpaMbix L n L ¢ xBymsa doxain-
HEIME TOBepPXHOCTAMHE, jasee me;iny L m L mamo coorsercTBHe (UpAMas —
—> TpaMas), NepeBoisIee APYT B JPyra pPasBepTHBAONIMECS HOBEPXHOCTH
aTUX IBYX KoHrpysummii. Hawomer, mbl mpepmmosiaraeM, 4ro MKy KaskAbIMI
JIByMs OTBEYAIOIUMHA APYI JAPYI'Y IPSMBIMEH J@HO IIPOEKTABHOE COOTBETCTBIC
7, mepeBojAliee APYr B JApyra orpedaoume opuH apyromy ¢orycs. Coor-
sercTBie C ABJIACTCA TeePh COBOKYMHOCTHIO TIPOEKTHBHBIX COOTBETCTBHIL 7.
IloxazsiBaercss Teopema:

Coomeemcmeus C paccmampusaemozo muna mexcoy 08yms npocmpancmeam
S, u S, ¢ mem ceoiicmgom, umo Oas Kancdoii napu omeeuarowuxr Opye Opyey
moue X u CX = Y cywecmeyem kacamenvnas roasuneayus K coomsemcmgus
C makasa, wno ayn romepyonyuu L, npoxodswuii wepes mouky Y, seasemes
K-auneapusupyroweii npamoii ecex ayueil, npoxodswux 4epes moury Y u aexnca-
wuzr 6 Porasvnuxr naockocmaxr komepysnyuu L, obpasosanst caedywowgus 06-
pasom: Paccmompunm dee nenapaboauneckue konepysnyuu L u L, naxodswuecs
6 naockocmuom useubanuu. Bee Koaruneayu, ocyuwecmeasiouue 3mo nioCKkoCmmoe
uszubanue, onpedeasrom memncdy coomeemcmeynoweli napoi. omeeuarwur opye
dpyey movek 0dro u mo mce npoexmusHoe coomeememeue . Tozda coomeememeue
C npedcmasasem coboii COBOKYNHOCIG IMUL NPOCKMUCHLIL COOMBEMCINEULL .

Bropas wacTs paGoTsl HamMedaeT HOBYIO TeOMETPHYECKYI0 XapaKTepuaalluio
BBefieHBIX aKaj. o. Yexom m3rmbaHWil NPAMOJIMHENHBIX KOHIPYIHIUHA Ipn
momomy K-TmHeapm3mpyoImux Hpeofpa3oBaHMIl COOTBETCTBHA MeEKAY IIO-
BePXHOCTSIMH, IIPeJCTaBIISOMEMA H3BECTHEIM yie 06pa3oM B Sy HPAMOINHEN-

mele KOHrpysHnun L w L.
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