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YexocroBankuii MaTeMaTHIeCkHii xyprax, T. 5 (80) 1955

UBER DAS GRAFFESCHE VERFAHREN

MIROSLAV FIEDLER, Praha.
(Eingelangt 21. V. 1955.)

In diesem Artikel handelt es sich um eine Modifikation des Ver-
fahrens, das BRoDETSK Y und SMEAL (1924) entworfen haben. Es werden
auch einige Ergénzungen und Anwendung auf das Eigenwertproblem
angefiihrt.

1. Das Verfahren von BRODETSKY und SmEAL [1], das die Unbestimmtheit
des Wurzelziehens beim Griffeschen Verfahren zur Losung einer algebraischen
Gleichung beseitigt, beruht darin, dass man ausser der Griffeschen Folge von
Polynomen f,(x), die die 2*-ten Potenzen von Wurzeln der gegebenen Gleichung
als ihre Nullstellen besitzen, eine neue Folge von Polynomen g,(x) bildet. Diese
Folge dient dann zur Bestimmung der gesuchten Wurzeln aus ihren 2*-ten
Potenzen.

Wir werden die Sache etwas allgemeiner fassen, Néherungsformeln fiir die
Wurzeln angeben und zeigen, dass diese Wurzeln sich durch die 2*-ten Potenzen
rationell ausdriicken lassen. Schliesslich werden diese Ergebnisse zur Bestim-
mung der im Betrag maximalen Eigenwerte einer Matrix angewandst.

2. Wir werden zuerst das Griffesche Produkt f O g von zwei Polynomen f(z)
und g(z) als dasjenige Polynom A(x) definieren, fiir das

ha*) = §[f(@) g(— @) + [(— @) g(2)] (1)

gilt. Es folgt offenbar, dass fir den maximalen Grad » und
f@) =2 aat, g(x) =3 bat,
1=0 =0

n
fog= Z et
i=v
ist mit
min (2, n)

C; = Z (— 1 aghg;_y. - (2)

k=max (U, 2t-n)

506



Wir werden noch zwei Hilfssitze beweisen, die uns niitzlich sein werden:
Hilfssatz 1. Es set fir komplexe oy, ..., x, f(x) = cﬁ(x — «;); man defintere
zwet Polynomfolgen f,(x), gi(x) folgendermassen (f' ist :i:el Ableitung von f):
fo=(=1"f, go=naf —a?f", 3)
fisi=F5hOf, fryi=hOg: far k=0.

Dann gilt far k 2> 0 und m = 2F

fulz) = (=1 en [T (@ —al) (4)
o) = —eme o T —af). (5)
j#L

Beweis durch vollstindige Induktion. Nach (3) ist

golx) = Cx[zl(x — ;) 11(90 — &) —_Zx_l__-[l(x — 0‘5)] =
- i Rt
= — szfxiﬁ(x — o),
i1 j=1
i

sodass (5) und auch (4) gilt fiir k = 0. Setzen wir die Giiltigkeit von (4) und (5)
fir £ > 0 voraus; dann ist

frna@) = fu(@) fu( — 2) = &2 H (@ —a?) ﬁ(— z — o) =
— (=1 en @ — s,

. 1 n n n n
roste) = S ama [T — o) ST~ 2 — o -
i= = j=

j#1
— ]:[1(— xr — a?)'zlai ]:l;(x —_ o‘}n ] —
- R ¥ |
= (—_21)_”_ c2my ‘Zloq [(® —aP) — (—x — 04:")]1;1;(_ 22 + a?m) _
j#1

= — cz'"x2z oy ﬂ(x2 — aim),
S
sodass (4) und (5) auch fiir £ 4 1 gelten.

Zum Beweis der Annéherungsformeln werden wir den Hilfssatz 2 gebrau-
chen. Es werden dort einige Symbole benutzt. Zuerst < und .= bedeuten ,,sehr

507



kleiner*‘ und ,,angendhert‘‘ und haben den folgenden Sinn; fiir @« > 0 und & > 0
bedeutet @ < b, dass % < eist, wo ¢ eine vorher festgestellte genug kleine Zahl
ist. Je ¢ kleiner ist, desto genauer gilt die angendherte Gleichheit —. Bei der
Rechnung mit angenédherten Gleichheiten benutzt man némlich nur die Tat-
sache, dass fir |a| < |b| @ + b = b ist. Die angeniherte Gleichheit von Poly-
nomen bedeutet die angenaherte Gleichheit von entsprechenden Koeffizienten.

Schliesslich schreiben wir fiir ¢in Polynom P(x z patund k<1
(@)% = Z pat. (6)
Hilfssatz 2. Es seien u,, ..., u, komplexe Zahlen derart, dass fiir feste Indizes

P, q 0< p< g < nound beliebige ganze 1,5, k, 1 <i<p<j<q<k<n
stets

| < Jug] < Ju] (7)
gilt.
Dann st
n n—P q
[l—]'(x + ui)] S R R AR (8)
i=1 xn—e i=p+1
Sind noch wy, ..., w, solche komplexe Zahlen, dass fir positive Konstanten

€1, €, mit ¢y < c,, aber in keiner Weise ¢, < c,,")

<o <ecy (I=1,...,n)

gilt, dann
[Zwin(x—f—uj)] Uy U, [x“ e Z o, 1_[ ("c+u)+
1= an- ~1 i=p il j=p+1
J#F j#E
+¢"“sz ﬂ(w+u)] (9)
k=¢+1 i=p+1

Beweis. Es ist namlich fiir ¢; = 0 oder 1

n n—P q
[Z(x—kuﬁ] = > > up...ufank=
&1

i k=p Ze=k

a
- —_ Ep+ £ -k
= "¢ E Uy oo Uy E UL H o ugTTE =

Leg=k—p
= Uy ... Uy Z > oulr . ulptrE =
k=0 Zeg;=k
q
=y ..ouxt ] (@ 4 w) .
1=p+1

1) Wir brauchen, dass noch fir 1 <7 < p <j < ¢ < k < n und beliebige «, 8, y =
=1, n o] <o) <o u] gelte.
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Schliesslich

n

[Sottesm| [ 11 e+ w3ollern] ~

=1 an—g—1 k=p-+1 | j=1 an—q-1
I# i
n n I a gn—p—1
+ [H (x + ) n (x4 ) z oF n (x + u,)] +
k=1 l=q+1 1=p+1 j=p+1 gn—g-1
J#T
q ” n an—p-1
[ _[ (x4 u) 2 w; n (x + ua)] ; (10)
=1 i=g¢+1  j=q+1 an—g-1
J#T

nach (8) gilt

[r{ (x—}—ukz(unx—}—u] i(zwi uj):c"*f’ T @+ w),
n-gq i= _1 :
Jj# i

k=p-+1 1 j= k=p+1
i
(11)
» n o q gn—p—1
[[Term [T erw 3 o l eru =
k=1 l=q+1 t=p+l  j=p+l an=e
i#i
a Q
=y watT > w [ (4w, (12)
i=p+l J=p+l1
j#1
q n gn—p—1
[H €z + uk W; H &z + ’Il;])] =
k=1 i=¢+1 j=q+1 ar—g=1
J#T
n
i(Zwi)ul ur"qlrl (@ =+ u;) (13)
i=¢+1 i=p+1

Der Koeffizient bei a#~¢-1 auf den linken Seite von (11) ist eine Summe von
Produkten, von denen jedenfalls mindestens ein u; mit j < p ist. Dieser
Koeffizient ist daher < als der Koeffizient bei 7=2-1 in (13). Ahnlicherweise
beweist man, dass auch der Koeffizient bei a7~¢~1 auf der linken Seite von
(12) < als der zugehdorige in (13) ist. Vergleichen wir endlich die linken Seiten
von (11) und (13). Es zeigt sich, dass jeder Koeffizient in (11) und (13) bei a*
mit k < n — p — 1 (nur diese k interessieren uns) eine Summe von Produkten
(bis auf w,) der u, ist, wobei die Zahl der w, mit 7 > p in (11) um Eins grosser
ist als in (13). In Vergleichung mit (13) ist also die linke Seite von (11) = 0.
Hieraus folgt (19).

3. Es sei nun eine Gleichung

n .
=Saani=0, ag, +0,?) (14)
1=0

?) Die Voraussetzung a,, =% 0 ist nicht wesentlich und ist nur der Kiirze halber getan.
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mit reellen Koeffizienten gegeben. Ihre Wurzeln seien

Xy, eeey Oy (P1 = 1) vom Betrag 7, ,
Kp41s -+ Oy, (P2 > P;) vom Betrag r,,

........................................... (15)
Kp,_y+11 =+ &g, (Py > Py_y) vom Betrag r,, wobei
_ P>, > >, > 0.
Fir v = 1 ist (14) eine Gleichung, die durch die Substitu = ry

7, :V %o | und Abspaltung der reellen Wurzeln in eine reziproke Gleichung
ay

iiberfiihrt werden kann‘.

Um fiir » > 1 die Gleichung (14) angenédhert zu losen, bilden wir die Folgen
(k=0,1,..) ’ )

n (k) n (k)

fr(@) :'Zoaix"*i, ge(x) = > bant (16)

1—0

nach der Vorschrift (3), sodass insbesondere

fol@) = (= 1) Z axt,
i1
n©
go(x) = Z ban—t
i=0
gilt mit
) 0
b;= (@ + a;, fir 0 ¢ <m, b,=0.

Bezeichnen wir fiir¢ =1, ..., v

¥) 1 5= Py
L) = [ h@] 7 ) a7)
(k) 1 = =1
M (z) = ﬁ[gkm] o (18)

so gelten die folgenden drei Sitze:
Satz 1. Falls fir ein geniigend grosses k und ein Index 1,1 < 1 < v,
i < <Y

gilt, dann ist die Summe der Wurzeln

(ll;) (Z)

Pi

(—‘- l)n 2 [ 2] :ﬁ - (—E:u—.l . (19)
i=pertt Ap; .. Cp;_,

3) Mit p, = 0. } -
) Mit 7y = 0, 7, = 0; sodass ry,, <r; <rg fiirs = 1, ..., 0.
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Beweis. Nach (4) und (8) gilt (fiirr u; = — aZ")

(k)

k
ay,_ = (— Dmradsd a2, (20)
(k)
p, = (— LMo aday’ ... a2, (20)

sowie nach (5) und (9) (fir w; = «;)

() n
1+l k x k
by, , = (= 1""" af Z axf ..ol (21)
j=pi_t1
® 1 k i k k
by, = (— )" 1 ad’ > i ..ol (21")
j=witl
Hieraus folgt ausser der bekannten Formel
2t ()
- . —p; (lﬁ
PP Pica (— 1)» pld’(—ﬁ‘_ (22)
a

Vi-1

sogleich (19).

Satz 2. Es sei u eine geniigend einfache®) Wurzel von L) (x) = 0 unter Voraus-
setzungen des vorigen Satzes. Dann st die Zahl

(k)

1 M i(w)
& = (— 1)1 ® . (23)
u L(u)
angendhert gleich einer der Wurzeln
Opy 1415+ Ky o
Beweis. Da nach (17), (4) und (8) (fiir u; = — «2)
(k) Pi
Lix)=(—1)"*?=adaf .. a2 T[] @ —af), (24)
plps_1 +1

ist  wegen der Einfachkeit angendhert gleich einer der Zahlen zxﬁf_ﬁp s
o2, z. B. w== a2 Nach (18), (5) und (9) gilt

Py

® Pi i
M(x) = (— 1)%-1+1 a2 . a2t [x S oa Il (@ — af) +

Pi-1
j=pi-1+1 12117;;;[4-1
7
Pi

+ i *; n (x—o‘%k)],

j=ps+l  I=p;_1+1

8) Das ist eine Wurzel, die in einer geeigneten Umgebung keine andere Wurzel besitzt.
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sodass

() (%) i .
. ky . | % ok k + ky .
Miu) = My(o2) = (— )" 1agiad .. a2 a2 ] (02 —a2)=
i=pi 1t
JFu

*)
= (= )" tou L(w),
*)
denn L;(u) + 0.
(%)
Anmerkung. Aus (23) folgt, dass im Falle, dass alle Wurzeln von L;(u) =

= 0 geniigend einfach sind, durch Elimination von « aus der Gleichungen
() () (®)
(= 1) My(u) + au Ly(uw) = 0, Lyu) =0
eine Gleichung des Grades p; — p,_; in « entsteht, deren Wurzeln angenéhert
Kpy 1415+ Ky, SIN.
Die Formel (23) war angenéhert. Im folgenden Satz wird eine exakte Formel
fiir o; mittels a2 angegeben:

Satz 3. Es sei u eine etnfache Wurzel von fi(x) = 0. Dann vst
A '
& = (— 11 T 24
x = (=1t i) (24)
eine (einfache) Wurzel von f(x) = 0.

Beweis. Aus (4) folgt sogleich, dass u = a?" fiir ein bestimmtesj, 1 < j < n.
Nach (5) gilt

gu(w) = — afux; [ [ (a3 — af) = (= 1"t ua, fiw) 5
iz
da u eine einfache Wurzel von f,(x) = 0 ist, folgt fr(w) =+ 0 und (24) ist be-
wiesen.

In folgenden zwei Séitzen werden wir das Verfahren zum Auffinden der im
Betrag grossten Eigenwerte einer Matrix benutzen.

Satz 4. Wenn f(1) = det (AE — A) fur eine quadratische n-rethige Matrix
A = |lay|| (B ist-die Einheitsmatriz), dann gilt fir die Polynome fi(z), g.(x)
aus (3)

fu(2) = det (4 — 2E), (25)
(%) (%)
Ay, g, ceny Qog
*) ®
— g(d) = Ay, Qgp — 4, ..ty Qo +
..... (k(k)
Ayy; Qng, ey Oy — A
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+ | @1 Ay, Aan ’ +
(k) (%) |
15 }'anz’ » App — A ’
(&) (k)
a’ll )‘, a12a s la/ln
(k) (k)
4| Qe Upp — Ay ony Ay, B (26)
(%) (k)
" | An1, A, , Ay,
)
wo A* = |lay.

Beweis. Die Gleichung (25) folgt direkt aus (4). Zum Beweis von (26)
nehmen wir in Acht, dass in (26) g,(4) gleich dem Koeffizienten bei der Unbe-

stimmten x des Polynoms det (Azk — A — 1Ax) ist. Es geniigt also zu be-
weisen, dass fir £k 2> 0

7e(A) = xi [det (4% — 1B — 24a)]e (26)

gilt. Fiir'k = 0ist nach (3) die Gleichung (26), also auch (26’), wahr:

A, Gy, cevy Qn
0, agg — 4, ..., Ay,

— go(A) = — nAdet (AE — A) + 2 +
0, @y, o Qpp — A
Ay — }” Q195 ’ 0 '
+ —f—l @215 afzz—l, > 0 —
anl: a/nza ’ }‘
Mgy, @y, cees Qg |y — 4, a, s My,
— }'a217 a22 _}') ey a2n + . + a21, (122 —}': > 2'0’211
Ayq, @, ceey Ay — A @1 Gy ey Ay

Nehmen wir an, dass (26’) fiir eine ganze Zahl £ > 0 schon bewiesen ist.
Dann gilt wegen f,(1) = [det (Azk — AE — A Ax)]% und wegen der Formeln

[P(2)[Q)]; + [P@) Q) = [P(z) Q@) 21_95 [P(2x)]® = —91; [P(x)]z:
G +1(22) = 3[fe(2) gu(— 2) + 9u(2) u(— A)] =
[det (4% — AE — AA2)] [det (4% + A + A4x))z +

i

L
2%
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[d t (A% — AE — AAx)]z [det (A% + AE + Adx)]2 =
— _2; [det (A" — 2B — 2224z — 12A%?)]2 =

_ % [det (A" — 2B — 124z)]2

also gilt (26’) auch fiur & + 1.
Aus diesem Satz folgt, dass es in diesem Fall geniigt, die Folge A% durch auf-

einanderfolgende Quadrieren und das Polynom g,(4) nur fiir das einzige geeigne-
te k auszurechnen und zur Bestimmung von Eigenwerten von 4 zu beniitzen. Das

(&
ist ein Vorteil; dagegen miisste man die Elemente a)ij mit sehr hohen Genauig-
keit ausrechnen, damit man alle Eigenwerte erhalte. Deswegen werden wir uns
im folgenden Satz nur auf die im Betrag grossten Eigenwerte beschrénken,
wobei diese Genauigkeit nicht so dringend nétig ist.

Satz b. Falls A einen einzigen Eigenwert A vom mazximalen Betrag besitzt, so
gilt fiir exn geniigend grosses k angendihert

(k)

Py
A= ; , (27)
2o

ok
(k) :
4] = Z @i - (28)
i=1
Besitzt A zwei Eigenwerte 4, i, vom maximalen Betrag, dann gilt angendhert
2k+l
2 (k) 1 & k)@
2‘ }'2 —_— V (Z a“) —_ 3 izlai,-aji N (29)
~

no(k) (k) n (k) (k)

lz1a z Q&5 — Z laz @@y
A+ A =oiEt il bt = . (30)

(k) nE) ()
(Z ‘lii) —Azl“ia‘“ﬁ .

1= 1) —

Beweis. Aus (25) und (26) folgt fiir

n n
= zAilﬂ_i s gk(z) = Z Bil"—i s
=0 1—0

1 2 ® < | e @i
Aoz(__]_)ﬂ’ A1=("1)" Zaiix = (—1) Z & Fx | =
s

1,<7 Aji, Ajj

(k) (k)
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—inffl L ®
= ‘——( 5 ) [(Z “ii) — z A;iQj; |
2 i=1 ig=1
(k)

n
’ Qsi5 Qg

”.
By = (— l)n'zaii . By=(— 1)"_142 @ | =
i=1 W g ay
» » (k) n (k)
=(—1)"1%a;>ay + (— 1)n > @il s
=1 T Q=1
(k) k)
@i, Aij, Qg

" (k) (k)
— n =
Bz = ( 1) ; X @iy g, Ajy
il = k
’j<l (ky (k)
Qs Ayjs Ay

(— 1) & nom \2 L (k)
=3 Za’ii zlaii —.Zlaiiaii +
i i= 1=
n () (k) 2ok I (R
+ (= 1)" Z i@t + (— 1)"_1121‘1” Zlawan .

4i,l= i) =

Fiir ein geniigend grosses k gelten, falls 1 der einzige Eigenwert vom maximalen
Betrag ist, nach (19) bzw. (22) fir ¢ = 1, p, = 0, p; = 1 wirklich die Gleichun-
gen (27) bzw. (28). Falls es zwei Eigenwerte 4,4, vom grossten Betrag gibt, so
folgen die Gleichungen (29), (30) direkt aus (22) und (19) fir ¢ = 1, p, = 0,
Py = 2.

4. In diesem letzten Paragraphen werden noch einige praktische Winke
wegen der Vollstindigkeit erwahnt. Zuerst ist es bei der Losung einer Glei-
chung durch das Griffesche Verfahren wichtig, die Zahl der Wurzeln von dem-
selben oder fast demselben Betrag, d. h. diejenige Zahlen p, aus dem vorigen

Paragraphen festzulegen. Das geschieht bekanntlich so, dass man bei der
(k)
Bildung der Folge f,.(z) in Acht nimmt, welche der Koeffizienten a, sich beim

festen ¢ nach einigen Schritten regelmdssig benehmen in dem Sinne, dass
(k+1) (k)
a;=(—1)*[a;]?,
besser gesagt, der in der Formel
(k+1) min(2i,n) (k) (k)
a; = (= 1) a; a5
7 =max(0,2i—n)
()
das Glied (— 1)¥[a;]? immer mehr vorwiegt.
Die Indizes ¢ der regelmissig sich benehmenden Koeffizienten sind dann (im
allgemeinen) die Zahlen p, = 0, py, ..., p, = 7.
Der am meisten auftretende Fall fiir eine Gleichung ist derjerige, wenn
Pr — Pi—y gleich 1 bzw. 2 ist, d. h., dass es eine reelle Wurzel oy, ;41 VO Betrag
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7, bzw. ein Paar imaginidrer Wurzeln vom Betrag r, gibt. Im ersten Fall wird
aus (19) die Wurzel «,, ., bestimmt, bzw. durch (22) noch verbessert. Im
zweiten Fall berechnet man den Betrag von «,,  ,, und «, aus (22) und ihre
Summe aus (19), sodass diese zwei Wurzeln die Gleichung

(Z) <£> 2 [T
a
2 Pr—-1 Pr Pr
a2t (— )| 22— e+ e =0
al"k-l Apy Api

angenihert erfiillen.

Wenn doch mehrere Wurzeln fast den gleichen Betrag besitzen, kann man die

®)

zugehorige Gleichung L,(x) = 0 aus (17) auflésen und die Wurzeln durch
(23) bzw. (24) ermitteln.

Was die Genauigkeit der numerischen Ausrechnung betrifft, kann man emp-
fehlen, die anfinglichen f,(x) um zwei relative Dezimalstellen genauer aus-
rechnen als der maximale zulidssige relative Fehler der Wurzeln angibt.
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Pesome
O METO/JIE TPO®E

MUPOCJIAB OUIJIEP (Miroslav Fiedler), IIpara.
(ITocrymairo B pegakmmo 21/V 1955 r.)

Pafora mocesmaerca Buponsmenenuio merona Bpopgerckoro mw Cmuaa
[1] pst pemenus anrebpandeckoro ypapHeHus mo Metoxy I'pade. B reopemax
2 U 3 NPUBOFATCH HPUOJIMAKEHHBIE I TOYHBIE (JOPMYJIBI, ONpPEeIIAIONe KOPHU
UCXOJHOT0 YPABHEHNA B BHUJE PANMOHAIBHBIX QYHKIMI COOTBETCTBEHHO IIPH-
O/IUREHHBIX M TOYHHX 2-X CTeIeHell STHX KOpHel, KOTOphle MOKHO IOJY4NTh
no Merony I'pade. B Teopeme 5 sTOT METOH IIpUMEHAETCA K BBIYNCJIEHUIO CO0-
CTBEHHBIX 4ICeJI MaTPUIl HauGoIblIeil a6coMOTHONH BeJIIYNHEL, Jaske 11 B TOM
cjiyyae, KOrjia TH COOCTBEHHEBIE YMCJIAa MHUMEL.
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