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ZUFALLIGE GLEICHUNGEN

ANTONIN SPACEK, Praha.
(Eingelangt 24. I. 1955.)

In dieser Arpeit wird eine wahrscheinlichkeitstheoretische Verallge-
meinerung des Banacuschen Fixpunktsatzes formuliert und bewiesen.
Zu diesem Zweck wird der Begriff der zufiilligen Transformation, die
der LipscrrTzschen Bedingung geniigt, eingefithrt. Unter gewissen
Voraussetzungen ist die Transformation, die jeder Realisation der zu-
falligen Transformation ihren Fixpunkt zuordnet, eine verallgemeinerte
zuféllige Grosse. Als Anwendungsbeispiel wird ein Existenzsatz fir die
Losung linearer zufélliger Integralgleichungen bewiesen.

Es ist oft moglich, die Frage der Losungen von Gleichungen auf die Anwen-
dung des klassischen BaNacaschen Fixpunktsatzes zuriickzufiihren. Es sei 7'
eine Transformation des vollstindigen Raumes X = ¢ in sich, die der Lir-
scHITZSchen Bedingung mit der Konstante 0 < ¢ < 1 geniigt, d. h. fiir jedes
Paar z,y e X

e(T(x), T(y)) = colx, y) ,
wobei ¢ die Metrik in X bedeutet. Der BaNacHsche Satz besagt, dass unter
diesen Voraussetzungen genau ein Fixpunkt, d. h. genau ein x, ¢ X mit der
Eigenschaft 7'(x,) = z, existiert. Den Anwendungen auf verschiedene Glei-
chungstypen entsprechen verschiedene Raume X. Wir wollen uns auf zwei
wichtige Spezialfille beschrinken, namlich auf den Fall X = R, wobei R den
Raum der reellen Zahlen mit der tiblichen Metrik o(z, y) = |x — y| bedeutet
und X = C, wobei mit C'der Raum aller reeller im abgeschlossenen Interval
[0,1] stetiger Funktionen mit der Metrik
o, y) = max [x(t) — y(1)|

0<i<1
bezeichnet wird. Es ist wohl bekannt [1], dass die Raume R und C beide voll-
standig und separabel sind.

Der Banacusche Satz ist einer wahrscheinlichkeitstheoretischen Verallge-
meinerung fihig und man erhélt hiermit ein Hilfsmittel zur Losung zuféilliger
Gleichungen. Die Transformation 7' muss natiirlich durch eine zuféallige Trans-
formation ersetzt werden. Es sei (M, IM) ein Ereignisraum, d. h. eine Menge
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M + 0und eine o-Algebra M von Teilmengen von M, X ein vollstéindiger Raum
mit der Metrik ¢ und & die o-Algebra der BoreLschen Teilmengen von X
mit einer Basis . Eine Transformation g von M in X heisst verallgemeinerte
zufillige Grosse, wenn

{u:g(u)e @ eM

fiir jede Menge G' ¢ &, oder G € S, was offenbar dasselbe bedeutet. Die Trans-
formation 7'(u, x), die fiir w e M und x ¢ X definiert ist und deren Werte in X
liegen, heisst, zuféllige Transformation, wenn sie {iir jeden festen Punkt x ¢ X
eine verallgemeinerte zuféllige Grosse ist. Wir wollen sagen, dass die zufillige
Transformation 7'(u, x) der LrpscHirzschen Bedingung mit der Konstante
¢ = 0 geniigt, falls fiir alle w e M, &, y ¢ X

o(T'(w, @), T(u, y)) = co(x,y) .
Wenn X = R und g¢(u) eine zufillige Grosse bedeutet, so ist z. B.

T(u, ») = g(u) + 3=

eine zufillige Transformation, die der LipscHiTzschen Bedingung mit der
Konstante ¢ = } geniigt. Wenn in I ein Wahrscheinlichkeitsmass definiert ist,
so wiirde es geniigen, die Erfiillung der LipscHiTzschen Bedingung nur fast
sicher, d. h. mit Wahrscheinlichkeit Eins zu fordern, oder nach [10] eine gleich-
wertige Anforderung anzugeben, dies kommt aber nach einem Satze von
Doos [2] im wesentlichen auf dasselbe hinaus und demzufolge ist die obener-
wihnte Definition fiir den hier verfolgten Zweck voéllig ausreichend.

Um von der Wahrscheinlichkeitsverteilung der Fixpunkte einer zufilligen
Transformation sprechen zu kénnen, muss die spezielle Transformation f,
die jedem wu e M den Fixpunkt der Transformation 7'(u,x) zuordnet, eine
verallgemeinerte zufallige Grosse sein. Unter gewissen Voraussetzungen ist dies
tatsichlich der Fall. Ein ganz einfaches Resultat in dieser Richtung ist der

Satz 1. Wenn X = R wund die zufillige Funktion T(u,x) der LIPSCHITZ-
schen Bedingung mit 0 < ¢ < 1 geniigt, so ist die Funktion f, die jedem w ¢ M
den Fixzpunkt der Funktion T(u, x) zuordnet, eine zufillige Grésse. Die Vertei-
lungsfunktion von f ist durch die Identitiit

{u:fu) <a} ={u:T(u, a) <aj, (1)
die fir alle a € R gilt, bestimmt.
Beweis: Dass f tatsdchlich eine zuféllige Grosse ist, folgt sofort aus der

Identitét (1), die durch Ausniitzung der im Satze 1 angegebenen Voraussetzun-
gen ohne Schwierigkeiten verifiziert werden kann.

Der Inhalt des Satzes 1 ist besonders anschaulich und die Identitét (1) gestat-
tet, die Verteilungsfunktion des ,,zufélligen Fixpunktes* numerisch zu berech-
nen. : :
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Fiir die Anwendung auf zufillige Funktionalgleichungen ist folgender Satz
niitzlich:

Satz 2. Es sei (M, M) ein Ereignisraum und T (u, x) eine zufillige Transforma-
tion, die folgenden Bedingungen geniigen: (a) in M existiert eine Metrik 8, sodass
M in Bezug auf diese Metrik separabel ist, (b) M enthdlt alle sphirische Umge-
bungen in M, (c) T(u,x) geniigt der LipscHirzschen DBedingung mit der
Konstante 0 < ¢ < 1, (d) fiir jedes feste z, e X ist die Transformation T (u, z,)
von M in X stetig. Dann st die Transformation f, die jedem w € M den Fixpunkt
der Transformation T (u, x) zuordnet, eine verallgemeinerte zufdillige Grosse.

Beweis: Nach (a) und (b) sind alle BorkLsche Teilmengen von M in 9N
enthalten und es geniigt also zu beweisen, dass f stetig ist. Aus (c) folgt sofort

(1) ) < 1 o (Tw, 1), T, (). (2)
Nach (d) gibt es zu jedem ¢ > 0 ein d(e, v) > 0, sodass

o(T'(u, f(v), T(v, {(v))) < e(l — ¢)
fiir 6(u, v) < I(e, v), also wegen (2)
e(f(u), f(v)) <&

fiir o(u, v) < 9(e, v), w. z. b. w.

Durch Spezialisierung der Voraussetzungen im Satze 2 erhdlt man den

Satz 3. Es set M die Menge der fiir 0 <t <1, 0 < s =< 1 definierten, stetigen
und durch die Konstante o > 0 beschrimkten Funktionen w(t, s) und M eine
a-Algebra von Teilmengen von M, welche alle Teilmengen {u : u(t, s) << r} von M
fir 0 <t <1, 0<s <1 und reR enthilt. Dann ist die Transformation f,
die jedem w e M die zu X = C gehorige Losung der Integralgleichung

1
a(t) = x(t) + lgofu(t, §) x(s) ds (3)
fir 2o e X = C und || < ! zuordnet, eine wverallgemeinerte zufillige Grésse.
o

Beweis: Nach [11] bezw. [9] geniigt die Metrik

O(u,v) = max |u(t, s) — v(t, 8)]
0<t<l, 0<s<1

der Bedingung (a) des Satzes 2. Wegen
Cfuidu o) <rh= M {uio(t,s) —r <ult,s) < olt,s) + 1},

t,sel,
wobei I, die Menge der rationalen Zahlen des abgeschlossenen Intervals
[0,1] bedeutet, ist auch die Bedingung (b) erfiillt. Es sei 7'(u, ) die Transfor-
mation, die jedem % ¢ M und jedem x ¢ C = X die Funktion

y(t) = zo(t) + B J’u(t, 8) z(s) ds (4)

464



aus X = C zuordnet. Diese Transformation geniigt offenbar den Bedingungen
(c) und (d) des Satzes 2. Sie ist eine zufillige Transformation, denn nach (d)
ist die Menge {u : T'(u, z,) € G} fiir jedes feste z; ¢ X und jede feste Menge ¢
einer offenen Basis & c¢ & offen, also nach (b) und (a) zu M gehorig. Nach Satz 2
ist die Zuordnung f der Fixpunkte der durch (4) definierten Transformation
T(u, z), d. h. der Losungen der Integralgleichungen (3) den Elementen u ¢ M
eine verallgemeinerte zuféllige Grosse.

Nach [7] ist die Funktion, die jedem v ¢« M und jeden 0 <t < 1,0 <s <1
die Zahl u(t, s) zuordnet, M-messbar, d. h. eine zufillige Funktion. Wir sind
also berechtigt die Integralgleichung (3) zufillige Integrallgeichung zu benen-
nen. Die Bedingungen, unter welchen in 9% ein Wahrscheinlichkeitsmass
existiert, sind z. B. in [3], [8] und [10] zu finden. Zuféllige Funktionalgleichun-
gen wurden, soweit dem Verfasser aus den Math. Reviews (1951) bekannt ist,
zum ersten Mal von K. Itd [4], [5], [6] untersucht.

Der Satz 3 kann foigendermassen erginzt werden:

Satz 4. Unter den Voraussetzungen des Satzes 3 ist die Losung der zufdlligen
FreEDHOLMSChen Integralgleichung (3) eine fir 0 <t < 1 definierte stetige
zufdllige Funktion.

Beweis: Es sei A(u, t) eine reelle Funktion, die jedem u e M und jedem
0 <t, <1 den Wert der Funktion x = f(u) fiir ¢ = t, zuordnet. Im Beweise
des Satzes 2 haben wir bereits festgestellt, dass f stetig ist, also wegen |x(t,) —
— y(ty)| < o(x, y) fir @, y e X, ist die Funktion A(u,t) fir jedes feste t = ¢,
stetig. Demzufolge ist {w : h(u, t,) << a} fir jedes a ¢ R offen, also nach den
Bedingungen (b) und (a) des Satzes 2 zu M gehorig, d. h. eine zufillige Funktion.
Die Stetigkeit von h(u, t) folgt aus X = C.
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Pesrome
CIVYAIIHBIE YPABHEHUA

AHTOH IIIMAYEK (Antonin Spadek), ITpara.
(ITocrynmio B pegaxuuio 24/1 1955.1.)

dra pafora cojepssuT 0GoOIIeHNe ¢ TOYKM 3PeHUS TEOPUH BePOATHOCTIH
KJIACCUYeCKOl TeopeMbl CYI[eCTBOBAHWUA HEMONBH/KHON TOYKHM oIlleparopa
commrenns, opMyInpoBra Koropoit 6suta jana C. Banaxom. C aroit measio
BEOJIUTCS MOHSATHE CIAYYAilHoro omeparopa, KOTOPHIH yA0BJIETBOPSAET yCJIOBUIO
Junmuma. [Ipu onpeneséHHEIX NpejIoNoMKeHUAX 0EPaToOp, KOTOPHI Kask-
7ol peasmzanyuu ciaydaiinoro omepaTopa CTaBUT B COOTBETCTBHE €€ HEIO[BUAK-
HYI0O TOYRY, fABJsAeTcsa 0000meHHOIl ciaydaiinoii Beamumnoii. B kauecrse mpu-
Mepa J0KasbiBaeTCsA TeopeMa CYIIeCTBOBAHUA A pelleHHA ciaydaiiHoro mH-
TerpaJbHoro ypasHennd ®penroabma.
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