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YexocaoBanknii MaTeMaTHIeCKuii KypHAT, T. 5 (80) 1955

SUR LA DEFORMATION PROJECTIVE DES SURFACES REGLEES

ALOIS SVEC, Praha.
(Regu le 26 octobre 1954.)

Dans ses recherches sur les correspondances entre deux espaces pro-
jectifs, M. E. CecH a introduit la notion d’une transformation K-linéari-
sante. Or, ces transformations peuvent étre généralisées et appliquées
& I’étude des correspondances entre deux variétés, car ces transforma-
tions, qui vérifient certaines conditions définissent des correspondan-
ces entre deux variétés, qui sont des généralisations des déformations
projectives.

Dans cette note sont introduites certaines correspondances entre deux
surfaces réglées plongées dans un espace de dimension vmpaire. On y
trouve aussi le degré de généralité des couples de surfaces se trouvant
en cette correspondance cequi donne dans un certain sens la résolution
du probléme de la déformation projective des surfaces réglées.

Ce travail a ét6 écrit sur I'initiative de M. E. Cech. Je lui exprime ici
mes affectueux remerciments.

1. Nous envisagerons une surface réglée I7*)

x(u, v) = y(v) + w 2(v), (1)

plongée dans un espace projectif P,,,.; (n = 1) & 2n + 1 dimensions. Le
systéme de référence sur la surface /7 est formé par les courbes quasiasymptoti-
ques ¥y = y(v), z = 2(v). La normalisation

(@, gy, 2y, . ....,20, ym) = 4 1
faite, on obtient les équations différentielles fondamentales de la surface
n-1 n—-1
y(n+1) — Z aiy(i) + Z b2,
i=0 =0

n-1 n-1 (2)
2 = > cy® + > dzd,
i=0 =0

*) Nous nous bornerons ici & I’étude des surfaces qui ont I'index de développabilité
maximum et qui satisfont & la relation (@, Yy <-» M, yM) £ 0.
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les formes
filt) = — bfi + (a; — d)) bty + et (3)
et les invariants
. 27.i=a/i+di) (4)
1=20,1,...,n — 1.
Nous envisagerons encore la surface 7
(i, ) = §(6) + 0 20) )
qui est plongée dans I’espace Pg,,. Les équations
n-1 n-1
Y+l = z a;y® 4+ Z b2
=0 i=0
B (6)

n n-1

2n+1) — Z cyD + z d ;29
=0 - =0

sont ses équations différentielles fondamentales, f,(f) sont ses formes et j; ses
invariants (¢ = 0,1,...,n — 1).

Nous supposerons, qu’il y a une correspondance quasiasymptotique T entre
les surfaces IT et IT qui fait correspondre projectivement génératrices de I'une
des surfaces les génératrices de I’autre. Nous supposerons, qu’il y a méme

U=u, v=10. (7

La correspondance T définit une déformation projective du »n-tiéme ordre (avee
un contact analytique) des deux surfaces /7 et 7I. Méme des collineations K
existent, qui font pour chaque v = v, correspondre la surface K/I 4 la surface I7
de telle maniére que les surfaces I7 et KII ont pour chaque (u, v,) un contact
analytique du n-tiéme ordre. Les plus générales de ces collineations sont don-
nées par les équations

Ky® = i (;) Ayte=9

i=0

o (8)
Ke) =3 (;) A2
i=0 \J

ou Ay, ..., 4, sont des constants arbitraires.

2. Avant d’introduire la notion de la droite K-linéarisante qui est une géne-
ralisation directe de la notion de la droite K-linéarisante d’une correspondance
entre deux espaces qui a été introduite par M. E. CEcH, nous envisagerons le
point

. n+1/ 1
L= Kzt — S ("’ j' ) Y (9)

i=0
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ot K est la collineation (8), pour laquelle nous avons

n-l
Zn+1l) — (i—1) A9 -
e =505 [ e+ S5 )
n i n-1 i
#0303 () ager +a35 2 Z() D
ico =0 = i =
< unt1=1) 1 (i—19) |
+2‘6( ) ,Z‘,(?)
En vertu de la relation
k Z kE k-t
azE A, 2 z @iy iCivi i

nous pouvons écrire

n-1ln-i- ” o n n—-i-1
Koy =5 1(4’"'.“7 y“+21 2, (H_?)b A +
p 3 z+]
n-— ln
) ly(z)__{_,nz z (@—l-?)d”,lz()—{-

< [n A+ 1\ [E T\ mar-i- Y PON
*, z(@ﬂ)( i )u g

n-1

2, (n —i— l) Ay = Ao z ay® + 4 z b2D +

i=0

+ nzo”il ey + niy z daz® + Z ( )}mﬂ._iy(i) +

i=

- 1 - '~
-+ loz (n —l— 1) w100 Z (n + )1n+1—i2 (;) w9

= i=0 i=0
20 (n J: 1) l"“"éo (’7) wi= 9 zzoz: (1: i ?1) (@ J; 7‘) o R =
_ é (n —l— 1) A =2k - z (n + 1) e
L’égalité ~

L -CE
i+ )i J b
nous conduit enfin & l’équatlon

L= My 'S N + My 4 Nao (10)

i=0 i=0
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ji=0
n-1—1 ?;—}— o
e
n—i-1 ’b -\ o (11)
S (R PowEy F o

(12)
=—(n+1)4u.

Maintenant nous pouvons énoncer la définition de la droite K-lindarisante
pour le point x(u, v) + L(u, v): ¢’est la droite I = [z, £]. Dans le cas ou 5 = ax
(x est un nombre), nous dirons, que la droite K-linéarisante au point z est
indéterminée.

L’interprétation géométrique de la droite K-linéarisante peut étre établie
grice a I’équation (9): soit y une courbe de la surface I7 passant par le point
x(u, v) et soit y la courbe correlative par la correspondance (7). Pour que les
courbes y et Ky aient un contact analytique de I'ordre n + 1 il faut et il suffit,
que la droite K-linéarisante au point « soit indéterminée. Si la droite K-linéari-
sante est bien déterminée et tangente en méme temps aux courbes y et Ky, ces
courbes ont un contact géométrique de ’ordre » - 1. Si elle n’est pas la tan-
gente commune, elle est le lieu géométrique des points w + x, qui ont la pro-
priété suivante: les projections des courbes y et Ky du point w comme centre
dans I’hyperplan de l’espace P,,,; quelconque ont un contact analytique de
Pordre n -+ 1.

Parce que dans les équations (11) et (12) ne figure pas la dérivée de %, nous
avons ici 'analogie des droites totalement K-linéarisantes.

3. Nous dirons que la correspondance (7) est une correspondance T,
(—1<9,0=<gq,p < q),si pour chaque » = v, existe une collineation (8) telle
que pour chaque u la droite K-linéarisante au point (u, v,) appartient a la
jonction de 'espace p-tangent de la surface I7 le long de la droite v, avec le
g-tiéme espace osculateur de la courbe quasiasymptotique au point (u, v,),
c’est-a-dire qu’elle appartient & 1’espace déterminé par les points

Y2, Y, 2 oy, Y@, 2@, Yyt Lozt @ L2l (13)

11 résulte des équations (11) et (12) que la correspondance (7) entre deux sur-
faces IT et II quelconques est au moins du type T,_; ,_;; ou s’en couvaine aisé-
ment en posant 4; = 0. La correspondance T_,,, est remarquable par le fait
que pour chaque v = v, existe une collineation K telle que les surface s IT et KIT
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ont au point (u, ¥) un contact analytique de I'ordre n -+ 1; les surfaces I7 et IT
sont done projectivement déformables & I'ordre n + 1 de telle maniére que
pour chaque v = v, existe une collineation K qui réalise un contact analytique
de l'ordre » + 1 des deux surfaces simultanément dans tous les points des
géneratrices correspondantes.

11 est & remarquer que la notion de la correspondance T,, peut étre modifiée
de telle maniére, qu’elle peut étre appliquée aux variétés quelconques.

4. Dans ce paragraphe nous établirons quand la correspondance (7) entre
les surfaces (1) et (5) est une correspondance T,,. On peut se borner aux cas
p,¢g <n — 1 et poser 3, = 0, 4, = 1. De 1’équation (11) suivent immédiate-
ment les conditions

S (” 7) May — iy = a; — dy
i=0
(’ “) = bi (14)

n 1
z (1, —I_?) 2+3 =6

pour t =n—1,n —2,...,p + 1 et

ni e+
50
pour t =n — 1,7 —2,...,q + 1.

Les équations (4), (4a) et les équations analogues pour la surface (5) ont pour
conséquence

|~q
lo

1
) A(“H: +dz+a)_a + d; +°(n ;I- )lnﬂ—i (15)

7
fz(t)_ Zo ( —f‘j) szH (16)
=
pour it =n —1,m» —2,...,p + let
Ik — . 1 )
v )}»k7i+k =17 + " + Ans1—i (17)
k=0 k J ?

pour it =mn —1,n —2,...,9 + 1.

Soit maintenant donnée la surface IT par les formes f,(¢) et les invariants 7,
(¢=0,1,...,n — 1) et cherchons toutes les surfaces II qui sont en correspon-
dance T,, avec IT. Les fonctions jg, jy, - . ., jn—; choisies, on trouve les coefficients
Agy vy An—q (les coefficients 1, = 0, 1, = 1 ont été fixés auparavant) & l'aide
du systéme (17) et lesformes f, .1, fp+25 - - > fn—1 & 'aide du systéme (16); dans ce
dernier systéme figurent seulement les coefficients ,, 4, ..., Ap—y—, C’est-a-dire
que les coefficients A,_,.,1, An—qg+25 - -» An_p—o SODt arbitraires. Enfin les formes
fo(®), f1(t), ..., f,(t) sont arbitraires elles aussi.

5. Nous allons étudier de plus prés le cas ¢ = p + 2 > 1. Par le systéme
(17) sont bien déterminé les coefficients 4y, 43, ..., 2,_,_», ¢’est-a-dire précisé-
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ment les coefficients qui figurent dans le systéme (16). La géneralité de nos
considérations ne sera donc pas restreinte en faisant le choix de 4,,_,—1, 4,—,, car
on on aura affaire seulement avec la restriction des collineations K. Nous choi-
sirons ces coefficients 4,,_,_,, 1,—, de telle maniére que les équations

n +1 P p k1), .
(p +1 + 7‘) ln—p—r = Z (p L lk7p+7'+lc+1 — Jo+1i+r (18)

(r = 0, 1) soient satisfaites. Alors le systéme (17) sera satisfait pours =n — 1°
.., @ —1=1p + 1 et les surfaces IT et IT sont méme en correspondance T,,.
On peut donc énoncer la théoréme suivant:
8i la correspondance (7) entre les surfaces IT et IT est du type T, , .4, elle est
méme du type T,,.
6. Etant donnée une surface IT, il existe toujours des surfaces qui sont en corre-
spondance T,, avec II-¢t elles dépendent de (n -+ v) fonctions d’une variable et dans
ecas ol q > p -+ 2 elles dépendent en outre de ¢ — p — 2 constantes arbitraires.
Ici v est le nombre d’invariants qui définissent les formes fo(£), ..., f,(t), les formes

k=0

fos1(®)s -+, fu-1(t) étant connues. Or une analyse plus détaillée serait nécessaire
pour déterminer le nombre » dans tous les cas divers.
Dansle cas p = — 1, ¢ = 0 le systéme (17) définit les coefficients 4, 45, ...,

A, et le systéme (16) définit toutes les formes fo(t), ..., fa—1(t). Les surfaces qui
sont en déformation projective de 'ordre n + 1 (dans le sens énoncé plus haut)
avec une surface /7 donnée existent et dépendent de n fonctions d’une variable
7.0’ jl: L] 7.%—1'

7. Pour P; (n = 1) chaque correspondance est une correspondance T,
tandis que les correspondances T_, , sont les déformations projectives du 2°"¢
ordre (dans le sens énoncé). Le systéme (16) devient

folt) = 14(t) » (19)
le systéme (17) est vide.

Pour P, (n = 2) chaque correspondance est une correspondance T;,. A priori
existent les types T_; o, T_. 1, Tgp, To1 des correspondances mais en vertu du
théoréme énoncé il suffit d’examiner les correspondances des types T_; 4 et Ty,.

La correspondance T_, ;est une déformation projective du 3*™° ordre (dans
le sens énoncé), le systéme (16) devient

f(8) = f(®)
folt) = 1al®) 20)
et le systéme (17) se réduit & ’équation
3 =171 — 1. (21)

La transformation T, est telle que les droites K-linéarisantes coincident avec

les génératrices de la surface. Le systéme (16) devient alors

L) = h(0) (22)
et le systéme (17) se reduit & '’équation (21).
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Peswome

ITPOEKTUBHAA JEOOPMALNA JINHENYATBIX ITOBEPXHOCTEI

AJIOUC IIBEI, (Alois Svec), ITpara.
(ITocrymuito B pegakmuio 26/X 1954 r.)

B pabore paccmartpuBaerca JuHeifuatas ToBepXHOCTh I B IIPOEKTHBHOM

npocrpancrse P, ., M moBepXxHOCTs /I B IPOEKTHBHOM IpocTpaHcTse P, .,
UMelOIMe OffHA U [[pyras MaKCUMaJbHBI WHJEKC pasBeprhiBaeMoctu (indice
di sviluppabilite). Mesay HuMM 3aaHO KBasMACHMITOTHYECKOE COOTBETCTBHE
T, B xoTopoM 00pasyloliye IpsAMbIe II0OBEPXHOCTell IPOEKTUBHO COOTBETCTBYIOT
Ipyr apyry. YunreiBag kommuseanuu K npocrpancrsa P, ; ma Py, 1, KoTopble
OCYI[ECTBIAIOT aHAIMTUYECKOE KACAHUE 7-TOX0 IOPAAKA MLy 00enMu mone-
PXHOCTAMU OJJHOBPEMEHHO BJ[0JIb COOTBETCTBYOIIUX APYT APYTY o6pasyiommx
IOpAMEIX, MoseMm BBecTn K-jmHeapusumpylomue mHpeoOpasoBaHMsA, KOTOPHIE
ABJAIOTCA COBEPUICHHBIM aHAJIOroM Ipeo0pasoBamuii, BBeJCHHBIX aKajg. o.
YexoM npu usydeHHn coorserctsuii mesrny nsyma P,. Coorsercrsue T Gyner
muna T,, (—1 < p<gq, 0<¢q), ecam A KamIo0il Mapsl COOTBETCTBYIONINX
APYr APYTY NpAMEX p U p mosepxmocreit I u II naiinercs xommueanus K
TaKasg, 9T0 A Kamyolt Toury x mpsamoit p = Kp roransno K-nuneapusupyio-
masa mpaMas (KoTopas cymectByer miaA Kampoit K) memur B coeuHeHHH
p-KacaTeJIbHOr0 IPOCTPAHCTBA MOBepXHOCTH I] BIOJIB P ¢ ¢-THIM COIPHUKACAIO-
IUMCA HIPOCTPAHCTBOM KBA3MACHMITOTHYIECKOIl KpHRoil B Touke x. CoorBer-
crBue tHna T_,, ABIAeTcA B HEKOTOPOM CMEIC]Ie IIPOEKTUBHOM medopmanmeit
(n + 1)-oro mopsaaka (aHamuTHdeckoe kacanme). H wampjoit mosepxsoctm [
CYIeCTBYIOT IIOBEPXHOCTH, KOTOPHle HAXOJATCA C Heif B COOTBETCTBUN THUIA

T,,; B pafore YKa3aH MEeTO]| YCTAHOBJIEHUA UX CTEIIEHU BOJIBHOCTH.
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