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Yexocaopankuii MaTeMaTHIecknii xypuai, T. 4 (79) 1954

SUR LES ESPACES A CONNEXION AFFINE PARTIELLEMENT
PROJECTIFS

GHEORGHE VRANCEANU, Bucarest.
(Regu le 5 juin 1954.)

Le texte de la communication de I'auteur & la section de mathémati-
ques de la III. session générale de I’Académie Tchécoslovaque des
Sciences qui a eu lieu le 14. avril 1954.

On sait que les équations différentielles des courbes auto-paralléles d’un
espace 4, & connexion affine I'}; ont la forme

dx@é . dad da? ()
dez — " dt dt
et que les équations en termes finis de ces courbes sont de la forme
Fa(a;l, oan e, =0 (a=1,.,n—1), (2)

c’est-a-dire qu’elles dépendent de 2n — 2 constantes arbitraires.

Dans le cas ou les premiers membres des n — 1 équations (2) sont des fon-
ctions linéaires des variables a1, ..., 2%, 'espace 4, est euclidien projectif et
les variables a1, ..., z* sont des coordonées projectives de I’espace. Autrement
dit, les courbes (2) sont en ce cas données par des formules de la forme

zr=aqex" + b  (x=1,...,n—1) (3)

et ces courbes sont des droites. Dans le cas envisagé, les composantes I'j,
de la connexion sont données par les formules de Weyl

Iy = 8o + 895 (4)
ol g, est un vecteur covariant et 3; est le delta de Kronecker.

Dans le cas ou n — p (p > 1) seulement des équations (2) sont linéaires, on
dit que l'espace est partiellement projectif ou projectif d’ordre n — p. V. F.
Kagan et ses éléves P. K. Rachefski et G. M.Chapiro!) ont étudié le cas,
ou l’espace est projectif d’ordre » — 2 en supposant aussi que les n — 2 hyper-
plans, définis par les équations linéaires, passent par un point fixe. En prenant
ce point pour origine, les n — 2 hyperplans peuvent s’écrire sous la forme

¢t = aix! 4 b2, (t=3,...,n). (5)

1) Voir Tpyns ceMIHAPA 110 BEKTOPHOMY M TEH30PHOMY aHAIN3y, Mocksa 1933, volume 1.
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En ce cas Kagan a montré que la connexion peut étre écrite sous la forme
Iy = @ity + Sipe + 895 - - (6)

Dans mes recherches j’ai supposé que le point fixe par lequel passent les
‘n — 2 hyperplans est a l'infini sur un des axes de coordonnées, par exemple
P’axe 2!, et j’ai montré qu’en ce cas les formules (6) de Kagan deviennent

F?k = Sj(pk + az(p.’i ((X = 2) ey n) ) (7)

ce qui constitue une généralisation directe des formules (4) relatives aux
espaces euclidiens projectifs. Je dis aussi qu’en ce cas I’espace de Kagan a été
reporté aux coordonées affines. Si dans les formules (7) « varie de p + 1 a =,
I’espace est n — p fois projectif et ses hyperplans passent par les points a 'infini
des axes al, ...,a? c’est-a-dire qu’ils contiennent une variété linéaire a p — 1 di-
mensions. '

Les espaces de Kagan ne sont pas les seuls espaces dont les courbes auto-
paralléeles soient situés dans des hyperplans, mais on ne connait pas jusqu’ici
d’autres classes générales de ces espaces. Dans cette communication je donnerai
une caractérisation des espaces de Kagan, qui met plus clairement en lumiére
leur caractére spécial par rapport a d’autres espaces partiellement projectifs.

Pour établir cette caractérisation, cherchons s’il existe des courbes auto-
paralleles (1) situées dans I’hyperplan

wt=cl (8)

olt ¢! est une certaine constante. En tenant compte de (8), les équations (1)
deviennent
, daf dar
—_—— 0
Ar dg de
d2xe . daf day
aw e WP =20m)

9)

ou dans I}, on remplace 2! par la valeur c¢!. Les formules (9) nous disent que
dans le cas seulement, ol nous avons

It a2, .., a") =0, (10)
Phyperplan a! = ¢! contient le nombre maximum oo2n-4 de courbes auto-
paralleles.
De méme, si les formules (10) ne sont pas vérifiées, mais la formule

- daf dxy
1 (el g2 ... gt —— 1
Fﬂy(C:x: ,x)dt‘ dt = C (1)
ol ¢ est une constante, est une intégrale premiere des derniéres formules (9),
le nombre des courbes auto-paralléles situées dans I’hyperplan 21 = ¢ est égal

2

a 0o%n-5,
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Supposons maintenant que ’espace A4, ait la propriété qu’il contient dans
chaque hyperplan le nombre maximum co2*-4 de courbes auto-paralléles.
En ce cas I’espace est euclidien projectif. Pour le démontrer, remarquons tout
d’abord que, la propriété étant vraie quel que soit I’hyperplan 2 = c?, nous
devons avoir en accord avec les formules (10)

et grice a ces relations, les équations (1) deviennent

; dat , da® .
Fiid—t_{_ QFikEt‘ s (k * 7). (13)

d2xi  dat

der — dt
En supposant maintenant que la propriété est vraie aussi pour un hyperplan
quelconque a,x? = ¢, on trouve les conditions

2Fiilc:Fiii (i*k)’

qui sont équivalentes aux conditions (4)et par conséquent I’espace est euclidien
projectif. On peut donc énoncer le théoréme suivant:

Si un espace A, posséde dans chaque hyperplan le nombre maximum oo-4
de courbes auto-paralléles, il est euclidien projectif (les courbes auto-paralléles
étant des droites) et inversement.

En supposant maintenant que l’espace A4, posséde le nombre maximum
oo2n-4 de courbes auto-paralléles dans chaque hyperplan d’une famille de
con-? hyperplans paralléles, I’espace est un espace de Kagan n — p fois pro-
jectif. Inversement, un espace de Kagan des variables affines possede cette
propriété.

Pour obtenir donc des espaces partiellement projectifs, qui ne sont pas des
espaces de Kagan, on doit étudier le cas des hyperplans, qui ne contiennent
pas le nombre maximum oo2#-4 de courbes auto-paralléles, donc le cas des
systémes tels que (9), pour lesquels les conditions (10) ne sont pas vérifiées.

Si 'on suppose par exemple que T’hyperplan 2' = ¢! contient co2-5 de
courbes auto-paralleles, ¢’est-a-dire que (11) est une intégrale premiere, on a les
conditions suivantes

ory, . ory, | oI,
3ar T Bx':y + ax; + I3, lg, + F;pF;a + I3l =0

donc des conditions différentielles dans les composantes de la connexion de I'espa-
ce, ce qui explique peut-étre le fait qu’on n’a pas jusqu’ici réussi a trouver
d’autres classes d’espaces partiellement projectifs que celle d’espaces de Kagan.

285



Peswome

O YACTUYHO HNPOEKTUBHBIX IIPOCTPAHCTBAX AO®OUHHON
CBA3HOCTH

I'. BPAHUYEAHY, Byxapecr
(ITocTynuio B pegaxiymio 5/VI 1954 r.)

pocrpancrsamu Karanma waseBalorcsa mpocrpaserBa 4,, o6uagaomngie
cucTeMoit KoOopauHaT &g, ..., Ty, aBTOIIApAJJICJbHBIE KPUBBIE KOTOPBIX HaXO0-
JATCA B IUIEPINIOCKOCTAX HEKOTOPO CHCTEeMBI TapalliesbHbIX IIIepILIOCKOC-
creii. B bdroit crarbe JOKAa3BIBAETCA, UTO IIPOCTPAHCTBO A, IIPOEKTHBHO-
€BRJINI0BO, €CJa B Hamnoﬁ TUIIEPIIOCKOCTII HAXOJUTCA MAaKCUMaJbHOE KOJIU-
gecTBO 00"~* aBromapasUieNbHbIX KpuBHX. Jlasee pmokasamo, 4ro 4, —
mpocrpancrBo Harama, ecam B Kaoil IHIEPIIOCKOCTH HEKOTOpPOil cuc-
TeMBbI I1apaJlJIeTbHEIX IUIIEePILIOCKOCTeil HAX0UTCA MaKCUMAaIbHOe KOJIIM4ecTBO
" c0?~4 aBrOMapae bHEX KpuBsX. Ecn mpocrpancTso 4, 9aCTHYHO TPOEKTHB-
HO, HO He fABIAeTcA IpocrpaHcTBoM Harana, To cyLiecTBYIOT MIepIIOCKOCTH,
B KOTOPHIX He HAaXOMUTCA MAaKCUMAJIbHOE KOJMYECTBO ABTONAPALIETbHBIX KPU-
BBIX, I OKA3BIBAETCSA, 9TO CBABHOCTH B DTOM cJydae ompefenserca gudepen-
OUAJTBHEIMI  ypaBHeHUAMH. OTHOCUTeTBbHAS CJIOMKHOCTH OTUX YpaBHEHUNH
00BsicHAET, MOsKeT OBITh, TO 00CTOATEIBCTBO, IOYEMY He YAAJI0Ch JI0 CHX IIOp
TPUBECTH APYTHe MPUMepHl 4aCTHYHO-TIPOEKTUBHEIX IIPOCTPAHCTB KpOMe IIpPO-
crpaucrs Karama.
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