Czechoslovak Mathematical Journal

Milo$ Kossler
Uber reelle Charakteristiken von Potenzreihen
Czechoslovak Mathematical Journal, Vol. 4 (1954), No. 3, 274-282

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/100112

Terms of use:

© Institute of Mathematics AS CR, 1954

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized documents
strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://dml.cz



http://dml.cz/dmlcz/100112
http://dml.cz

YexocroBanknii MaTeMaTHUeCKHil kypHaI, T. 4 (79) 1954

UBER REELLE CHARAKTERISTIKEN VON POTENZREIHEN

¥
MILOS KOSSLER, Prag.
(Eingelangt am 24. Feber 1954.)

Ist f(z) = 2z + ¢32% 4 ¢52® + ..., so hat die Funktion A(r) =
= Max . R(f(z)) fur kleine r > 0 die Gestalt

2| =7 .

r 4+ Oy o Cyrd + ... (*)
Hier wird das umgekehrte Problem behandelt: zu vorgegebener Reihe
(*) diejenigen f(z) zu finden, fiir welche in einer Umgebung des Null-
punktes die Gleichung A(r) = r + Cyr? + Cyr® + ... gilt. Analog
kann man M(r) = Max |f(z)] und #hnliche Funktionen behandeln.
2| =7
Einleitung. Die Potenzreihe

w=mhm+§m+mw (1)

mit positiven Konvergenzradius bildet den Kreis |z| = r auf eine gewisse
geschlossene Kurve w = f(re?) in der w-Ebene ab. Wenn bei festem r die Zahl
¢ das Intervall {0,2x) durchlduft, dndert sich wie der Realteil so auch der
Imaginarteil von w stetig. Das Maximum des Realteiles wird gewohnlich mit
A(r) und das Minimum mit B(r) bezeichnet. Ahnlich bezeichnet mann Max .
. |f(2)] = M(r) und Min [f(z)| = m(r). Diese und éhnliche reelle Funktionen der
positiven Verdnderlichen r werden wir als reelle Charakteristiken der Potenz-
reihe (1) bezeichnen.
Eine solche Charakteristik ist z. B. der Mittelwert

27
””:%vammfww=ﬂ+2m+mW% (@)
2
0
Alle solche Charakteristiken der Reihe (1) sind durch die Koefizienten der

Reihe eindeutig bestimmt. Dieselben Charakteristiken A(r), B(r), M(r), m(r)
-und F(r) wie die Reihe (1) hat auch die Reihe

?@=z+;m~wmk

und weiter die Reihen, welche aus (1) durch die Rotation der Verinderlichen
entstehen, das hei3t die Reihen f(ze#¥), wo y eine reelle Zahl ist. Die Charakte-
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ristiken F(r), M(r) und m(r) haben sogar die Reihen eisf(ze?¥) (¢ und y reell)
gemeinsam.

Manche Eigenschaften solchen Charakteristiken sind wohl bekannt. So ist
z. B. die Funktion M(r) monoton wachsend, stiickweise analytisch und ihr
Wachstum ist von ganz bestimmten Typus (der Dreikreisensatz von Hada-
mard).

Um das Problem, welches den Inhalt dieser Abhandlung bildet, niher zu
charakterisieren, zitiere ich aus dem Buche L. BieBerBacH: Lehrbuch der
Funktionentheorie B. II. S. 130. folgende. Stelle:

,»Man ist aber heute noch weit davon entfernt, die charakteristischen Eigen-
schaften der Funktion M (r) zu kennen. Das heiflt also, man kennt noch nicht
die notwendigen und hinreichenden Eigenschaften, die eine Funktion besitzen
mul}, wenn sie M(r) einer analytischen Funktion sein soll. Man weil auch
nicht, ob bis auf triviale Moglichkeiten zu jedem M(r) nur eine analytische
Funktion gehort. Diese trivialen Moglichkeiten aber sind diese: zu den Funktio-
nen f(2), ef(nz), ef(nz) gehort das gleiche M(r), wenn ¢,  Zahlen vom Betrage
Eins sind und wenn zugleich f(0) = 0 ist.* .

Bei der Charakteristik (2) F(r) kann man alle diese Fragen leicht beant-
worten. Es ist augenscheinlich, dall zu jedem F(r) eine unendliche, nicht
abzéhlbare Menge von Potenzreihen (1) gehort, die ganz verschiedene analy-
tische Funktionen definieren. Die Elemente dieser Menge sind diejenigen Po-
tenzreihen, deren Koeffizienten dieselben Betrige |a, + ib;| for k = 1,2,3, ...
... besitzen.

In folgendem werden wir beweisen, dafl auch ein und dasselbe Maximum des
Realteiles.

Ar)y=r 4+ Cyg2 + Cyr* + ... + C,r* + ... (3)

zu unabzdhlbar unendlich vielen Potenzreihen (1) gehort, die ganz verschie-
dene analytische Funktionen definieren. Die einzige Bedingung fiir (3) ist dabei,
daf alle C, reell sind und die Reihe (3) einen positiven Konvergenzradius hat.
Es wird nicht nur die Existenz solchen Reihen (1) bewiesen, sondern sogar
eine konstruktive Vorschrift zur Bildung solcher Reihen gegeben. Ahnliche
Séatze tiber die Charakteristiken B(r), M(r), und m(r) sind dann nur eine Folge
des Satzes iiber A(r).

1. Die Charakteristik A(r). Es sei die Reihe (1) gegeben. Wenn wir bei
festem r z = rei» einsetzen, so bekommt man bei iiblicher Bezeichnung

w = u(r, p) + iv(r, @) ‘
w(r, p) = rcos @ + . ayr* cos kp — », byr* sin ko (1,1)
2 2
Es ist also u(r, @) eine stetige periodische Funktion der reellen Verinderlichen
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@, welche alle Derivierten nach ¢ besitzt. Extreme Werte dieser periodischen
trigon. Reihe sind durch die Wurzel der Gleichung

1 Ou
=
bestimmt. Wenn wir die linke Seite dieser Gleichung als G(r, ¢) bezeichnen,
so ist diese Funktion der komplexen Verédnderlichen » und ¢ analytisch solange
|7| geniigend klein ist und ¢ in einem geniigend engem Bande — ¢ < J(gp) < ¢
verbleibt. Da fiir » = 0 die Gleichung (1,2) nur zwei Losungeng; = 0, g, ==
besitzt, so hat auch die Gleichung (1,2) fiir geniigend kleine » nur zwei Losungen
der Form

= sin ¢ - ;ka,cr"—l sin kp + ; kbyr%=1 cos kg = 0 (1,2)

@1(r) = o7 + x4 agr® 4 ..,

@o(r) = + Bir + Bor® + Bor® + ..,
wo die Koeffizienten (o, f;) reell sind und beide Reihen fiir geniigend kleine r
konvergieren. Das ist eine Folge der Tatsache, daB durch (1,2) ¢ als implizite
Funktion von r definiert wird. Der Winkel ¢,(r) bestimmt dann A4(r) und der
Winkel ¢,(r) B(r). Es ist also

A(r) = u(r, g1(r)),  B(r) = u(r, py(r)) -
Das ist ein systematischer Weg zur Berechnung der Charakteristiken A(r)
und B(r). Z. B. wenn alle Koeffizienten der Reihe (1) reell sind, d. h. wenn alle
b, = 0 sind, so kann die Gleichung (1,2) in der Form

s1n<p{1 +Zlca - lsslﬁlkg}z 0

geschrieben werden. Es ist klar, dafl fiir geniigend kleine r sich die Klammer
nicht annulieren kann und infolgedessen ist fiir solche r @,(r) = 0, @o(r) = =
und A(r) = f(r), B(r) = f(—7).

Man kann die Gleichungen (1,1) und (1,2), welche A(r) bestimmen, durch
eine einzige ersetzen. Wenn wir nidmlich in die Gleichung (1,1) ¢ = @,(r) ein-
setzen, so bekommen wir '

A(r) = 7 cos ¢, + > ag® cos kp, — 2, br® sin ke, .
2 2

Beide Seiten dieser Gleichung sind konvergente Potenzreihen in 7. Durch
Differenzieren beider Seiten nach » bekommen wir

(r) = {r cos ¢, + Z kazr® cos ke, — Z kbyr* sin ke,} —
. 2 2

—r —daﬁ {r sin ¢, + Z kazr® sin ko, + Z kbyr® cos k(pl} .

Aber die zweite Klammer auf der rechten Seite ist nach (1,2) Null und == d%

ist endlich. Es ist also auch

276



rA'(r) =7rcos ¢, + Z kayr® cos kg, — ;kbkrk sin ke, +
2
+ i {rsin @, + Z kar* sin ko, + ; kbyr® cos ko,}, (1,3)
2

rA'(r) = re?™ > I(ay + ib)r*et "t = rei?if (reivt) .
2

Wenn also die Reihe (1) gegeben ist, so ist diese Gleichung (1,3) dquivalent mit
beiden Gleichungungen (1,1) und (1,2). Denn ¢4(r) wird durch die Gleichung
(1,2)
J(reiolf’(reiel)) = 0

bestimmt und der Realteil der rechten Seite von (1,3) ist dann »4'(r).

Nach dieser Vorbereitung sind wir im Stande zu einem von vornherein
gegebenem A (r) die zugehorige Reihe oder Reihen (1) zu suchen.

§ 2. Es sei also eine konvergente Reihe

A@) =1+ Cx? + Cyr® 4 ... (2,1)

mit reellen Koeffizienten von vornherein gegeben. Nach dem, was vorher
gesagt wurde, hat die Reihe mit reellen Koeffizienten f,(z) = A4(z) fiir genii-
gend kleine r die Charakteristik A(r). Wenn nun eine andere Reihe f(z) existie-
ren soll, welche dasselbe A(r) besitzt, dann muB fir sie die Relation (1,3)
erfiillt werden. Dabei muB der zugehorige Winkel ¢,(r) die Gestalt®einer Po-
tenzreihe in r haben und diese Reihe muf} die Relation (1,3) erfiillen. Wir
definieren also den Winkel ¢,(r) versuchsweise durch eine Reihe mit beliebigen

reellen Koefizienten
Sin @, = 17 + por?2 4 pard + .= p(r),
e (2,2)
cos ¢; = -+ Vl — sinZp,

Es ist also
@ =T —y* +iy(r) .
Nun bezeichnen wir das Produkt
ren™ = /T — 2 + iy} =z, (2,3)
so daf} die Gleichung (1,3) in der Gestallt
rd'(r) = ref (re'®) = 2f'(2)

erscheint. Die inverse Funktion zu (2,3)

r=1v(2) =2z 4 0,22 + 0,2° + ... (2,4)
ist” eine Potenzreihe mit positivem Konvergenzradius. Infolgedessen ist
2f'(z) = v(2) A"(v(2)) = v(z) {1 + 20w(z) + 3C2%(z) + ...} . (2,5)
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Dadurch ist f'(z) und also auch f(z) formel bestimmt. Das bedeutet: Wenn
iiberhaupt eine Reihe f(z) existiert, deren Charakteristik das vorgeschriebene
A(r) fiir den vorgeschriebenen Winkel ¢,(r) erreicht, dann mufl die Relation
(2,5) erfillt werden. Dierechte Seite von (2,5) definiert aber immer eine Potenz-
reihe in z. Das ist eine Folge der Tatsache, daf3 die inverse Reihe (2,4) einen po-
sitiven Konvergenzradius besitzt. Man kann also immer ein solches positives g
finden, daB fiir |z| < o die Zahl |v(z)| kleiner wird als der Konvergenzradius
der Reihe A’'(r) und also auch der Reihe 4 (r). Nach dem WeierstraBschen
Doppelreihensatz kann also die rechte Seite von (2,5) in der Form einer Po-
tenzreihe in z geschrieben werden. Die Koeffizienten dieser Reihe sind dann
eindeutig bestimmt durch die Koeffizienten C in der Reihe A4(r) und durch
die Koeffizienten y, in der Reihe y(z). Dadurch ist die Reihe f'(z) und also
auch f(z) bestimmt. Diese Funktion f(z) besitzt dann das durch die Reihe
(2,1) vorgeschriebene Maximum des Realteiles 4(r) fiir den vorgeschriebenen
Winkel (2,2) @4(r). Wenn wir nimlich in die Gleichung (2,5) z gleich re'™("
einsetzen und ¢,(r) durch (2,2) definieren, so wird die Gleichung (1,3) erfillt.

Die Reihe (2,2), welche den Winkel ¢,(r) definiert, hat reelle Koeffizienten
und einen positiven Konvergenzradius. Diese Bedingungen erfiillt eine unab-
zahlbare Menge von Reihen. Man kann also auch eine unabzidhlbare Menge
von Reihen f(z) konstruktieren, welche alle dieselbe von vorherein vorge-
schriebene Charakteristik A(r) (2,1) fiir geniigend kleine r besitzen. Wir
definieren z. B. den Winkel ¢,(r) durch die Gleichungen

27-2
7, cos ¢,(r) = +

wo ¢ eine beliebige reelle Zahl ist und r die Zahl 2:|¢| nicht iiberschreitet. Die

Gleichung (2,3) ist dann
£2r2 . &r
Z—TWI—T +1§)

und die inverse Funktion (2,4)
r=z:(1 4 iez)t = v(z2) .

ol o

sin @, (r) =

Diese Funktion ist eindeutig und reguldr, solange |z| < 1: |¢| bleibt. Wenn
nun das Maximum des Realteiles durch die Reihe A(r) = r 4+ Cyr? + Cyr® +
vorgeschrieben ist, dann ist die zugehorige Reihe (1) durch (2,5) definiert:

2fe(2) = v(z) 4'(v(2)) -

So hat z. B. die Funktion f(z) = 2z die Charakteristik 4(r) = r. Esist also 4’ (r) =
= 1 und infolgedessen besitzen alle Funktionen f.(z), welche durch

fu@m) =v(z) iz =1: )T+ ez
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definiert sind, die Charakteristik A4(r) = ». Durch Integration bekommen wir
2 g
fe(z):;g—{l/l Fiez— 1}. (2,6)

Mann kann sich leicht durch direkte Berechnung iiberzeugen, dafl
A(r) = Max R (f.(re'?)) = r,
solange » << 1: |¢|, dass heilt im ganzen Konvergenzkreise der Reihe (2,6).
Wenn aber der Winkel ¢,(r) anders gewdhlt wird, z. B. durch

por) _ L der

1 —ier’ r<1:ld,

so berechnet man leicht die zugehorigen Funktionen mit Hilfe der Formel
fe(2)

Alle diese Funktionen f.(z) besitzen wiederum die Charakteristik A4(r) = r,
im ganzen Konvergenzkreise, dessen Radius (3— 2|/2): [e| ist. Das wird
natiirlich nicht immer der Fall sein. Wenn die Funktion A(r) in Form eines
Polynoms oder einer unendlichen Reihe in r vorgeschrieben ist oder wenn der
Winkel ¢,(r) durch die allgemeine Reihe (2,2) gegeben ist, so wird die dadurch
definierte Potenzreihe f(z) die Charakteristik A () nur fiir geniigend kleine Werte
von r besitzen. Fiir grossere r kann die Charakteristik A(r) andere Form an-
nehmen, in voller Ubereinstimmung mit den bekannten Untersuchungen von
BLUMENTHAL.

§ 3. Andere Charakteristiken. Ist eine andere Charakteristik z. B. B(r),
M(r) oder m(r) in der Form einer Potenzreihe vorgeschrieben, dann ist es
regelmifBig moglich die Aufgabe auf das schon geloste Problem zuriickzu-
fithren. Wenn z. B.

{1+ 6iez — e%2® — (1 + ie2)} . (2,7

218"‘

B(r) = —r + Cy? 4 Cyr® 4
sein soll, dann konstruieren wir eine Potenzreihe f(z), welche A(r) = — B(r)
besitzt. Die gesuchte Funktion ist dann — f(— z).
Ist M(r) in der Form
Mr)=1+Cyr+Cy2+ ...,
wo (; > 0, gegeben, dann konstruktieren wir zuerst die Funktion f(z) mit

der Charakteristik A4(r) = log M(r) und die gesuchte Reihe ist dann e’®).
So besitzen z. B. alle Funktionen

F (2) = efe@ |

wo f.(z) durch (2,6) oder (2,7) gegeben ist, die Charakteristik M(r) = er und
gleichzeitig m(r) = e-7, sogar im ganzen Konvergenzkreise. Das geschieht
natiirlich nur ausnahmsweise. Im allgemeinen Falle wird das vorgegebene
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M (r) nur fiir geniigend kleine r erreicht. Unsere Sazte, iiber die Charakteristiken
A(r) und M(r) sind also in allgemeinem Falle nur lokale Sétze. In dhnlicher
Weise kann mann ein vorgegebenes m(r) behandeln.

§ 4. Ein Allgemeiner Abbildungsatz. Die Methode, welche zur Konstruktion
von Potenzreihen mit vorgegebenem A(r) beniitzt wurde, ist nur eine Folge
eines lokalen Abbildungsatzes.

Durch die Reihe
2= Bl 4 Bl + B3 + ... = p(0), [/31I =1 (4,1)

sei eine schlichte Abbildung des Kreises |{| < 7, in der { Ebene auf ein Gebiet
der z Ebene gegeben. Wenn ¢ = 7 reell ist, so wird der Teil der Realachse — r; <
< r < —+r, in der { Ebene durch (4,1) auf einen einfachen sich nicht schnei-
denden Bogen o, in der z Ebene abgebildet. Des weiteren sei in der Ebene
w = u + iv ein beliebiger analytischer Bogen O durch die parametrischen
Gleichungen

u = R(r) = i Cre, v=J(r)= Z‘ODkr" (4,2)
0 &

wo Oy, D, und r reelle Zahlen sind, definiert. Dann gibt es eine einzige Potenz-
reihe

w = F(z) = 2 (a + ib)e, (4,3)

cMs

durch welche die r-Punkte des Bogens o, auf die r-Punkte des Bogens O
abgebildet werden, solange r geniigend klein gewihlt wird. Es sei noch aus-
driicklich betont, daf der Bogen O (4,2) keineswegs schlicht zu sein braucht.

Der Beweis ist im wesentlichen derselbe wie im zweiten Abschnitte dieser
Abhandlung. Die Inverse Reihe von (4,1)

(= 1t(z) = y12 + po2% + 2% + ... (4,4)

ist schlicht, solange |z| < r,. Es ist also identisch ¢(y(r)) = r fiir » < r,. Die
gesuchte Funktion ist dann

F(») = R(t(2) + i ((2)) , (4.5)
da fiir geniigend kleine |z| = r
F(y(r)) = R(r) + iJ(r) ist .

DafBl (4,5) fiir solche z in der Form (4,3) geschrieben werden kann, ist nur
eine Folge des Weierstraf3schen Doppelreihensatzes.
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Pesiome

OENCTBUTEJBHBIE XAPAKTEPUCTURU CTENEHHLIX PAIOB

MUJIOI KRECC/IEP (Milo§ Késsler), Ilpara
(ITocrynmio B pepaximio 24/11 1954 r.)

Crenennoit pAx w
w = f(z) = 2 + D (a, + ib;) 2* (1)
2

C TIOJIOKUTEILHBIM PAJITYCOM CXO[IMOCTH 0TOOpaaer Kpyr |z| = r Ha HeKoTO-
PYIO 3aMKHYTYI0 KpuUBy0 w = f(re’”) B ILIOCKOCTHI w, TOCKOJBKY 7 MeHbIIe
panuyca exogumocti. IIpi 9T0M, 0UeBUAHO, aOCOMIOTHAS BeJTIIHA W, AeiicTBU-
TeJIbHAsA 4aCTh W U MHUMAA 4YacTh W ABJIAIOTCS (IJYHHU;HHMM neiicTBUTEJIBHOTO
nepementoro @. Makcumym aGcosiorHoii Bemmumukl |f(re’?)] B mHTepBaTe
0 < ¢ < 27 o6Gosnavaerest 00buHO uepes M(r), MunumMym wepes m(r), MaKCH-
mym jeiicrareabuoit yacrn Max R(f(z)) = A(r), munumym uepes B(r). 9ru
u 1mojo0usle UM QYHKIMK [eificTBHTEIHHOrO0 IIePEMEHHOro 7 Mbl HABOBEM feii-
CTBUTEJIbHBIMI XapaKTePUCTUKAME J{AHHOIO CTeIeHHOro psaa. Mssecruo, 4ro
BTI XAPAKTEPUCTURY OFHOBUAYHO ONPENENAIOTCA CTEIeHHBIM DPAJOM, T. e. ero
Koo PuruenTamMu, 1 ABIAIOTCA JUIA JOCTATOYHO MAJIBIX 7 CTEIIEHHBIMU PSA{AMIU
mepeMeHHOro 7 ¢ feiicrBuresasHeMu KodPPuiuentamu. Tax, mamp., HeTpymHO

=}
nokasars, aro pag (1) ¢ geiicrurensubmu kodddummenramu f(z) = z + Sa2”
2

nMeeT A JOCTATOYHO MasihX |2| = r xapakrepucrury A(r) = f(r). Coorser-
CTBYIOMIIE Yo @,(7), 11s KoToporo R(f(re’™)) mpunumaer cBoe MAKCUMAIbHOE
W MUHIMAJIbHOE BHAYEHNE, MOMKHO BEIYUCJINTD B OGIIEM cirydae II0 ypaBHEHUIO
(1,2) Broporo maparpada, t. e. I(re’®f'(re’)) = 0, mpmuem coorBercTByIOIIEe
A(r) onpenenserca mo gopmyae (1,3): rA’'(r) = re'®f'(re’t). 910 coornouenue
D03BOJIsieT HAM PEINTH GOpATHYIO 3afady, T. €. [jid Hamepes, 3aJlanHoro (B Bujie
CTEeTIeHHOTO Psfa ¢ feficrBuTeabHEME KodpPuimentamn) A(r):

Ay =1r + Cy® + Cyr® + ...

OTHICKATh COOTBETCTBYIOmuil cremennoil psax (1). dra sajada COCTABIAET CO-
JepsKanue Broporo maparpaa u Mbl [I0JIy4aeM HeM3BECTHEIA /10 Cero BpeMeHU
U JOBOJBHO HEOM{UJQHHBLA pesysbTar, a MMEHHO: TAKUX CTeIleHHBIX PAMNOB,
KOTOpHIe UMESOT OJ{HO 1 To e 4 (r) Mg KeeTaTOYHO MAJIBIX 7 1 KOTODHIe OIpefie-
JIAIOT COBEPUICHHO pA3IMYHBIC AHAIMTHIECKITE QYHKIME, CYITECTBYET Hecuer-
Hoe MHO:ecTBO. Tak Hamp., QyHKINA w = 2 UMeeT, 0YeBHUIHO, XaPAKTEPUCTURY
A(r) = r Bo BCeit miockocru z. Ommako, To e A(r) = r umelor, Hamp., Bce
¢yuriuu (2,6) 9 :
w= ) == (/i +ie—1,
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Ifie & — NpOM3BOJBHAS [eliCTBUTEIbHAA KOHCTAHTA, LpU7eM BO BCEM CBOEM
rpyre cxomumoctu |z| << 1: |¢|. Tem sxe cBoiictBoM obaanaror u GyHrmuu f,(2),
OIpesiesIeHHble cooTHomenneM (2,7)

f'(z) — Eile—z{vl T 6iez — 22— (1 +ie2)}

TOYHO TAK 7Ke BO BCeM CBoem Kpyre cxonpMoctn. OffHaKo, DTUMHI [BYMs KiIacca-
MU JalieKO He HMcuepunBaoTcsa Bee pAnsl (1), maa xoropeix A(r) = r. Momkuo
IOCTPOUTE HECUCTHOE MHOMKECTBO JAPYIMX TAKNX PANOB 10 OOIIEMY ITpejuca-
"o (2,5).
B tperpem maparpade moxaseiBaercss mogo0HAs TeopeMa LA XapaKTepHCTUR
B(r), M(r) u m(r). Tax maup., /1A HaTepe/ 3aaAHHOTO
Mr)y=1+4+Cyr+ Cy>+ ...,
rge C; > 0 u Bce KOAQPUIMEHTH — JeHCTBUTEIbHEIE YNCIA, CYILIECTBYET AJIA
AOCTATOYHO MAJIBIX 7 HecueTHOe MHO:kecTBO (yHKIumil F(z), uMeomux Ty iKe
xapaxTepuctury M(r) u oIpeaeAOIINX COBEPIICHHO Pa3INMYHbIE AHAINTIIYEC-

xue Qynrnuu. Jma sToro mocrarodHo mocTpouTrh QYHKIMM f(2), ¥ KOTOPHIX
A(r) = log M(r) mo npeymucanuio Broporo maparpada. Torga Gymer, ogeBuHo,

F(z) = &'® .
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