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YexocaoBankuii MaTeMaTHIecknil xkypHax, T- 4 (79) 1954

UBER DIE STABILITAT DER NICHTLINEAREN ERZWUNGENEN
SCHWINGUNGEN

MILOS ZLAMAL, Brno.
(Eigelangt 29. VII. 1953.)

Es sind zwei leicht verifizierbare Bedingungen angegeben, dass
die nichtlineare Differentialgleichung & -+ f(x)2 - g(x) = p(t), wo
p(t) eine periodische Funktion der Zeit ist, eine periodische Lésung mit
der Periode der rechten Seite p(¢) hat und alle anderen Losungen gegen
diese periodische mit ¢ — o0 konvergieren.

1. Die lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten fiir er-
zwungene Schwingungen

&+ 2c& + w*x = A4 sin Ot (1)
zeichnet sich durch die Eigenschaft aus, dass eine ihrer Losungen — das sind
gerade jene erzwungenen Schwingungen — periodisch mit der Periode der
dusseren Kraft ist und alle anderen mit £ — oo gegen diese konvergieren. Die
erzwungenen Schwingungen sind also sehr stark stabil.

Levinsox [1] hat bewiesen, dass dieselbe Eigenschaft auch die nichtlineare
Differentialgleichung
&+ f(@)2 + e = p(t) , (2)

wo p(t) eine periodische Funktion der Zeit ist, hat, wenn wir f(x) > 0 und
x

[f(w) du — co mit & — oo voraussetzen.

CarTWRIGHT und LiTTLEWOOD [2] haben einen noch allgemeineren Fall
untersucht, namlich den, wenn die Riickstellkraft eine nichtlineare Funktion
des Ausschlages ist, d. h. die Gleichung

&+ f(@)2 + g(x) = p(t) . (3)
Thr Hauptresultat besteht darin, dass auch (3) die erwihnte Eigenschaft der
linearen Differentialgleichung (1) besitzt, welche sie kurz ,,Konvergenz‘
nennen, wenn g(x) anndhernd linear (dabei f(x) = a > 0) oder f(x) hinreichend
gross ist. Andererseits haben sie ein Beispiel angegeben, wo sogar f(x) = konst >

> 0 und doch ,,Konvergenz‘‘ nicht eintritt. Daraus ist ersichtlich, dass die
Nichtlinearitiat von g(x) ganz anders als die von f(z) wirkt. Aus den Resultaten
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von Cartwright und Littlewood kann man aber schwer feststellen, wie klein der
Unterschied zwischen der Funktion ¢g(x) und dem linearen Fall w2z oder wie
gross f(x) sein muss, damit , Konvergenz‘* eintritt.

In der vorliegenden Arbeit werden wir zwei leicht verifizierbare fiir ,,Kon-
vergenz‘‘ hinreichende Bedingungen angeben, worin die zweite die einfachere
Differentialgleichung

& + 208 + g(@) = p(t) (4)
betrifft.

2. Wir setzen die Stetigkeit von f(z), g(x) und p(¢) fir alle  und ¢ voraus.
Zuerst beweisen wir den

Satz 1. Es sei p(t) eine periodische Funktion mit der Periode T' und es existie-
ren solche Konstanten o > ¢ > 0, dass die Funktionen

p(x) = f(®) —2¢, (@) =g@) —
die Ungleichungen

p(@)] < Ly , (5)
l’l’(xz) _‘1/)(351)! < Lzl% - x1| (6)

erfullen, wobei
wly + Ly = L < c|a? —¢* . (7)

Dann hat (3) eine periodische Losung mit der Periode T, gegen welche alle anderen
(und thre Ableitungen gegen die Ableitung dieser periodischen Liosung) mit
t — oo exponential konvergieren.l)

Beweis: Erstens zeigen wir, dass jede Losung von (3) und ihre Ableitung
beschrankt ist.
Wenn
&+ 2¢% + ¥ = F(t) ,

80 ist
t

1
x(t) = e~°U[k, cos w,t + k,sin w,t] + — Je—ct=ngin w,(t —7) F(r)dr, (8)
10
wo
w; = w?—c? . (9)
Weil wir (3) auf die Form

&+ 2c 4 ' = p(t) — g[2()]E) — ()]

bringen kénnen, bekommen wir aus (8)
1 ¢
x(t) = e[k, cos w;t + kysin wt] + w—lfe"c“—f) sin w,(t — 7)p(r) dv —
0
1/ 1 f
—— [e=ct= sin w,(t — 7)p[x(r)]E(r) dv —— [ e=t=Nsin o, (t—7)p[z(r)]dr =
© W10 W10

1) Darunter verstehen wir, dass der Unterschied gegen Null schneller als Ke %t
konvergiert, wobei K und k positive Konstanten sind.
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= e=¢[[, cos w,b -+ ky sin w,t] + — fe =7 sin w,(t — 7) p(r) dv +
010

+ £—e—°t sin w,t P[x(0)] +

1

t
4 1 [ e~ctt=n[c sin w,(t — ) — w, cos w,(t — 7)]. Pla(r)] dv —
w1
t

— o [e=et=D sin w,(t — 7)p[a(z)] dr ,
10

= 0f p(u) du

Aus (5) folgt
|D(x,) — @

xy — x| . (10)

Beniitzen wir (6) und (10) und bezeichnen wir p, = max !p(t)|, so erhalten wir
leicht

t
le(t)] < Che~et + %}_fe—c(t_n dr -+ ie—ct |B[2(0)]] +

L fe_cu nVe ¥ of Ilo@]d + L fe [ o= = (lp(0)] -+ Lofa()]} dr )
wio
Weil
4 1
Je-ct-ndr < T
0
S0 ist
t
lo(t)] < Che=ot + M, + w£of e <=1 ()| dv , (11)
1
wo
M. = Po + [9(0)]
! cw,
Aus (11) folgt
¢
ectla(d)] < Cy + Met + w£ [ e |a(7)] dv - (12)
10

Wenn wir u(t) = [ e |2(7)| dv setzen, haben wir
0

L
w ——u = C,y ++ Met —r(t),
Wy

wobei
r(t) > 0, u(0) =0 .

) C,Cy ..., My, M, ... bedeuten im folgenden positive Konstanten. Dabei hingen
1» My, ... nicht von den Anfangswerten ab.
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Daraus erhalten wir

L ot
u(t) = emt f [c, + Mlec‘r —r(t)]e dr,
0

so dass
u(t) < — ﬁ}lgz —+ M1L~ et + C, egxt
SRS
und
l(t) < "MlL- + 043““53‘ . (13)
S

) <~ (14

Die rechte Seite von (14) hingt nicht von den Anfangswerten ab, so dass
hiemit mehr bewiesen wurde als beabsichtigt war.
Was die Ableitung betrifft, so gilt
Z(t) = e~ °[(—ck, 4+ w,k,) cos wt — (cky + w,ky) sin w,t] +
t
R a)i [ e=t=7 [¢sin w, (t — 1) — w, cos w,(t —7)] p(z) dz +
10

+ wi D[z(0)]e ¢ [—c sin w,t + o, cos wt] — P[x(t)] +
1

t
-+ -wL [ e=ct=n[(w? — ¢2) sin w,(t — T) + 2cw; cos w, (t—7)] DP[x(r)] dT—
10

¢
— wi [ e=st=1) [—¢ sin ax(t — 7) + @, cos @, (t — 7)] plz(x)] dv,
10
so dans wir auf Grund von (13) fiir hinreichend grosse ¢ leicht
[i(t)| < M,
beweisen konnen.

Zweitens zeigen wir, dass der Unterschied je zweier Losungen und ihrer
Ableitungen mit ¢— oo gegen Null exponential konvergiert. Setzen wir
Zy(t) — z,(¢) = y(¢). Es ist

¥+ 2¢y + 0%y = @(@)E, — @@,)28; + p(2;) —p(@,) ,
also nach (8) haben wir

y(t) = e~ °![k, cos w,t + k,sin wf] — c_ol— e~ sin w,t [P[x,(0)] — D[2,(0)]] —
1
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¢
- (} of e~ °tt=7[¢ sin w,(t — 7) — w; cos w, (¢ — 7)][P[,(7)] — Plzy(7)]] dr +
t

b T em et sin wny(t — 7) [yl ()] —plaa(r)]] de .

Wy 0
Daraus

t t
O] < Cge—et + 220 [ emcmnly)|dr + 22 [ e=ete=n |y(o) dr
w; o Wi 0
oder

L t
ely(t)] < O + o 0f e |y()| dr.

Schreiten wir auf gleiche Art wie bei der Ungleichung (12) fort oder wenden
wir eine BerLmanscHE Ungleichung (siehe [3], Lemma 1) an, erhalten wir

aus der letzten Ungleichung
L

et [y(t)| < Cp ™’
so dass

(-2
ly(@)] < Cs e\ @ (15)
und mit Riicksicht auf (7)

y(it)—> 0 mit ¢t oo .

Weiter liasst sich auf Grund von (15) leicht () — 0 mit ¢ — oo einsehen.

Um den Beweis abzuschliessen, geniigt jetzt einen Satz von MASSERA
([4] Satz 2) oder den folgenden Vorgang von Cartwright und Littlewood
anzuwenden: Es sei z(f) eine Losung von (3). Dann sind die Folgen {x(nT')}
und {z(nT')} beschrinkt, so dass konvergente Teilfolgen existieren: lim x(n,7") =

y— 00

= &, lim &(n,T') = £, Es sei u(t) die Losung, welche durch die Anfangswerte

u(0) = &, 1(0) = &, bestimmt ist. Weil a(t) eine Losung von (3) und p(t) perio-
disch mit der Periode 7' ist, so ist auch (¢ + T') eine Losung von (3) und nach
dem Bewiesenen

at +T) —a(t) >0, &t+T) —dt)—0 mit - oo .

Daher
x(n,+1T) — &,. &(n, +17)— &, mit » > oo .

Die Losung y,(t) = (¢ + »,7T") hat die Eigenschaft; dass
lim #,(0) = & = w(0), lim ,(0) = & = (0) .

Daher

y—>0
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so dass besonders
w(T) = lim y,(T) = lim a(n, + 17) = &,, = u(0),

V>0

W(T) = lim g,(T) = lim @(n, + 17T) = & = (0) .

V>0 V—>00

Das heisst aber, dass u(t) periodisch mit der Periode 7' ist. Alle anderen Lo-
sungen konvergieren mit { — oo exponential gegen u(t).
3. Im Falle der einfacheren Gleichung (4) beweisen wir den folgenden
Satz 2. Es sei fir alle x, > x,
m(xy — ;) < () — g(2y) < My — ) (16)
wo
0<m< M < 2. (17)

Dann hat (4) eine periodische Lisung mit der Periode T', gegen welche alle anderen
(und ihre Ableitungen gegen die Ableitung dieser periodischen Lésung) mit
t — o exponential konvergieren.

Beweis: Nach dem Beweis des vorangehenden Satzes geniigt es zu zeigen,
dass alle Losungen und ihre Ableitungen beschrinkt sind und der Unterschied
je zweier Losungen und ihrer Ableitungen mit ¢ — oo gegen Null exponential
konvergiert.

Vorerst ist leicht ersichtlich, dass die Funktion
p(x) = g(x) —c*»
die Lipschitzsche Bedingung

I'/’(xz) _?P(xl)l < L|x2 — ¥
erfiillt, wo
L <. (18)

Wir konnen namlich m << ¢2 << M voraussetzen. Wenn wir dann die Bezeich-
nung so wihlen, dass x, > 2, so haben wir

g@) — gla) — e, — )| < max (M — 2, ¢ —m} (&, —w,) =
= Llx, — x| ,
wo mit Riicksicht auf (16) L < ¢? gilt.
Bringen wir jetzt (4) auf die Form
& 4 2cx + ctx = pt) —y(x) ,
bekommen wir mit Hilfe der Lagrangeschen Methode der unbestimmten

Koeffizienten

t t
2(t) = e~°k, + kyt] + of e~ =1 — 7)p(r) dv — Of e=°(t-7(¢ — )ylx(r)] dr,
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so dass

Po + I’/’

| )| < Cyte—ct + -+ Le—ct f er(t — 1) |a(r)| dv

weil ja
t

1
< [ e—ett— ”t—r)dr<——
0

und

lyp(@)] < lp(0)] + Lja| .
x(t) erfiillt also die Ungleichung

; .
ectla(t)| < Oyt + Myet + L [ er(t — 7)|a(z)| dv . (19)

t
Setzen wir u(f) = [ e°7(t — 7) |2(7)| d7, so ist
[
t

w'(t) = [ela(r)| de,  w'(t) = etfa(t)],  w(0)=wu(0)=0,

so dass (19)
uw" — Lu = C¢ + M,et — r(t)
ergibt, wo
r(t) > 0.
Daraus

1 ¢t _
u(t) = T/f of [0 + Mt — r(z)]sinh|/L(t —7) dr <

1t _
< JF 10w+ Merpsinn VI ¢~z dr
also
wit) < Cye ™ 4 Moot .

Aus (19) und (18) folgt dann die Beschrinktheit von z(t), ja sogar fiir grosse
t die mit Riicksicht auf die Anfangswerte gleichmissige Beschranktheit. Das-
selbe gilt auch fiir die Ableitung.

Sind nun z,(t) und z,(t) zwei Losungen, so gilt fur y(t) = x,(f) — ,(t)

J + 209 + ¢y = pla,(t)] — ylay®)] -

Wenn wir wieder die Lagrangesche Methode anwenden und im Resultate
ly(t)l abschatzen, erhalten wir

ly(t)] < Cye=ct + C’se“(c'vi)t —0 mitt— o ,

woraus leicht auch () — 0 mit ¢ — oo folgt.

101



Korollar: Wenn g(x) eine Ableitung hat und dabei

0<m<g'x) < M < 2,

so gilt dive Behauptung des Satzes 2.
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Pesome.

OB YCTONYNBOCTU HEJUHENHBIX BBIHVHIEHHBIX
KOJIEBAHUN

MUJIOHT 3JIAMAJI (Milo§ Zlamal), Bpuo.
(IMocrynuio B pegaxmrio 29/VIT 1953 r.)

Jnneitnoe mquddepenimanbHoe ypaBHeHNe ¢ TOCTOAHHBIMU KodPPuinmenramMu
BBIHY/IEHHBIX KOJIe0aHmil

% - 2cx + o = A sin Ot 1))

obiagaer TeM CBOMCTBOM, 4TO OJHO M3 €ro PEeIIeHHH eCcTh HepHOMYecKast
QYHKIMA ¢ TepIoI0M BHEIIHEIl CHIIBI — 9TO U ecTh YIIOMAHYTHIe BRIHYKICHHEBIE
KoJe0aHus — I Bce OCTAJbHbBIC PEIIEHUS CTPEMATCHA Iipl § —> 00 K BTOMY pe-
miennio. CiefoBaTeIbHO, BBIHYHJICHHbIE KOJe0aHus yCTOWYMBBIL, & TO B IO-
pasgo Oojree CIJIBHOM CMBICJIE, 4eM B CMBICJIE KJIACCHYECKOTO OIIpesieseHIs
yeroitunBoctu JlAmynosa.

Jesunyorn [1] morasai, 94To DTUM sKe CBOICTBOM ofJjajaer 1 HeJanHelHOoe
mddepennuanbHOe ypaBHEHIE

@+ f(x) & + o = pt) (IT)

rie p(t) — mepuoguveckas Qyuripsa ot Bpemenu ¢ nepuogom 7', u kospduiment
saryxauusi f(x) yAOBJIETBOpPsET YCIOBUIO ‘

flx) > 0, fxf(u)du»oo Ipu & —> 0O .
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Kapmepaiim n JJumasyd [2] sanumasuck enge Goee 00LUM CTydaeM,a IMEHHO,
KOIT[a He<*TOJbKO KOd(YPUIUenT 3aTyXaHus, HO U BPAI[AIONIas CUja SBIAETCA
HeJIMHeHHOl QYHKI(eN 0T aMIINTY/ABL, T. €. YpaBHEHNeM

F 4 @) & 4 gl) = plt) - (I1)

OHn 0TMEYAIOT, YTO BOBHIKJIO MHEHUe, 0yxro Ol 1 oo ypsanenue (npu 00bd-
HBIX yelToBuAX f(x) = a > 0, g(0) = 0, ¢'(x) = b > 0) nmeer cBoiicrBo audde-
peniuagbuoro ypaeneuus: (I), Kotopoe omnm KpaTko Ha3HIBAIOT ,,KOHBEpPIeH-
mueit**. Ho Kaprepaitr n JIuTaByx nauum mpumep, KOTOpHIA JloKa3biBaeT ie-
CIIpaBeJIMBOCTD ATOTO YTBEPFRJCHUSA: ypaBuenue, rje pame f(x) = konst > 0,
T. e. ypaBHenue BiJja

& + 2@ + g(x) = p(l) , (IV)

rae ,,KouBepreniuA‘‘ me uMeeT Mecta. OTcloga BHUJHO, YTO HeJUHEHHOCTH
Pyuruuu g(x) coBepurenHo HHAUe BiMAET, YeM HeswHeiiHocTh f(x). I'maBHBIM
pesynabTaToM UX paboTsl ABJIAETCH TeopeMa B ToM, uro ypasuenue (IIT) Gymer
Tarske 00Ia/[aTh CBOMCTBOM ,,KOHBEPTEHIUN'‘, ecan, HAPAAY ¢ APyrumu odure
IPeJIOIoKeHIAMI, 60 ¢(x) npubusuTeasHo jguneiina, auto f(x) gocrarouso
Benka. OfHAKO U3 HX Pe3yAbTaTa TPYAHO YCTAHOBUTH, HACKOJIBKO MAJIOil
NOJKHA OBITH PABHOCTH MY ¢(X) U JUHEHHBIM ciyuaeM () WIN HACKOJIBKO
Goabmoii moskHa OLITH f(), 9T00HI ,,KOHNBEPTEHIHA* UMeJsa MecTo.

B nacroamieit paGore mpuBejens jBe TeopeMbl, B KOTOPHIX HaiijieM JIerKo
IpoBepseMble JI0CTATOYHbIe YCIOBUSA JUIS TOr0, YTOOBI ,,KOHBepIeHIWA' " 1Mesta
mecro. OBe TeopeMil ONUHAKOBOrO Xapakrepa. Bropylo, KOTopas Tmpolie,
MOsKeM KpaTro cQopMy/THpOBaTH CJIeYIONUM 00pasoM:

IIyers mpu Beex @y > @

m(@, — x;) < g(xy) — g(@,) < M(z, —ay) .
rne
0<m <M < 2.

ITorom ypasuenne (IV) oGaagaer cBoiicTBOM ,,KOHBepreHI(Am'*.
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