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YexocaoBankuii MaTeMaTHIecKHii aypHax, T. 3 (78) 1953

OB OJHOM KPUTEPUU YCTONYUBOCTU JIATYHOBA

MIJIONI 3JTAMAJI (Milo§ Zlamal), BpHo.
(ITocrynmuio B pegaxuuio 22. XI1. 1952 r.)

IIpu u3yueHun ycTONUMBOCTY ABUKEHNUA JIanynog MCCIETOBAT MEHALY
npounM pguddepeHnuannbuoe ypasHenne y” -+ p(z) y = 0, rae p) —
nepuopuyeckas QYHKIUA, M YCTAHOBMII 0CTATOYHOE YCJIOBUE JJIfA Orpa-
HUYEHHOCTM BceX pelenuii ororo ypasnenusa. Copepsanuem Hacrosmei
PpaGoTH ABIAIOTCA ABe TEOPEMEI, IPeiCTaBIALINNe 0000IIeHne KpuTepui
JIanyHoBa.

Pacevorpum nuneitnoe nuddepenimanpHoe ypaBHeHNE
Yy + @y =0, (1)
e p(x) — peiicTBUTENbHAS HellpephIBHAA IIePHOANYecKas QYHKIUA ¢ Iepuo-
oM . B cBoeit usBectrnoit pabore [1] JlAamyHOB 10Kasaj, 4ro Bce peIIEHNA
ypasuenus (1) Gyayr orpanudensi, ecan p(x) = 0, p(z) &= O u

o [p(x)de < 4.
0

Kpurepuit Jlamynosa 6bl1 88 mOcIejHNe TOH HECKOJIBKO pas 0600IieH, Hamp.
B [2], [3], [4]. Otu 00o0uIeHNA KacadlCh T. HA3. IIEPBOIl BOHH YCTOIYMBOCTH.
Hepasno I'ycaposa B [5] ycTanoBuIa KpUTepuit, Kacaloumicss falbHeillnx 30H
yeroitauBocti. Ee nocrarounoe yciaosue umeer Bujg (0 = 7)

p@) = n*, @ [p@) de <4+ 1) + w32 +4), 0 =0,1,2,3,4.

B macrosmeil padore MBI [0Ka@eM JIBe TeOpPEMBI; CIPaBeJJINBHE JJIA BCeX
BOH YCTOHYMBOCTU; IPUTOM BTOPAs M3 HUX CYI[ECTBEHHO YJIYYIIAET pPe3yJbTarT
I'ycaposoit. Ilo oxomwanuu paGoTsl aBTOpP, OJHAKO, YBHAJ, YTO KpHUTEepHii
I'ycapoBoit ObL1 cHOBa cylecTBeHHO yayuiren Kpeiinom [6], KoTopslil yerano-
BWI cjefylollee J0CTATOYHOE YCJIOBNE OTPAHMTIEHHOCTH BCEX pelIeHNIt:
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Xora Hama TeopeMa B ciay4ae p(x) = m? maeT Xy[AUIMii pesyabTaT, TEM He-
MeHee OHA He cojep:uTcA B kpurepuu Hpeiina.

Teopema 1. Ilycms p(x) — Oelicmeumensvnas HenPePuIBHAL NEPUOdUUECKAS.
Ppynryus ¢ nepuodom 7w, npuiem
JIp(x) — a?| dz < 2a min { sin%ﬁ‘ , |cos %Zl} , (2)
0 Z
20e
a>0, a=+12... (3)

Toz0a sce pewenus ypasrenus (1) oeparuxerns.

HowrasarennbcTBo. Ilomomum g(x) = p(x) — a? u pacemorpum guddepen-
IUaJIbHOE YypaBHEeHUe

Y+ [@ + Mg(x)]y = 0. (4)
ITpu A = 1 (4) mepeiiger B (1). ITyers yy(x, A) u y,(x, A) 03HAYAIOT ABA peIIEHUS
ypaBHeHus (4) ¢ HAYAJIBHBIMU 3HAYEHUAMU
(0.4 =1, 51(0,4) =03 9,0, 2) =0, y,(0, 1) =1.
Ecau nomosxurs

A(l) = %[yl(nx l) + 3/2(7[) j')] )

To u3 Teopun (Djoke BhTEKaer, uT0, Kak ToubKO |A(1)| < 1, Bee pemeHus
ypaBHenus (4) orpaHudeHsl, a B caydae |A(4)| > 1, cymiecTByloT HeorpaHH-
dennrle pemennsa. ['panuynerit cayvait 4(A) = 4 1 Xxapakrepuayercs TeM, 4ToO
nasa A(A*) = 1, A* Gyner coGCTBEHHBIM 3HAaYeHUEeM KpaeBoil 3ajadu

Yy + @+ @)y =0, y0)=y=), y(0)=y(n). (5)
(YpaBueHne (4) UMeeT 0BTOMY IIePHOANIECKOE pelleHNe ¢ IepHooM x), & AJA
A(A**) = — 1, A** Gyger coOCTBEHHBIM 3HAYEHUEM KpaeBoil 3ajia4u

Yy + e+ g@)]y =0, y0) =—yx), ¥0)=—y(n) (6)

(B aTOM cirydae ypaBHeHue (4) HMeeT IoJIynepuofndeckoe pelenue y(x), T. e.
Y@ + n) = —y(@)).

Teneps, oueBnaHo, 6yger A(0) = cos ax, Tak 4ro, BBULY (3), 6yner |[A(0)] <
< 1. Jlanee A(A) sBisercss HempepblBHOH M Jaske IeJOli aHAJIUTHYECKOIL
¢yuruueit mapamerpa A. CiegoBarenpHO, ecay HAM Y[AACTCA HAWTH [BA TAKUX
gnciaa R, m R,, 4T0 Bce coGCTBeHHbIe 3HAUYeHUA [JA KpaeBoit 3amaun (5) 1o
aGco/I0THON Besu4mMHe GoJiblle wiu paBHbl R;, a [as kpaesoil sapgaum (6),
Gosbure uim paBHEL R,, 10 s [A| < min (R, R,) Bce pelreHus orpaHuYeHs!.

st oreickannsa R, npusenem (5) k Bupy uMHTerpaabHoro ypasHenus Dpej-
rosMa BToporo posa. Ecin BBectu Ha Giussaiiiiiee BpeMs o6o3HaveHue

M)y = F(2), (7)
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TO IOJIYyIUM
Yy +ay =—F(), y0)=y(x), y(0) =y(n).
IToaromy

x
Y = ¢, cosax + ¢, sinax — — [ F(t) sina(x—1¢) dt . (8)
0

Q| =

IIpuToM mOCTOAHHEIE ¢; U ¢, HYKHO OIIPENIeINTh TaK, YTOOH! GBIIM COOIIIOJEHEL
rpaHuYHBIe yesaoBuA. TakuM 00pasoM, MBI IOTYINM YpaBHEHUA

24

. 1 .
€, = €, COS am + €, Sinamw — EfF(t) sin a(w —¢t) dz
0

Ed

ac, = — ac, sinazn -+ ac, cosan — [F(t) cosa(x — t) dt .
0

OnpenenuB M3 HUX ¢; M ¢, U IIOJCTABUB B (8), MBI HOJYYUM IOCJIE IIPOCTHIX
npeoGpasoBaHmii pe3yabTaT

y(x) = fK(x, t) I'(¢) dt ,
0

e

1
———acosa(xﬁt~—%7x) i t < x
. am =
2asmT

K, t) = ) -

. cosa(x—t + In) muaAt> .
. JT -
2a sin —-

&

IToncrasus Beipaskenne niaa F(x) us ypaBHeHus (7), MBI BUJUM, 4TO KpaeBas
3ajlaya (5) mepemsia B mHTerpasbyoe ypasHenue QOpenroasMa BTOPOro pojia

y(@) = 4 [Ky(, ) y(t) dt
0
e K (z, t) = K(x, t) q(t) sABiIseTCSA HENPePHIBHBIM AAPOM H

Kz, 8)] <

2a

lg(®)] .

. am
sin —
2

13 kpurepua Baitnmreiina [7] BrITekaer, 9TO

2

2a sinﬁj—tl
1 1)

\/

R, =

max [ |Ky(z, )| dt Oﬂq(t) | dt

ze<0,7> 0
1) Dra oneHKa cCnpaBejIIMBa M JIIIA 1[eJIbLIX HEYETHHIX a.
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AHaJOI'MYHO MOMXHO IIOKa3aTh, 4TO KpaeBas 3ajada (6) paBHoCMIbHA WH-
TErpaJbHOMY ypPaBHEHUIO

2) = 2 [Ky(x, 0) y(t) dt
0
rae Ky(z, t) = K(z, 1) q(t) n

1 .
——————sina(x—t—3in) ma iz
an =
- 2a cos 5
Kz, t) = 1
R sina(x —¢ + in) mua t> x.
2 on
a cos —
Orciofa BEITEKaeT
2av cos %75
Bz —; —?)
Jla)] de
Urax; gus
. amn
2 o
] a|sina— ’

|A] < min

Jawlae o] a

Bce pemenns ypasHeHnus (4) orpanundens. [lomomxus 1 = 1u ¢(x) = p(x) — a2,
MBI TIOJIy4nM (2).

a cosﬂ
, 2

3amevanne 1. IIpaBas wacrp HepaBeHCTBA (2) mMeer HauboJblLIee 3HAUE-

2n + 1

HUe Ipu a = 5 rqe n = 0,1, ... CrienoBareJIbHO, MBI IIOJIyYaeM,

B YaCTHOCTM, pe3yJabTar:

Ecanu

ﬂp( (2n+1)|dx<l/2(n+% n=0,1,...,

TO BCe pelleHusa OrpaHUYeHbl.

ITpexmosoxum Temepb, 9T0 ¢(x) 2> 0, U ¢ MOMOLIBIO OAHON OCIUJIAIMOH-
HOIl TeopeMsl Bupxrogda [8] yeranosum ciepyiomguit KpuTepuii.

Teopema 2. ITycmb p(x) = a2 > 0 u

£

fp(x) dx < na® + 2ai cos a—;

-0

2) Dra OLEHKA CHPABEJINBA U [IJIA 1eJILIX YeTHHIX d.
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ecau

2k<a<2c4+1, (k=0,1,...) (9)
ual
i |
fp(x)dx < wa? + 2a|sin %75] ,
0 (10)
ecau 2k +1< a < 2k + 2.

To20a sce pewenus ypasrenus (1) oepanuyens.

Hoxasarenbcrso 1. Ilyers 2k < a < 2k + 1. Ipegnosossum BpéMeHHO,
qTO
¢(z) = pla) —a* > 0.
OGosnauuM coOCTBeHHBIe 3HAYeHHSA KpaeBoil 3amaun (5) uepes 1,, Kpaesoit
sajaun (6) uepes 1,. Hu omno us 1, He paBHsercs HyJO, Tak Kak 2k < a <
< 2k + 1. Ilyers 4, - coGcTBeHHOe 3HAYeHme, Jexallee Ommske BCEro
K HYJIO ¢JIeBa OT Hero, Tak 4ro

Ay 20 <2y i -

Ecom A = 0, ro ogaum us penresmii ypaBHeHus (4) Oyner sinax, umeroniee
B untepsane (0, z) 2k mymeit. Orciofa, Ha OGHOBAHMU TeOPEMEl CPABHEHUA
lltypma, BhiTeraer, uro npu A = A, pellenus ypaBHeHus (4) umeior me GoJee
2k 4+ 1, a npn A = 4, ,, He menee 2k myseit B (0, 7). W3 ocrumrAmuonmoif
Teopemsl Bupkrodda (em. [8] crp. 269) BEITewmaer Ipesijie BCero, 4To A
¥, BOBMOKHBL TpM BHAUeHNs, a uMeHHo 2k — 2, 2k — 1, 2k. Ecou a = 2k,
TO Agypq = Ay, = 0, Taw uro v, = 2k. Ecam ke a > 2k, 1o TouHO TaK iKe
v, = 2k. JleiicrBurensno, ecaun Obl ObL10 v, = 2k — 2 wm v, = 2k — 1, 7o,
COTJIACHO TOII #ke ocIMIAINOHHOI TeopeMe Bupkrodda, coderBennan Gynrnus,
TpuHajJIessanas Kk 4, ,;, uMesaa Ou B Tounoctu 2k mwyseit B (0, z), a Tak Kak
OHa IlepuojmYecKas QYHKIMA ¢ NepuojoM s, TO oHa umena 6u B (0, mx)
TOYHO 2mk nymeit (m = 1, 2, ...). Onnako, QyHKIMA sinax, ABIAIOMAsCA pe-
mwenueM ypasuenus (4) mpu 2 = 0, umeer B (0, ma) Beero [ma]') wymneit, u gus
GOJIBIIINX M MMeeT MecTo

[ma] = 2km + [m(a — 2k)] > 2km + 2.

OTO HEepaBeHCTBO NPOTHMBOpednT, OfHAKO, Teopeme cpasuenusa Ilrypma. Ilo-
BTOMY MOJIRHO OBITH '

Ao =0 < Ay - (11)
AHAJOTNYHO MOMKHO J0KAa3aTh R
jv-27:—1 < O < IZk . (12)
HKpome Toro umeer eme mecro
dare < Agiiy - (13)

1) [«] o3nauaer HaMGOJIEIIEE 11€/I0€ YHMCIO0, MEHbIEe Ul PABHOE Z.
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B camom pnene, cobGcerBenuas QyHKIHA, OPUHANIEKAIAST K Ay, HMeeT,
.COIVIACHO OCHIJIANUoHHO#t Teopeme DBupkrodda, 2k + 2 myneit B (0, =)
n, B cuIy cBoeil mepmopumunocTu, 4k 4 4 myseit B (0, 27), a cobcrBenHas
dynrIuA, TpuUHANTeRAIAS K Ag, UMeeT 2k 4+ 1 myueit B (0, 2) u, B cumry
-cBoeil mosynepuoanusocru, 4k + 2 B (0, 27).

Teneps mbl umeem |4(0)| < 1, econ 2k < a < 2k + 1 u A(0) = 1, ecan
a = 2k. Hooromy mz (11), (12) u (13) caexgyer, aro g 0 < 4 << Ay, a TeM
Goee puA 0 < A < R, Bce pemrenns ypasHeHusa (4) orpanudensl. Teopema
(2) musa caydas g(x) > 0 nmoxasana. Ecian umeer MecTo TONBKO p(T) = a2,
‘caregoBaresbHo g(x) > 0, moaoskuM ¢(x) = g(x) + &, rae € > 0, 1 paccMoTpUM
nupdepeHnnaTbHOE YPABHEHNE

Y + e+ 2q()]y = 0. (14)

“Torpa xapaxrepuerndeckas mocrosHHasg A Oymer HempephlBHOW (yHKuumeir A
u e, A(4, ¢). Ecau cupasegiuBo (9), TO AJIA KOCTATOYHO MAJIBIX &
=

f&(m) dz < 2a

0

am
CcOs 5 | >

TaK 4T0 Bee peuleHns ypasHenns (14) pas 0 < 0 << R, 11 JOCTATOYHO MaJIbIX &
OyAYT OrpaHMYEHHBIMH, OTKYAA CJeAyeT

A, o) < 1
a TaKmke, BBPII(Y HenpemeHom‘ﬂ,
A0 <1 aan 0< 2 <R,

JT0 HEpaBEHCTBO 03HAYAET, YTO Bce pemreHuA ypaBueHus (4) misa 0 < A < R,
Or'paHMYEHBI, TaK KaK, ecJau [aske lA(it, O)I = 1, T0 9TH A ABIAITCA ABYKpAT-
HBIMI COGCTBEHHBIMI BHAYEHNAMH, I ypaBHeHNe (4) IMeeT B 9TOM ciydae jiBa
HepuoYeCKUX WM IOJYIepPHOIHIeCKNX JUHEeHHO He3aBICHMEIX DeIIeHN.

2. Beayuae 2k + 1 < a < 2k + 2 [{0Ka3aTelbCTBO IPOTEKAET AHAIOIMYHO .
371ech UMeeT MeCTO

lzk <0< 12k+1’ 12k+1 é 0 < Izk+2» 22k+1 < 22k+2 )

Tak 9ro AaA 0 < A < Ay, @ TeM Godee gia 0 < A < R, Bce peuieHus
OTpaHIYEHHI.

3ameuanue 2. 13 reopemnl (2) Berexaer: Ecin
p) = n?, [p)de <an®+2n, n=12..,
0

TO BCE pellenus ypaBHeHUA (4) orpaHudeHEl. JTOT pe3yJIbTaT, OJHAKO, ciabee
pesyubrata Kpeiina.
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Zusammenfassung.

UBER EIN KRITERIUM DER STABILITAT VON LIAPOUNOFF

MILOS ZLAMAL, Brno.
(Eingelangt 22. XII. 1952.)
Es sei die lineare Differentialgleichung
Yy +p)y =0. (1)

gegeben, wo p(x) eine reelle, stetige, periodische Funktion mit der Periode 7 ist.
Liapounoff hat in seiner bekannter Arbeit [1]') gezeigt, dass alle Losungen

i 4
von (1) beschriinkt sind, wenn p(z) = 0, p(z) == 0 und [p(z) de < e In dieser
0

Arbeit beweisen wir zwei Sétze, woraus der zweite das Liapounoffsche Krite-
rium wesentlich verallgemeinert.

Satz 1. Es set p(x) eine reelle, stetige, periodische Funktion mit der Periode 7
und dabei

[Ip(x) — @?| dz < 2@ min {|sin Jax|, |cos tan]|}, a >0, a +1,2,.
d

Dann sind alle Losungen von (1) beschrdnkt.

Satz 2. Es sei p(x) = a* > 0 und )

[p(@) de < ma® + 2a |cos Jan|, wenn 2k <a <2k 4 1 (k=0,1,...),
0

1) Siehe Literaturverzeichnis.
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oder

f-p(x) de < e + 20 |sindan|, wenn 2k + 1< e < 2k + 2.
0

Dann sind alle Losungen von (1) beschrankt.

Aus dem Satz 2 folgt: Wenn
x) = n?, fp Yde < am® +2n, n=1,2, ...,

dann sind alle Losungen von (1) beschrinkt. Dieses Resultat ist aber schwii-
cher als das kiirzlich von Krein [6] bewiesene.

Der Hauptgedanke des Beweises des Satzes 1 ist der folgende: Wir setzen
p(x) — a* = q(x) und betrachten die Differentialgleichung

y" + [a* + Aq(x)]y = 0. (2)

Fir 2 = 1 geht (2) in (1) tiiber. Es seien y,(z, 1) und y,(z, 1) die Losungen von
(2), welche die Anfangswerte 4,(0, 1) = 1, 43(0, 1) = 0,y,(0, 2) = 0, 95(0, 2) = 1
annehmen. Wenn wir A(1) = 3[y(, A) + yo(7, )] setzen, dann ist aus der
Floquetschen Theorie bekannt, dass, soweit |4(4)] < 1, alle Losungen von (2)
beschrinkt sind und wenn |4(4)] > 1, unbeschrinkte Losungen existieren.
Der Grenzfall 4(4) = 4+ 1 ist dadurch charakterisiert, dass fir 4(1*) =1
A* ein Eigenwert der Eigenwertaufgabe

Y + @+ 2q@)]y =0, y(0) =y(@), y'(0) =y'(n) 3)
und fiir 4(A**) = — 1 A** ein Eigenwert der Eigenwertaufgabe
Y + @+ M@y =0, y(0) =—y@), y(0)=—y(n) (4)

ist. Jetzt haben wir offenbar 4(0) = cosax, also mit Riicksicht aufa + 1,2, ...
|4(0)] < 1. Weiter ist A(4) eine stetige, sogar ganze analytische Funktion des
Parameters 2. Wenn es uns also gelingt zwei solche Zahlen R, und R, zu finden,
dass der im absoluten Betrage kleinste Eigenwert von (3) grosser oder gleich
R, und der von (4) grosser oder gleich R, ist, dann sind fir |1] < min(R,, R,)
alle Losungen von (2) beschrinkt. Um R; und R, zu finden, iiberfithren wir
(3) und (4) in eine Fredholmsche Integralgleichung zweiter Art und beniitzen
das Weinsteinsche Kriterium tiiber die Konvergenz der Neumannschen Reihe.

Wenn wir ¢(z) > 0, d. h. p(z) > a?, voraussetzen, bekommen wir mit Hilfe
eines Birkhoffschen Oszillationssatzes (siehe [8] S. 269) ein besseres Resultat,
namlich den Satz 2.
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